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a) Definicié, Egy olyan egyenletet, melyben 4llandékon kiviil egy (vagy
osztalyozas tobb) fiiggetlen viltoz6, ennek (vagy ezeknek) valamilyen
ismeretlen fiiggvénye (vagy fiiggvényei) és ennek a fiigg-
vénynek (vagy fiiggvényeknek) a fiiggetlen valtozé (vagy valtozék) szerinti kozonséges
(vagy parciilis) derivaltja vagy derivaltjai szerepelnek, differencidlegyenletnek nevez-
ziik. :
Ha a differenciilegyenletben szerepl§ ismeretlen fiiggvény egyvaltozés [y =
=p(x)], s igy ennek a fiiggetlen viltozé szerinti, dn. kézdnséges derivaltjat

, _dy d%y .S A T - .
=, "_—_“7)”’! = 3 .3 Itt
(y‘ o Y N y g lépnek fel, akkor a differenciilegyenlete
kozdnséges differencidlegyenletnek nevezziik,

Példdul :
2 .
1. y’—;y—l—xz-asmx=0;

2. ay' 4By +vyy=fx);

Y3 = (1 4y = 0

d2y e
l i + gsiny = 0;
5. Xy xy +(x—pY)y=0;
6. dltalanos (implicit) alakban:

F (x:y,y',y", ey y(")) = 03

7. altaldnos, a legmagasabb rendd derivaltra kifejtett (explicit) alakbans
y(n) =G (x’ » y"'y"’ .‘. .y y(n—l)).

Ha a differenciilegyenletben szerepld ismeretlen fﬁggvény két- vagy tébbvilto-

z6s (pl. y =y (xy, x3, ..., x;), s igy ennek a fiiggetlen véltozok szerinti parciilis
derivaltjai

. _%y 9y L% Ly, 3y
ok Ve Tt InT g Yuxn =50 Yax = gxrox, 7"

lépnek fel, akkor a differenciilegyenletet parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik
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.Példdaul ¢
d2u o2u
27 =
8. dx? dy? .

22y. d%u %

% setaptar =Y

92u %2u 9%u du du
10. — 2 . — e — d‘—- b — = y ;
10 A8x2+ Bax8y+cay2 " 8y+cu 1)
i %z 09z
11, F{x,y,z,a—x, a—y‘ —O,

12. Altalidnos alakban:
{ n
9 9y ) _o

Fxl,xz,...,xk, y,a—x;, ;' A

Ha az ismeretlen fiiggvények (akar egy-, akar tobbvaltozésak) szdma egynél
t6bb, akkor — az ismeretlen fiiggvények meghatirozhatésiga feltételének meg-
felelden — az ismeretlen fiiggvények szdmaval egyenld szdmd differenciilegyenletbdl
4116, Gin. (kozdnséges vagy parcidlis — aszerint, hogy az ismeretlen fiiggvények egy-
vagy tdbbvaltozosak—) differencidlegyenlet-rendszerrel van dolgunk.

Példdul:
13. %:y;,
l %=J’1
%=2y1—2y2+y3,
14 %=y1+5ye—ysr
%‘:le-i—"l}’2f*‘5'3’

Megjegyzés. A kovetkez8kben" csak kozonséges differencislegyenletekkel
foglalkozunk, mégpedig kizirolag valés fiiggvényekre szoritkozva.
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Mind a kdzdnséges, mind a parcidlis differencidlegyenleteknél és differencisl-
efyenlet-rendszereknél alapvetd osztilyozisi szempont a differencidlegyenletben
(illetve differencidlegyenlet-rendszerben) fellép8 derivdltak rendszdma. A differenciil-
egyenlet rendszdmat a-benne szerepld legmagasabb rendii derivilt hatirozza meg,
Ennek megfelelden beszéliink elsSrendd, mésodrendd, ..., n-ed rendl kdzdnséges
(vagy parcidlis) differencidlegyenletrsl (vagy differenciilegyenlet-rendszerrdl). ?gy
az el8bb felhozott példak koziil az 1. és 3. elsSrendd kdzonséges differenciilegyenlet,
a 13, és 14, elsdrendfi kdzdnséges differenciilegyenlet-rendszer, a 2., 4. és 5. méisod-
rendt kozonséges differencidlegyenlet, a 6. és 7. n-ed renddi kézdnséges differenciil-
egyenlet, a 11. elsérendii parcidlis differenciilegyenlet, a 8., 9. és 10. misodrenddi
parcialis differencidlegyenlet, a 12. n-ed rendii parcidlis differenciilegyenlet.

Egy masik — szintén lényeges — szempont szerint a differenciilegyenlet (vagy
differencislegyenlet-rendszer) linedris (elséfokt) vagy nem linedris. Ha a differencial-
egyenlet (vagy differencidlegyenlet-rendszer) olyan, hogy — esetleg megengedett
itrendezés utin — az ismeretlen fiiggvény (vagy fiiggvények) és ennek (vagy ezeknek)
derivaltjai csak elsd hatvinyon szerepelnek benne, és ezek szorzatai nem lépnek fel,
akkor a differencidlegyenlet (vagy differenciilegyenlet-rendszer) lineiris — ellenkezd
esetben nem lineéris.g%,gy a fenti példak koziil az 1., 2., 5., 8., 9., 10., 13. és 14. linearis,
a 3. és 4. nem linearis, a 6., 7., 11. és 12. lehet linearis is és nem linearis is, F-t6l,
illetve G-t3l fiiggden,

b) Differencial- Egy differencidlegyenletet megoldani annyit jelent, mint
glggzgetaekmn;e_g- meghatirozni mindazokat a fiiggvényeket, melyek derivalt-
oldisok & jaikkal egyiitt az adott differencidlegyenletet azonosan
geometriai kielégitik. Ezek a fiiggvények a differencidlegyenlet meg-
érielmezése olddsai. A differencidlegyenletek elméletének alapfeladata

adott differencidlegyenlet 6sszes megoldisainak keresése és
ezen megoldasok sajatsigainak vizsgilata, Mivel a differencidlegyenletek megoldasat
ltaliban integrilokra vezetjiik vissza, a megoldast szokds a differencidlegyenlet integ-
rdljdnak nevezni, magat a,differenciilegyenlet megoldisainak megkeresését a differen-
cidlegyenlet integrdldsdnak.,

A differencidlegyenletek megoldasai kozdtt megkiilonboztetiink dltaldnos meg-
oldast és partikuldris megoldasokat, mas szempont szerint reguldris (vagy koézonséges)
és szinguldris megoldasokat.

Az n-ed rend(i kdzdnséges differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa az a differen-
cidlegyenletet azonosan kielégits fiiggvény, mely pontosan n tetszSleges, egymastél
fiiggetlen dlland6t (paramétert) tartalmaz. Pl az

F,p, v, e0s,y) =0
differencidlegyenlet Altalinos megoldasa

D (x,,C,Co...,C)=0
alakdi.
Az n-ed rendd kozdnséges differencidlegyenlet partikuldris megolddsai olyan,
a differencidlegyenletet azonosan kielégitd fiiggvények, melyek legfeljebb n—1
tetszSleges, egymaéstél fiiggetlen dllandét (paramétert) tartalmaznak. Specidlis esetben
a partikulris megoldisok egyetlen paramétert sem tartalmaznak. Altaliban az iltalirios
megoldas tartalmazza a differencidlegyenlet dsszes partikuliris megoldasait. Ez esetben,

2 Kozbnséges differencidl egyenletek — 44 231/VII.
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ha az iltalinos megoldisban szerepls C,, C,, ..., C, 4llandéknak meghatirozott
értékeket adunk, kapjuk a differencidlegyenlet partikuliris megoldésait.

A differenciilegyenlet valamely partikuldris megolddsinak kivilasztisdhoz sziik-
séges bizonyos kezdeti feltételeket (pl. kozonséges differenciilegyenletnél: adott fiigget-
len viltozd értékhez tartozd fiiggvényértéket és n-ed rend(i differencidlegyenletnét
még az (n — 1)-edik derivaltig bezirélag a derivaltakat) vagy — els6nél magasabb
rendd differenciilegyenletnél — keriileti (hatdr-) feltételeket (pl. masodrenddi kdzon-
séges differencidlegyenletnél két fiiggetlen viltozd értékhez tartozéd fiiggvényértéket,
keriileti pontot) megadni. Az ezek alapjdn meghatirozott partikuldris megolddsnal
azt mondjuk, hogy az az adott kezdeti, illetve keriileti feltételeket kielégitS partikularis
megoldas.

Az els8rendi A

' F(x,y,y)=0

D (x,y,C)=0

sltalanos megoldasa az (x,y) sikban egy egyparaméteres gorbesereget hatiroz meg.
A misodrendd

kozdnséges differencislegyenlet

F (x: Vs y’¢ y”) =0
kozonséges differencialegyenlet

D (x,y,C;,Cp) =0
altaldnos megoldasa egy kétparaméteres girbesereget hataroz meg. Altaldban, az
F(x 3,9, e, y) =0
n-ed renddi kozonséges differencidlegyenlet ‘
D (x,y,C,Cpen., C)=0

altaldnos megoldasa egy n-paraméteres gorbesereget hatiroz meg.

Egy elsGrendd kozonséges differencidlegyenletnél egy Mezdeti feltétel megadisa
geometriailag egy P, [xo, y(x,)] pont megadasit jelenti, és az ezt a kezdeti feltételt
kielégit partikuliris megoldis meghatirozisa annak a gorbének kivalasztisit jelenti
a differenciilegyenlet megoldésait 4brazol6 gorbesereghdl, amelyik az adott P, ponton
keresztiilmegy.

Egy maésodrend(i kdzonséges differencidlegyenletnél az y(x), y'(x,) kezdeti
feltételek megadasa geometriailag egy P, [x,, y(x,)] pont és egy irdny (pontosabban
irdnytangens: tga, = y'(x,)) megadisit jelenti, és az ezeket a kezdeti feltételeket
kielégitd partikuliris megoldis meghatirozisa annak a gdrbének kivalasztisat jelenti
a differencislegyenlet megoldisait dbrazold gérteseregb6l, amelyik az adott P, ponton
keresztiilmegy, és e pontban az érint8jének az irdnytangense az adott.

Ha az

y(n) = f(x, Vs ylr y”; o 7}’("—1))

n-ed rendd kozonséges differencidlegyenlet jobb oldalin 4ll6 fiiggvény &sszes argu-
mentumainak egy D zirt tartoméanyhoz tartozé barmely xo, y(x,), ¥'(x0), ¥ (Xo)s + + - »
yn—(x,) értékrendszeréhez egy és csakis egy olyan y = y(x) fiiggvény tartozik, mely
a differencialegyenletet azonosan és a megadott kezdeti feltételeket is kielégiti (unicitds
feltétele), akkor ez az y = y(x) fiiggvény a differencidlegyenlet reguldris (vagy kozonsé-
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ges) megolddsa. A differencislegyenlet reguliris megoldisdnak minden pontjiban a
jobboldali f fiiggvénynek folytonosnak és korlitosnak kell lennie és ezenkiviil dsszes
argumentumaira vonatkozélag ki kell elégitenie az alibbi, an. Lipschitz-feltételt :
_ .

f(x, y, ST AP ’j,(n—l)) — flx, Vs y': y”y NS A | =
SM{P =y =Y T =y [ (500 — pen ),
> ahol M egy pozitiv 4llandé.

Az

y = ! (xryr y’y y"» coe 'y(n—l))

differenciilegyenlet jobb oldalira pl. biztosan teljesiil a Lipschitz-feltétel, ha az argu-
mentumainak D zart tartomanyiban léteznek és folytonosak f-nek az y, ', Yieiis
Y~ szerinti elsdrendd parcialis derivaltjai,

Egy differencidlegyenlet olyan megoldasat, mely egyik pontjiban sem tesz eleget
az unicitis feltételének, szinguldris megolddsnak nevezziik. Ennek értelmében egy
szinguldris megold4s barmely (x, ) pontjinak tetsz8leges kornyezetében legalabb két
olyan integrilgdrbe létezik, mely e ponthoz tartozd, megadott kezdeti feltételeket
kielégiti. fgy, ha a differencislegyenlet jobb oldalin 4116 [ fiiggvény folytonos, akkor
szinguldris megold4sok csak azon pontokon haladhatnak keresztiil, amelyekben a

~ Lipschitz-feltétel nem teljesiil.

Megjegyzés. A differencidlegyenletekkel kapcsolatban iltaliban nem a
megolddsnak az elemi fiiggvények segitségével felépitett, ,,zirt* alakban vals els-
allitdsa irant érdekl8diink. Hiszen ez a feladat igen sokszor megoldhatatlan, s ha esetleg.
meg is oldhatd, de bonyolult eredményre vezet, teljesen érdektelen. Elméleti és gyakor-
lati szempontbél egyarint j6val fontosabb a megoldds egzisztencidjrél meggySzddést
szerezni, a megoldidsnak kiilonboz8 sajatsigaira, menetére felvilagositist nyerni, s ha
zdrt alakban val6 el8allitisa reménytelennek latszana, a megoldasra i6 és gyakorlati
szempontbél kielégits kozelitéseket adni.

¢) Differencial- @) A legegyszertibb fizikai, illetSleg miszaki folyamatokndl
‘eegl};?:%?éeke és az ott szerepld mennyiségek egyméssal ardnyosan, helye-
jszérma.ztgatésa . sebben linedrisan valtoznak.

Pl. Egyenletes, egyenesvonald mozgisnals

s
s=vt, v=_—
t

(s = at, ¢t = id6tartam, v = sebesség).

Egyenletes forgémozgisnal: p=0t, 0= ;E

(p = elfordulds szdge, ¢t = idtartam, @ — szOgsebesség).
. . » . S SN 4 7\
Prizmatikus rad tiszta htizisanal: A=c¢gl e= T

(A = megnyulas, | = kezdeti hossz, & = fajlagos nyulas).
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Alland6 nyomésnsl kiterjedd giz maximalis munkéja: L=pV
(L = munka, p = nyomds, V = térfogatndvekedés).

Egyeniram melegfejlesztése: A=1i*Rt
(A = fejlédstt héenergia, i = dramerSsség, R = ellenillds, t = idGtartam).

Az ilyen jelenségekkel és folyamatokkal kapcsolatos szamitisoknil csupan
egyszerii algebrai miveletek szerepelnek. Ha viszont a vizsgilt folyamatban szerepld
mennyiségek viltozisai nem arinyosak, helyesebben, ha a koztiik levS Osszefiiggés
nem linearis, akkor a fenti egyenletekben szerepld arinyossagi tényezS szerepét a
lokilis (vagy a momentin) valtozisi ardny veszi at, melynek a differenciilhdnyados
a matematikai kifejezje. Abban az esetben teht, ha a példaul felhozott fenti jelenségek,
illetsleg folyamatok nem egyenletesen mennek végbe, akkor a benniik szerepl mennyi- -
ségek valtozasai kozti kapcsolatnak a matematika nyelvén valé leirdsa csupan differen-
cislok, illetSleg differencislhinyados felhasznlisival lehetséges.

ds
Pl.: Viltoz6 mozgasnals ds = v dt, V=g
o . dop
Valtozé forgasnal: dp = o dt, ® == 7
Y dE
Heterogén alakvaltozisnals d¢ = e dx, e= e
Valtozé nyomasnal tagulé gdz maximalis munkdja: dL = p dV.
Viltozé dram melegfejlesztése: dA = 2R dt,

Minthogy pedig a fizikai, illetSleg mfiszaki folyamatokn4l szerepld mennyiségek
kdzt — az esetek talnyomé tobbségében — nem linedris kapcsolat all fenn, azért a
folyamat kialakulisinak matematikai tdrvényszeriiségét az ott szerepld mennyiségek
differencidljai, illetsleg differenciilhinyadosai kozt fennalls Ssszefiiggések, differen-
cidlegyenletek fogjik kifejezni.

Szimos, az alkalmazasokbdl vett példa mutatja, hogy egy jelenség vagy folyamat
vizsgalatinal a kiinduldsul szolgalé differencidlegyenlet j6val egyszertibb szerkezetd,
mint a megoldasul kapott egyenletek. Ennek oka az, hogy id8ben és térben ,kodzvetle-
niil szomszédos* 4llapotok kozti kapcsolatokra — maés széval infinitezimalis kicsiny-
ségfi viltozasokra — egyszerfibb torvények érvényesek, mint a jelenség teljes lefolya-
sara. Epp ezért az altalinos természeti torvények igen nagy része differenciilegyenletek-
ben jut kifejezésre. ‘ .

B) Differencislegyenletek igen gyakran szerepelnek a mechanikiban, elméleti
fizikaban, mdszaki tudomanyokban, de a legszemléletesebb példik, amelyek bevezetés-
ként megemlithetSk, a geometridbdl vehetSk. '

Legyen ‘

<D (x' b C) =0
egy egyparaméteres gorbesereg egyenlete. Ha ezt x szgrint differencidljuk, nyerjiik:
D, D,y =0,

o
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E két egyenletbdl C-t kikiiszobolve — bizonyos feltételek teljesiilése esetén —, nyerjiik
a kovetkezd elsdrendd differencislegyenletet:

F(x,y,y)=0.

Ez a differencidlegyenlet — melynek @ (x, y, C) = 0 az iltalinos megoldisa — az
adott gorbesereg kiilonboz8 gérbéire jellemz8 bizonyos kozos sajatsagokat titkroz
vissza, ezért az adott™yirbesereg differencidlegyenletének nevezziik.

Altalénossigban, ha az n-paraméteres gérbesereg E
D(x,y,C,Cy...,C)=0
egyenletét x szerint n-szer differencidljuk és a gérbesereg egyenletébdl, valamint a

o0 B/ |,
o To? =0
8’ o , D , D,
a_xz""z%y +@2“J’ +§y =0,
| _83@ ’ 6@ 17
6——_—x3v+28x28;)y +oo~+a—y‘y —0,
ond Yo}
B T ....+—y(")=0

8sszesen n + 1 egyenletbdl 4116 rendszerbdl a C,, C,, ... , C,, paramétereket kikiiszo-
béljiik — bizonyos feltételek teljesiilése esetén — nyerjiik az adott gorbesereg

F,0,y,  eee,y) =0
differencislegyenletét.

Példak

. . . Py
L. Egy tdrcsa (kir) keriiletén megfesziil§ szij (szalag) azzal az AB iv mentén
érintkezik. Mekkora lesz a feszes és laza 4g menti fesziiltségek viszonya, ha a szij és
a tircsa kozti stirlédisra a Coulomb-féle torvényt tekintjiik érvényesnek 2

Noha csupin a feszes és laza 4g menti fesziiltségek viszonyat kérdezziik, feleletet

csak akkor tudunk adni, ha a szijfesziiltségnek az AB {v mentén bekovetkezd valtozdsit
~_

meghatirozzuk (1. abra). Az AB v valamely pontjsbana T fesziiltség egyeldre ismeret-

len T(p) fiiggvénye egy alkalmasan valasztott fiiggetlen valtozénak, pl. az AB egy
pontjit meghatirozé ¢ kozépponti szégnek. Ezt akarjuk meghatirozni. Evégbdl a
szijat most a @ sz0g 4ltal meghatérzott A’ helyen képzeljiik elvigva és az egyensily
fenntartisa végett az egyelSre ismeretlen T érintSirdnytt megfesziilést alkalmazzuk.
Azutin még egyszer elvigjuk a szijat a dp szdggel tivolabbra fekv3 B’ helyen és ismét
egy érintéleges irinyt megfesziilést alkalmazunk, amelynek nagysdga azonban mir nem
T, hanem T + dT, mert hiszen a szij megfesziilése T-161 T;-ig folytonosan novekszik.
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Az A'B ivelemen fekvS elemi szijrészre mirmost a kovetkez§ er8k hatnak:

A két megfesziilés a szijelemet a tircsinak szoritja neki, és ha a tircsa nem
forogna, az odaszorité erd éppen megegyeznék e két erd ereddjével, dR-rel, amelyet
a vektorhiaromszog felrajzolasa altal azonnal meghatirozhatunk:

dR=2Tsind2—¢Rﬁ T do.

A tircsa forgdsa kovetkeztében a szij tehetetlenségébdl ereds centrifugilis erd
dR erével ellentétes, és csokkenti azt a nyomast, amivel a megfesziilések a szijat a tir-
csihoz szoritjak. A centrifugilis er8, ha b a szij szé-
lessége, & a vastagsiga,y a térfogategység stlya és
v a keriileti sebesség:

=Y Y _Y e
ac = bordp— = bovdp,
vagyis ha
c="Ybs?
g

egyszeriien
dC = C dep.

A szijelem és a tarcsa kdzotti sugéririny( nyo-
mas eszerint
dR — dC = (T — C) dyp.
. : Az eziltal ébresztett strlédds u (T — C) do,
amely sziikségképpen megegyezik a szijelem két végét megtimadé megfeszités kii-
lonbségével, azaz dT-vel, amibdl ezt a differencidlegyenletet kapjuk:

dT = p (T —C) do

i. abra

vagy T
o =u (T —-0O). ‘
Az er8k egyenstlyi feltételének megallapitisanal a kdvetkezd hibdkat (ethanya-
golssokat) kovettiik el: A dT fesziiltségdifferencial normalisirinyt komponensét figyel-

men kiviil hagytuk, tovibbid a tarcsa A/'E' ivére haté6 normilisirdnyd nyomoéerd
2T sin %R értékét T dp-vel helyettesitettiik. Ezek a differencidlokkal valé szimolasnal

tortént elhanyagolisok azért jogosak, mert a differencialok kozti egyenletbsl mindenkor
integralissal jutunk véges egyenletekhez, az integrilisnal tdrténd hatiritmenetnél
pedig az elhanyagolasokbél eredd hibik elenyésznek (0-si valnak).

A fenti meggondoldsokbdl nyert differencidlegyenlet minden kiildnleges el6-
ismeret nélkiil integralhat6. Ugyanis

dl(p) _
T@) —C .~
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8 mindkét oldalon @ = 0-t61 @ = a-ig integrilva:

[nT@) — CI_, =nlel,

azaz .
ln?T(a)—Cﬁ—ln;‘T(O)—C! =pua,
ln!T(a)—C,= n Tl-—CJ —na

o) —cC T,—C
vagy -
Tl—c_e/m
T, —
adédik.

Az e = ¢ hinyadost fesziiltségi viszonynak nevezhetjiik el, és nagy fontossiga
abban rejlik, hogy ismerve az értékét, segitségével, valamint a tircsirél a tengelyre
atvitt M = P r nyomatékra fennillé :

(Tl —TO)T=M=PI‘

Osszefiiggéssel, meghatirozhatiuk mind a T, mind a T, megfeszitések nagysagit:

eP

Tl_cze_lr

amivel azutin az dsszes szildrdsdgi szamitisok elvégezhetdk.

2. Ha két parhuzamos sikkal hatirolt liveglapra merdleges fénysugirnyalsb esik,
akkor a bees§ fény kezdeti I, intenzitdsa az abszorpci6 folytin fokozatosan csdkkenni
fog. Valamely dx vastagsiga réteg iltal elnyelt fény arényos a rétegbe érkezd fény I
intenzitisival, a dx rétegvastagsiggal és az iiveg 5 abszorpciés egyiitthatéjaval, Tehat
az intenzitisnak a rétegben bekévetkez& csokkenése

dl = — x I dx,

ahol a csSkkenést a negativ elSjel fejezi ki, Az abszorpcié differencislegyenletét az eldbb i -
példiban kovetett modszer szerint megoldva nyerjiik:

ahol 1, illet8leg I, a kiléps, illetSleg beléps fény intenzitisa és x a réteg vastagsiga.

Megjegyzés. Radioaktiv anyagok bomlési folyamata, légkdri nyomas
csdkkenése, dramlokést kovets dramlis lefolyisa a fentivel egyez8 alakd differencisl-
egyenletre vezet,
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3. A sebesség n-edik hatvinyaval arinyos 1égellenllast tételezve fel, a szabadon
esé test v sebességét a

S —_g —k -pn
dtgkv

differencislegyenlet hatirozza meg (g a nehézségi gyorsulis, k a strlodéasi tényezd).
4. 1 mol tokéletes gaz p nyomisa, V térfogata és T abszolit hémérséklete kozt a
pV =RT ,
allapotegyenlet all fenn (R = ¢, — ¢, ahol ¢, illetve ¢, az illandé nyomds, illetve
térfogat melletti fajnd). A gz hétartalom-névekménye: '
dQ = ¢, dT 4 p - dV.
Adiabatikus dllapotvdltozds esetén dQ = 0, tehat

¢, dT + pdV = 0.

Az dllapotegyenletbdl nyert p == RVT = (¢, — Cv)% értéket helyettesitve

¢ dT + (¢, — ©) g av =0,

vagy rendezve: _
(cn _v _ T
& dT v’
5. Legyen egy kirvezeté ohmos ellenallisa R, dnindukcié-tényezdje L (2. dbra).
Ha a korvezetSben egy, a t id6tS] tetszés szerint fiigg8, E(f) elektromotoros erejli
iramforrds mfikddik, akkor a korvezetSben folyé aram erdssége ugyancsak a ¢ idS
fiiggvénye lesz: i(t). ‘

Kirchhoff I1. térvénye értelmében az dramkdrben felléps eredd fesziiltségesésnek
egyenldnek kell lennie a bekapcsolt dramforras elektromotoros erejével. Minthogy az

ohmos ellenillds Ri, az dnindukcié pedig L th fesziiltség-

EH:HT esést idéz elS, fenndll:
di

L— Ri = E(@).

E(t) dt + R ®

Ily médon az elektromos dramlds idbeli lefolydsdt leird
differencidlegyenlethez jutottunk.
6. Legyen egy 4llandé keresztmetszetl, | hosszasigy,
. homogén, vizszintes rid egyik végén befogva, masik végén
; — Pb=)élland6 fiigg8leges irinyd koncentrilt erd terheli (3.
; ibra).

Feltételezziik azt, hogy a rid hosszirdnyira eredeti-
leg mer8leges sikmetszetek a hajlitis utin is sikmetszetek
3. dbra maradnak, és hogy ezeknek a sikmetszeteknek a hajlitas-
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nal val6 elfordulisa oly kicsiny, hogy az elfordulasi sz0g tangensének négyzete elhanya-
golhato.

Vizsgdljuk a rid azon részének egyenstilyi allapotit a hajlitis utin, melyet
hajlitds eltt az x = [ és x = x keresztmetszetek hatiroltak. A lehajlds utin nyugalom
all be, tehat az (x, 1) darabra haté erdk eredGje, valamint ered8 nyomatéka zérus.
Miutdn a ridra tisztin hajlité, azaz
fiiggSleges irdnyd terheld erd hat, vize
szintes komponenssel csak azok a
normélis fesziiltségek birnak, melyek

- az (x,1) darabra az (x) keresztmet-
szetben hatnak. Az egyensiilyhoz te-
hat sziikséges, hogy a keresztmetszet-
ben hat6 o, normilis fesziiltségek
eredbje zérus legyen:

dz
dye . 3% vt

i
!
y 8 "
'
Ifox dy dz =0, F terdletd Terhelés ! Terhelés
(F) (x) keresztmetszet elbi ¢ utdn
Ezt az egyensillyi egyenletet a 4. 4. dbro

abra alapjan atalakithatjuk,
Ugyanis a dy - dz alapti, dx magassigt hasib fajlagos nyulasa:

_E_r,
Sx = ?d?c = 5 b4

a feliiletegységre hat6 normélfesziiltség:
: Ey

o,=Eg =—

{E = rugalmassigi modulusz, ¢ = stlyponti szal gorbiileti sugara). fgy irhat6:

fjo-,c' dy dz = EJ.Jex dy dz = §ij dydz =0,
) ® e

(F)
f f ydydz
)

F
az els§ egyensilyi egyenlet azt fejezi ki, hogy a nytlismentes, tehit fesziiltségmentes
sz4l éppen a keresztmetszetek stlypontjait tartalmazé szal, az an. silyponti (rugalmas)
szdl. : ' .

Az egyenstly misodik feltétele az, hogy az (x, ) részre hat6 erSknek birmely
tengelyre, tehét pl. az (x) keresztmetszet stlypontjin 4tmend vizszintes tengelyre vonat-
kozé forgaté nyomatéka zérus legyen.

Minthogy az y, z koordinatikkal bir6 dy dz teriiletdi feliiletelemre a o, dydz =

Minthogy a riadkeresztmetszet stilypontjdnak y koordinitija, tehit

= A ydy dz normélis irAnyti belsd erd hat, és ennek az erdnek a karja (a stlyponton
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atmend vizszintes tengelytSl valé tivolsiga) y, tehit a feliiletelemre hat6 belsS erSk

nyomatéka — 32 dy dz, és igy az egész (x) keresztmetszetre haté belsd er8k nyomatéka:
Y - ,

Eﬁz EI
—_ ddz=—‘0
e ye e

(F)

(Itt I a keresztmetszetnek, a sdlypontjin itmenS, vizszintes tengelyre vonatkozd
miésodrendii nyomatékit jelenti.) ‘ .

Ennek a nyomatéknak egyenlének kell lennie a P erSnek az (x) keresztmetszetre
'vonatkozé P (I — x) nyomatékival:

E1 =P(— x).
(4
Felhasznilva a gorbiiletet szolgiltatd 1 ——y——i— képletet és figyelembe
@+ y?)3

véve azt a feltevést, hogy ' -nek a négyzete elhanyagolhatd, nyerjiikk a hajlitott rid
rugalmas szdldnak differencidlegyenletét : ‘

p M(x)
[ l . =7,
vVi=glt=9= "7
1. Ha az m tOmeg( testre, melynek az egyensiilyi helyzettd] mért kilengését az
x koordinita méri, —rx visszatéritd er8 (r = rugdillands), — s % csillapité erd

(s = csillapitasi tényezd) és a P sin @ ¢t periodikus kényszerit§ erd hat, akkor a dina-
mika alaptdrvénye szerint (szabad tSmeg szorozva gyorsuldssal = hat6 erSk eredGje),
a csillapitott lengémozgds differencidlegyenlete :

d?x dx .
matT—l-s%—}—rx-—:Posma)t.

Megjegy zés. Torzidlengések esetén hasonlé médon a kévetkezd differencial-
egyenlet adddik:
Lo
de?

- ahol I alengGtestnek a forgisi tengelyre vonatkozé inercianyomatéka, M a kényszeritd
forgaté nyomaték és ¢ a kilengési szog.
8. R sugar( kor-keresztmetszeti cs6ben (melynek L hossza nagy R-hez képest)
P: — p, nyomiskiilonbség hatdsa alatt staciondrius (id8ben allandésult) folyadék-
dramlds alakul ki, A fallal érintkez8 folyadékréteg nyugszik, tehit a bels§ strlédis
miatt fékezi a kdrnyezetében mozgé folyadékréteget. A sebességeloszlis nyilvin szim-
metrikus lesz a cs6 tengelye kriil, vagyis valamely pontban mutatkozé v sebesség

. csupan a tengelytSl mért r tivolsag fiiggvénye lesz. A v = v(r) dsszefiiggés megillapi-
tasdhoz sziikségiink van a Newton-féle srlédasi torvényre. Eszerint a surlodasi erd

do _ :
I +Sd—t+r(p-—-M,

dv
P—an,
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ahol F az érintkezési feliilet teriilete és n a sirlédisi egyiitthaté. Az érintkezési feliilet,
vagyis az egységnyi hosszisigd, r sugarti hengerpalist teriilete: F = 2 r, tehat

P=n2ar grz Az résr +. dr sugar(i hengerekkel hatérolt rétegre haté sarlodssi
er8k eredGje tehit a kiils§ és belsé hengerpalistra hat6 P er8k differencislja:
dP =2xn md|r %J .

Ezt a dr vastagsigis folyadékrétegre haté surlédd erdt stacionirius iramlis esetén a
réteg alap- ¢s fedGlapjara haté nyomé erdk kiilsnbége ellensilyozza. A nyomé erdk
kiilonbsége egyenld a hosszegységre es§ nyomadsveszteség szorozva a nyomott teriilet-

\
tel = Pleh 2 @ r dr. Stacionirius dramlis esetén gyorsulis nincs, a szoban forgd

folyadékréteg sebessége illandd, tehit a rea hatéd strlodé és nyomo erdk eredSje zérus,
azaz

dp+p“’—;—”12nrdr=o.

Eszerint az dramlas differencislegyenlete:

dv _Pa—p
27”7‘1(’5]— ya 2 rdr,

vagy kifejtve

v ldv  p,—p, ° ¥ *

a? T r dr - Ly ° 5. dbra

9. Fiiggessziiplf fel egy kotelet az A és B pontokban (5. abra). Tegyiik fel, hogy a
kotél egyes pontjaira csak fiigg8leges irdnya terhelés hat, melynek fajlagos értéke
q(x) [kg/m]. .

Ragadjuk ki a kotélnek az x és x, abszcisszikhoz tartozd P és P, pontok kdzotti
szakaszat, A P és P, pontokban érintSirinya T, illetve T, er§ hat. Bontsuk fel ezeket
vizszintes és fligg6leges irdnyti komponensekre. Az egyensuly feltétele:

a vizszintes irdnyG er8kre: Hy, = H = illands;

a fiiggbleges irdnyt erSkre: V — Vo= [ q(x) dx.

X
Ez ut6bbibél, ha P, — P, akkor

v
ax = 9.

Mivel T érint8iranyu, azért
A V=Hy.
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Ezt differencidlvas

dv '
ax Hy",
vagyis
Hy" = g(x). :

Ha pl. a kételet csak a sajat sulya terheli és a hosszegység sﬁlyé v kg/m, akkor
az abszcissza egységére vonatkoztatott sdly:

q(x)='ya=v1/l + "

Ezzel a , kotélgorbe* differencidlegyenlete: | ’
Hy" =y |14 y™
10. Az

cz
c—CP+y=3

egyenlet egy olyan korokbol dllé gorbesereget hatiroz meg, amelyeknek kdzéppontjai
az x tengelyen fekszenek és amelyek érintik az y = + x egyeneseket (6. dbra).

Ehhez az egyparaméteres gér-

y! ~ besereghez tartozo differencidlegyen-

1 e, letet megkapjuk, ha az adott egyenle-

: . tet x szerint differencidljuk és a két
egyenletb8l C-t kikiiszoboljiiks

2(x—C)+2ypy =0,
Ebbél

x—C=—yy,
illetve
C=x+yy.

Ezeket behelyettesitve az eredeti
egyenletbe, nyerjiik:

.
ye=xsy

, 1
6. dbra (—yy P +y* =5 &+

vagy rendezve:
y2y? —2xyy' + 22— x> =0.

Ennek a differenciilegyenletnek az altalinos megoldasas
G- CP+r=5.
Konnyi arr6l meggy8z8dni, hogy y = =+ x is megolddsa a differencidlegyen-

letnek:
(Ex2ED2—2x(F 0 () +2E x> —x2=0.
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¥ = + x az 3ltalinos megoldasbél C specialis megviélasztisival nem szirmaztathato.
Yy = xésy = — x a differenciilegyenlet szinguldris megoldésai (L IL. 2. § ¢)).

iL Az x tengelyt érint§ Ssszes korok seregének egyenlete:
x—ClP+ -~ Co)? =G

Ebbdl a kdrsereg differenciile
dok kikiiszobolésével adodik:

x—C)+ @ —-Cyy =0,
14+y24+(p—Cy" =0.

gyenlete x szerinti kétszeres differencislissal és az illan-

Ezekbdl

” 1 ”
y—Cy= — ! —{—"y , illetve x — C, = j,,y v

Tehat

1+y2 2 1+y'“_( 14 y72

( yr/ }’,‘l" yn —J’+ yn J’
vagyis |

A+y =y’ + 1+ p2e

12 Az Bsszes, y tengellyel parhuzamos tengelyti mdsodfokii paraboldk egyenlete:

y=c1x2+C2x+C3.

gorbeseregnek a differencislegyenlete, hiromszori differen-
k:

Ennek a hdromparaméteres
cidlissal kozvetleniil adédi
y'=2C x+C,

yll — 2 Cl’
ylll —_ O‘
Fel_q_cz_a tok
Hatérozzuk meg az alibbi egyenletekkel megadott gdrbeseregek differencisl-
egyenletét: '
1. y=x*4C, 6. ¥ +32=Cx.
2. y=Cx% 7. y=Cx 4 C2
3. y=0Cyx 4 C,. , 8. (2 + y?2 = C2 (x% — 3?),
y=0Cux 9. y=Ce.
4yt =C2 10. y = C; sin (x 4 C,).
il Yy =2e(Cix + C,).
12, A sik Ssszes kdreinek egyenlete:

x2+y2+2clx+2C2J’+03=0-

Hatirozzuk meg ennek a gorbeseregnek

(C, =C+CY.

a differencidlegyenletét.
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13. A konfokalis ellipszisek és hiperboldk egyenlete:

x2 yZ —,
FicTErc ="

ahol C a viltozé paraméter. Hatdrozzuk meg ennek a gorbeseregnek a differencial-
egyenletét, )
14. Mindazon x tengelyti masodfoki paraboldk egyenlete, melyeknek csidcspontja

az origbban van:
y:2=2px

Hatirozzuk meg ennek a parabolaseregnek a differenciilegyenletét.
15. Mindazon R sugard kordk egyenlete, melyeknek kozéppontja az x tengelyen
van, a kovetkez8:

(x — CF + 32 =R~

. Hatirozzuk meg ennek a gdrbeseregnek a differencidlegyenletét.
16. A sik dsszes R-sugarti koreinek egyenlete:

(x — G + (y — Co* = R™

Hatarozzuk meg a gorbesereg differencidlegyenletét.
17. A misodrend(i gorbék

Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F:0

4ltalinos egyenlete parabolikat hatiroz meg, ha AC —B>=0 és ha A és C nem
mindketten 0-val egyenldk. Tegyiik fel, hogy C 7= 0 (egyébként x és y felcserélendd),
akkor C-vel osztva y? egyiitthatéja 1 lesz és az Ssszes paraboldk egyenletéiil a kovetkezd
adédik:

C%x2+2clx}’+y2+2C2x+2c3}’+C4=0~

Hatirozzuk meg ennek a'négyparaméteres gorbeseregnek a differencidlegyenletét.
18. Hatarozzuk meg az 6sszes masodrendi gorbék differencidlegyenletét.

19. Hatirozzuk meg mindazon kordk differencidlegyenletét, melyek mind
keresztiilmennek az adott P, (g, 0) és P, (0, ) pontokon. .

20. Hatarozzuk meg mindazon kérdk differencidlegyenletét, melyeknek kozép-
pontjai az y = x egyenesen vannak.

21. Hatirozzuk meg mindazon kordk differencidlegyenletét, melyek az y =
= + tga (x — a) egyeneseket érintik és kozéppontjaik az x tengelyen vannak.

22. Hatirozzuk meg mindazon R sugart kérdk differencialegyenletét, melyeknek:
kézéppontjai az adott f (x,y) = 0 egyenletdi gorbén vannak.

23. Hatirozzuk meg mindazon, y tengellyel parhuzamos tengelyfi, masodfokd.
paraboldk differenciilegyenletét, amelyeknek csticspontjai az y = x egyenesen fek-

szenek.

24. Hatarozzuk meg mindazon y tengellyel parhuzamos tengely(i, masodfoki1.
parabolak differencidlegyenletét, melyek keresztiilmennek az origdn és az adott P (a, 0}

ponton.

25. Hatirozzuk meg mindazon hiperbolédk differencidlegyenletét, melyeknek
aszimptotdi pirhuzamosak a koordinita-tengelyekkel.

2
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26. Hatirozzuk meg mindazon ellipszisek diffetjenciélegyenletét, melyeknek
kézéppontja az origé és tengelyei egybeesnek a koordinita-tengelyekkel.

.. 1 logaritmi d '
27. Az dllandé korfrekvencidji és  x (= np_ logaritmikus . .elirementumJ
: : rezgésidd

csillapitasi dllandéjt csillapitott rezgéseket az
y=Cie - sin(wt + C,)

kétparaméteres figgvényrendszer irja le. Hatdrozzuk meg az ehhez tartozé differencial-
egyenletet, =

28, Egy mozgd pont @ = allands szOgsebességgel fut végig az r = e egyenlettt
logaritmikus spiralis palyin. Hatdrozzuk meg e pont adott, origbn 4tmend egyenesen.
valé mer8leges vetiilete mozgisinak differencislegvenletét,

29, Hatdrozzuk meg az

x=C(t—sinp
y=C(l — cost)

cikloissereg differenciilegyenletét.
30. Hatdrozzuk meg az

x+C=a(t—sind

y=a(l — cosg), {a == 4llandé)
cikloissereg differencidlegyenletét,



L ELSORENDU, AZ ISMERETLEN FUGGVENY DERIVALTJABAN
ELSOFOKU KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Szétvilaszthaté valtozdju differencidlegyenletek

a) vy =) | A differencidlegyenlet nem tartalmazza (explicite) az
ismeretlen fiiggvényt. Feltessziik, hogy az f(x) fiiggvény
értelmezve van valamely a < x < b intervallumban és folytonos ezen intervallum
minden bels8 pontjaban.

A differencislegyenlet igy is irhat6:

s dy .

a} - f (x)r
vagy

dy = f(x) dx.

A differencislegyenlet dltaldnos megolddsa hatirozatlan integrilissal (kvadra-
taraval) adédik:

I‘ d 1
'g y=Jf(x)dx+C. ‘

C tetsz6leges 4llands, mely felvehet minden értéket, — oo < C < oo,

Ha x, az (a, b) intervallumnak tetszBleges belsS pontja, és eldirjuk azt, hogy az
x4-hoz tartozé fiiggvényérték (%) = o legyen, akkor az ehhez a kezdeti feltételhez
tartoz6 partikuldris megoldas:

y =0+ | 1) dx.

Xg

Az (x,y)stka<x<b —oo<y<ece tartomanyanak minden bels8 pontjan
a differencialegyenletnek egyetlen integrilgorbéje halad it.

A differenciilegyenlet altalinos megoldasa dltal meghatérozott gorbesereg Osszes
gorbéi kongruens gorbék, melyek egymasbdl y iranyd parhuzamos eltoldssal szirmaz-
tathatok.
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b) vy = f(y) | A differencidlegyenlet nem tartalmazza (explicite) a fiig-
getlen viltozdt. Feltessziik, hogy az f(y) fiiggvény értel-
mezve van valamely a < y < § intervallumban ¢és folytonos ezen intervallum minden
bels§ pontjdban.

A differencidlegyenlet igy is irhaté:

dy .
d—x —_ f(y):

vagy
dy = f(y) dx.

Ha most még feltessziik, hogy f(y) 72 0 az @ = a < y < b = B intervallumban,
akkor — kimutathatéan — az ismeretlen fiiggvénynek van inverz fiiggvénye: x = x(y).
Ha ily modon y-t fiiggetlen valtozénak vessziik, és x-et tekintjiik ismeretlen fiiggvény-
nek, akkor — az inverz fiiggvény derivaltjdnak tulajdonsigai alapjan — differencial-
egyenletiinket igy is irhatjuk:

de 1 va dx = G

iy o o
Ezzel a differencislegyenletet visszavezettiik az elbbi a ) esetre,
A differencidlegyenlet dlt®ldnos megolddsa :

i
_|
! *=)im T

Az y(x,) = yo (— o0 < %y < 00, a < p, < b) kezdeti feltételhez tartozd partiku-
liris megoldas: : .

- a
""""ﬁff(y)ﬁ

Az (x,y) stk —o0o < x< o0, a<y<b tartomanyinak minden belsS pontjan
a differencidlegyenletnek egyetlen integrilgérbéje halad t.

A differencidlegyenlet 4ltalnos megolddsa 4ltal meghatarozott gorbesereg Gsszes
gorbéi kongruens gorbék, melyek egymasbél x irdnyt parhuzamos eltoldssal szirmaz-
tathatok.

Legyen marmost f(y) folytonos, azonban az (a, B) intervallum egyetlen y = n

értékénél valjék zérussa, azaz f(n)) = 0. A differencidlegyenletnek a fenti lfalinos
megoldastdl kiilonbdz8 megoldisa:

y=mn, ha f(n)=0.

Hogy ez a megoldis vajon reguldris vagy szinguliris-e, arra nézve a kovetkez5t
mondhatjuk:

3 Keézonséges differencidlegyenletek — 44 231/VII.

~
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1. Ha az ‘ f‘({j’% integrdl y — m esetén di%/ergens, akkor az y = 7 megoldis
o
reguldris (kozinséges).
2. Ha az J }‘(i—j:) integral y — m esetén konvergens, akkor az y = 7 megoldds

Yo
szinguldris.

c) y =1£(x)gly) | A differencidlegyenlet igy is irhat6s

Y — 0 80,

vagy a valtozék szétvilasztisival:

& _
g~ 10 &

Tegyiik fel, hogy aza < x < b ¢ < y < d tartoményban f(x) és g(y) folytonosak
tovabba g(y) sehol sem zérus.
A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa : -

g(y) Jf () dx + C.

Az y(x,) = y, kezdeti feltételhez tartozé partikuldris megoldds:
y

Jg%) = .ff(x) dx.

Aza < x < b,c < y < d tartomany minden egyes (x,, ¥,) pontjan a differencial-
egyenletnek egyetlen integralgdrbéje halad at.

Ha viszont valamely y = n értéknél g(y) zérus értékd, akkor a differencidl-
egyenletnek a fenti altalinos megold4satdl kiilonbdz8 megoldasas

— v

| y=m ma g =0.

Ez a megoldas

Y, reguldris (kézdnséges), ha az f—(~) integrdl y — m esetén divergens;
13
2

L dy . ,
2. szinguldris, ha az J e‘TJ}”) integrdl y — 7) esetén konvergens.
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d) M) N(y) dx + | Ebben a differenciilegyenletben a viltozék szétvilasztha-
+ P(x)Q(y) dy = 0 ték:n erencidlegyenletben a viltozok szétvalasztha
M dx |, Q) dy _
P(x) N(y)

Tegyiik fel, hogy az a <x << b, ¢ <y < d tartominyban M(x), N(y), P(x}
és Q(y) folytonosak, tovibba P(x) és N(y) sehol sem véalnak zérussa.
A differencidlegyenlet 4ltaldnos megoldisa:

M@ dx  [QU0)dy _

P(x) N(»)

Az y(x,) = y, kezdeti feltételhez tartozé partikuldris megoldas:

Mde | {Q0)dy
pw T oG~
X Vs

"Aza < x < byc < y < dtartomany minden egyes (x,, ¥,) pontjin a differencisl-
eg yenletnek egyetlen integralgérbéje halad it.

Ha viszont valamely y = 7, illetve x = ¢ értéknél N(y), illetve P(x) zérus értékd,
akkor az eredeti M(x) N(y) dx + P(x) Q(y) dy = O differencislegyenletnek a fenti
altalanos megoldasatél kiilonbozé megoldisai:

! y=m, ha N(n)=0,
| x=¢ ha P()=0.

Ezeknek a megolddsoknak regularis, illetve szinguliris voltdrél hasonlé mond-
hat6, mint amit a b) vagy ¢) pont végén mondottunk.

Megjegyzés. Ha ragaszkodunk ahhoz a kikdtéshez, hogy a differencisl-
egyenletben x a fiiggetlen viltozé és y az ismeretlen fiiggvény, akkor az elébb emlitett
x = ¢ fiiggvény nem ad megoldist,

Példdk
L Oldjuk meg az

differencidlegyenletet az y(x,) = y, kezdeti feltétellel. frjuk fel az 4ltalinos megoldést.
A jobb oldal folytonos a (0, o) és (— oo, 0) nyilt intervallumokban,
Az els§ intervallum szimdra lesz (x, > O esetén) :

(dx x
= _— oo ln _ _i_ .
y J % + Yo X Vo3
%o
ez a megoldds a 0 << x < oo intervallumban minden x-re értelmezve van.
3 ,
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A misodik intervallumban x, < 0 kezdeti értékek mellett nyerjiik:
Tdx | \ x
y= ’x"}‘}’ozlnixl_lnlxol+J’o=1n; =+ Yos
- 0

ez amegoldisa —oo << x<< O intervallumban minden x-re értelmezve van.
A differenciilegyenlet dltaldnos meg-

Ny oldé4sa:

. o3 y=1In;x|+C (7. 4bra).
2 Megjegyzés. Haa fenti diffe-
! rencidlegyenletben megcseréljitk a fiigget-
0 len valtozd és ismeretlen fiiggvény szere-

X

oét, tehat x-et tekintjilk ismeretlen fiigg-

— /
.
3
5\3\,\ - < - . vénynek és y-t fiiggetlen valtozoénak, ak- -
\\\, // <or a differenciilegyenlet igy irhat6:
. yelnixl +C dx

.3 ‘7,]} = X.
. dbra Ennek a differencidlegyenletnek az
altaldnos megolddsa az el8bbivel azonos
y=1In!x| -+ C),viszont x = 0 is megoldas, mégpedig reguldris (k6zonséges) meg-
X

\

oldas faz " d—:: integral ugyanis divergens, ha x — 0} . v c-

2. Oldjuk meg az .
y?—x=0

O = N

differencidlegyenletet (I1. 1. § a)).
A derivaltra megoldva:

) HXS 2
y==1Vx 0=x< oo

Ebbél az altalinos megoldas: ° 7 \ﬁ P

[ A—

A 0 = x < oo félsik minden pontjan két integrilgdrbe
‘halad 4t (8. 4bra). Ennek ellenére ezek az integralgdrbék re-
gularis megolddsokat dbrazolnak, ugyanis az adott differen- 5. dbro
cidlegyenlet tulajdonképpen két differenciilegyenletet jelent: ’

y=+Vx & y=—1Vx

Ezek altalinos megolddsai:

2 P Jp—
y=+3VF+C & y=—3le+C
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3. Hatirozzuk meg az
y =y
N oy . . . *
differencidlegyenlet &sszes megoldisait.
A viltozdkat szétvilasztva:

d
J—;=dx, (oo <y<0, 0<y< ooy
és integrilva: -
| @ f dx +C, g
- J V= c=2 1 o] 1
azaz .
1 3 '
—j;zx_,_C. yz-x"C
Tehit az dltalinos megoldas = 2 ‘
3 - [ —= x
i - / 4
= — i 9. 4bra).
y yic (9. 4bra)
A differencidlegyenletnek
c=2 110 4
y=20
is megoldasa, mégpedig reguliris (kdzén- 9. dbra
séges).
4. Oldjuk meg az
XA —Ddx+y(*—1)dy=0
differenciilegyenletet,
Szétvalasztjuk a valtozdkat:
xdx d
+ 2 =0, (x|#1 |y|5£ ).

x*—1 " 21

Integralunk:

x dx d
fx2—1 +fy{_yl =In|C|,

tehat
: Inix*—1|+njr—1|=Ih|C|,

vagy
@—-1)@p?—-—D=C (10. abra).
(A végeredmény egyszer(ibb irdsmédja kedvéért volt célszerd az integralisi

dlland6t In! C | alakban irni) Ez a differencidlegyenlet 4ltalinos megolddsa. Ezen-
kiviil még négy megoldis van:

x=1,x=—1,y=1,y=_],
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Ezek az ltalinos megoldisbdl nem

yet szarmaztathatok, mivel ln|C|-ben

. C nem lehet 0. Ez a négy utdbbi

megoldis egyébként regularis (kdzon-

séges).

5. Hatirozzuk meg annak a

gorbeseregnek az egyenletét, ame-

lyiknek mindegyik gorbéjére fennall,

hogy az érintési pont felezi az érintd-

nek a koordinata-tengelyek kozott
levd darabjat (11, 4bra).

Az abra alapjin

OM =2 x, ON =2y,

y y
tg(p=——§;c——-'—;o
Tehat
10. dbra y' = _y.
X
Ez a keresett gorbesereg differencidlegyenlete.
A valtozdkat szétvalasztva:
| ‘%Jrf%i:o, (x50, p#£0)
‘Ebbdl integralissal adodik:
Injx|+injy=InCl, (C#£0),
vagyis a gorbesereg egyenlete
xy=C.

_ Ez pedig egyenlé szar( hiperbolikat jelent, melyeknek kozds aszimptotdi a koordindta- A
tengelyek. ,
6. Hatirozzuk meg annak a gorbeseregnek az egyenletét, amelyiknek mindegyik
gorbéjére fenndll, hogy az (x, ¥) koordinatéjii P pontjahoz tartozé normalisnak az x ten-
gelyig terjed§ darabja ugyanakkora, mint a P pontnak az origétdl valé tavolsiga (12.
abra).

11, dbra 12, dbra
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A feltétel szerint OP = PN, tovabba PN | PT.
Fennall tehit, hogy

dy
- = = 00
dx tg @ ctg

Misrészt

x
ctgf):;,

tehdt a keresett gdrbesereg differencidlegyenlete:

dy «x
oo T T3

% dx y

vagy a valtozdkat szétvilasztva:
ydy — xdx =0,
Ebbdl integraldssal adédik:
y2—x2=C,
7. Hatdrozzuk meg annak a P, (2, 1) ponton keresztiitmend gorbének az egyenletét,
amelyre fennill, hogy egy tetsz6leges P (x, y) pontjdhoz tartozé normalisinak e ponttél
az y tengellyel valé metszéspontjiig terjedd

darabjit felezi a normilisnak az x tengely-
lyel val6é metszéspontja (13. 4bra). y

A feltétel szerint PM = MN, tovibbi

PT | PN. ’_\
Mivel NOM A ~ PRM A, ezért a feltétel

alapjan
OM = MR = ’2—‘ .
Az érint8 irdnytangense:
dy x
Co=tgp = —ctgd = — -
ax ~ EY & 2y 13. dbra

A viltozdkat szétvilasztva:
2ydy + xdx = 0.

Ebbd] integralissal adédik:
2y° + x* =C,

Minthogy a gérbének 4t kell mennie a P, (2, 1) ponton, fennalls

2+4=0C,
tehdt a keresett gérbe egyenlete:
2y 4+ x2=86,
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8. Mi az egyenlete annak a gdrbének, amelyiknél a gorbe alatti teriilet az a és x
abszcisszaji pontok kézdtt ardnyos e pontok kozdtti gorbeiv hosszaval? (14. dbra))

gy M oA - . . M . -
Legyen PQ a gérbe ive az a és x abszcisszajii pontok kozdtt, A gdrbe alatti teriilet:

X

o/ y dx,
\ f

7 és az ivhossz:

x x
e , 2
it = 1+(? i
4 y
a 0] - X dx

14. dbra Ha a gorbe alatti teriilet ardnyos az ivhosszal, akkor
fennsll:

T A2
J ydx = kl Vl i (Z_i’c) dx (k = 4llando).

Ebbél az integrilegyenletbd], differencidlissal adédik a kévetkezd differencidl-
egyenlet: :

Y

TR,
”—"V”(:&) .

kdy = + Vy* — k2 dx.

A viltozdkat szétvilasztvas

vagy

dy dx
V,VT[_—:%— = + T y Fh
Ezt integralvas "
vy xtC
ar ch = + - P
vagy y-t kifejezve:
x+C
y =kch %

: A differencidlegyenletnek ez az éltalinos megolddsa. Ezenkiviil azonban még a
V32 — &% = 0 egyenletbsl ad6dé

is megoldas, @
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9. Az [ cm hosszhisighi, ¢ em? 4llandd kere sztmetszetd; és o gramm/cm?® stir(iségt
homogén AB rid egy, a tengelyének meghosszabbitisiban, végpontjitél a cm tavol-
sigra, P pontban elhelyezett m (gramm) tdmegii (pontszer(i) testet, a Newton-féle
tdmegvonzasi torvénynek megfelelSen vonzza. Hatirozzuk meg ezt a vonzderdt (15.
abra).

Az x abszcisszaji, dx cm hossziisigii radelem tomege:

g ¢ dx gramm, , ‘

& S s
Az m tdmegpontot ez a ridelem T P T
moaqdx .. '
dP = f (7%? din 15. dbra

nagysdgt erSvel vonzza. Itt f = 6,65 - 10-8 az (in. graviticiés illandé.
A P = P(x) ismeretlen fiiggvényre 4ll tehst a

differencidlegyenlet. Ennek altaldnos megolddsa kvadratirival adédik:

o~ fmogq
. P=C—"7%

Ez az 4ltalinos megoldis adja azt a vonzderSt, amit a rddnak az A végpontjatdl az x
abszcissz4ji pontjiig terjedd darabja kifejt. .

Hogy a feladatnak megfelel§ partikuliris megolddst megkapjuk, vegyiik figye-
lembe azt, hogy a vonzéers 0, ha x = 0. Tehét fenn kell 4llnia a

.

0=c_fmeg
. a
egyenletnek, Ebbg]
c=fmeq
a

¢s a keresett megoldis:

) 1 1

P’=fmgq(‘~1 Ca —f—x}‘

Mivel pedig a rid hossza /, a rad 4ltal kifejtett vonzéer§:

1 1

.

, . ., L, Jm ‘.
Ha pl. a riid végtelen hosszii volna. a vonzéerd fkan nagysiga volna.,

Egy 10 m hossziisigii és 1 mm?® keresztmetszet(i acéldrét (o = 7,8) esetében
egy, a végpontjitél @ = 5 cm tavolsigra elhelyezett 1 gramm tdmegii golydra gyakorolt
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wvonzderS nagysigas

1 1
P—6,65-10-8-1-7,8-0,01 !g o

— ~s.1-10-?din.
1005 0-%din

Ez az erd megfelel kb. a milligramm tizmilliomod részének. Ha a drét végtelen hosszi
-volna, akkor a vonzderd csak mintegy 0,5%,-kal volna nagyobb.

10. Ha egy test légiires térben szabadon esik, akkor egyediil a nehézségi erd hat ra,
.amely g = 9,81 m/sec® gyorsulast idéz el§; ha tehat v-vel jeldljiik a sebességet, fennill,

hogy Lf; = g. A levegd ellenallisa csokkenti a gyorsuldst. Ezt a csokkenést a sebesség
2 1

misodik hatvinyaval vehetjiik ardnyosnak: % Az AE arinyossagi tényezd fiigg a

test G (kg) sulyatél, a mozgasiranyra merdleges legnagyobb F (m?) keresztmetszetének

teriiletétd], a levegd fajstilyatdl (y = 1,293 kg/m?) és a test alakjatol (ezt az alaktol vald

2G
—‘W . Pl;
ha a test fajsalya s (kg/dm3), akkor gomb alakii test esetén (mindent az elSbbi egysé-
gekben szdmolva):

fiiggést a p ardnyossigi tényezd jelenti; pl. gémbnél p = 0,5) 1A% =

4
2§ r* - 10005

== 051293 o = 4125 s;

A2
példaul dntdttvas (s = 7,25) esetén
A2 = 29910 r~ 30000 r.

A test esését leiré differencidlegyenlet a kdvetkezs lesz:

dv v2
e — 8@
A viltozdkat szétvalasztvas
dv
dt = —
£ e

Integrilva — és az integralasi llandot ¢y-val jelolve —:

* dv 1 dv
t—t0= vz—»=é~(—l 'vz_t

9= 5 B
ahol k2 = gA? (a mi szdmértékeinkkel: k2 = 293 400 r),
A differencidlegyenlet dltalinos megoldésa:

y‘
7. ?

k
£ — b, = —
t, garthk
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vagy
PR 2 Chll ),
v=kFLth % .
Ha a kezd8sebesség zérus, akkor
k v k, k+ v
t-—éarthE = 2—g1nk—_;;,
vagy
8 &
gt et —e K
Y= k th I = E "—E .
ek + e k
. . . vi gt
Ha % igen nagy, akko_r a levegd ellenillisinak hatisa: T e igen
kicsiny. S ekkor
v
147
P +k kv _ v
EERANS il Sl
k

azaz v = g t. (Visszajutunk a légiires térben esG test sebességére.)

Ha v — £, akkor ¢t — oo, vagyis hosszt id6 malva a sebesség egyre jobban meg-
kozeliti a k értéket, természetesen anélkiil, hogy azt elérné, Igen hossza id6 mlva a
mozgis kozelitSleg egyenletes lesz.

Ha h jelenti a megtett utat, akkor

: __dh
VT
figyelembevételével:

. gt . k2 gt
.h—kfth—k—dt—glnch?—l—c.

Ha t = 0 esetén h = 0, akkor C = 0 kell, hogy legyen.
11 Egy y = h magassigii homogén oszlopot Q cm? teriiletdi fed8lapjan P kg
fiiggSleges erd terheli. Hatdrozzuk neg az oszlop alakjit tigy, hogy mindegyik y magas-

sdgu q(y) keresztmetszetében allands P kg/cm?® fesziiltség ébredjen.

Legyen az oszlop fajsiilya y kg/cm?. Az y magassigban levd g(y) keresztmetszetre
a P nyoméerdn kiviil rdnehezedik a felette levd oszloprész G(p) stilya iss

G(y) = vf () dy.

v

Az ebben a keresztmetszetben ébreds nyomo fesziiltség

P+ G(y)

ay)
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A mondott feltételt a
h
p
Pty fq(y) dy = o a(»)
. J

integrilegyenlet fejezi ki. Ezt — y szerinti differenciilissal — a
P,
—vqk) = 09 ()

differencislegyenletre vezethetjiik vissza. Itt y a fiiggetlen valtozd és g(y) az ismeretlers

fiiggvény.
A viltozokat szétvalasztva:

P dq
— v dy .
TP =0

Ebbé! integraldssal a differencialegyenlet dltalinos megolddsas

, /
Glnq= —dey=v(yo—‘y),

Ve

vagy
Ov (Yo— ),

q(y) =

ahol y, az mtegrala51 llando.
Figyelembe véve azt, hogy y = h magassigban a keresztmetszet: g(h) = Q-
mivel
Q ep Y (Ve —h),
lesz

Q
g =0e Y

Ha feltessziik, hogy az oszlop forgistest alakd, akkor

q() = m X%,
és a merididngdrbe egyenlete:
2P x .
y= h — m ln;' (16. 3bra),

ahol x az y magassagban levd kor-keresztmetszet sugara és r a h magassagban levd
kor-keresztmetszet sugara. Az oszlop 1abanal levs kor-keresztmetszet sugaras
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A rddium bomldsi sebessége arinyos a pillanatnyi ridiummennyiséggel. Ha a

12,

boralds kovetkeztében a raddium mennyisége kereken 1600 év alatt a felére csokken,
a kiinduldsi anyag mennyiségének hiny szizaléka bomlik fel 100 év alatt?
Legyen R, a kiindulasi anyag mennyisége és R a ¢ idSpontban. A bomlis sebes-

;. AR, .
sége - ¢ ez ardnyos R-rel, azaz

dR
7o — kR,

ahol k az arinyossagi tényez6. (A negativ elSjel arra
utal, hogy az anyag mennyisége a bomlis kovetkezté-

/]

ben fogy.)
A viltozékat szétvilasztjuk:
16, dbra

R —ka

R
’ 1
Mivel ¢ = 0 id8pontban R = R, és ¢t = 1600 év malva R = ;‘ZR"’ ezek kozott

hatdrok kozoétt integralunk:

§Ro 1600
dR
J‘}* = =— kfdt,
R, o
azaz
1
In 5 = — 1600 %,
ahonnan
In2
k= 1660 "

100

Ezt az értéket felhasznilva és az [R,, R1, [0,100] hatirok kozott integralvas
R
"dR In2
JR = lin
R, 0

R In2
, o= 100 = — 0, 3
In R, 1600 00 0,0433
ahonnan
5 = 0,958,

R,
Tehat a 100. év végére megmarad az eredeti ridiummennyiség 95,89,-a ¢és fel-
bomlik a 4,2%,-a, , ' :
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13. Egy viztartilyban levg 100 liter oldat 6 kg s6t tartalmaz. Tiszta viz folyik 2
tartalyba 3 I/perc sebességgel, és a keverék ugyanekkora sebességgel folyik el a tartaly-
bél, kdzben pedig keveréssel biztositjuk azt, hogy a keverék sokoncentraciéja allandéan
egyenletes maradjon. Mennyi lesz a sétartalom egy 6ra milva?

Legyen x kg s6 a keverékben ¢ perc malva. A koncentricié ekkor

X

» €= 350 kg/L.

dt id8 alatt 3 dt liter tiszta viz folyik a tartalyba, és ugyanekkor 3 dt liter oldat.
folyik ki, ami 3¢ dt kg sot visz magaval. Tehit a tartilyban levs keverék sotartalminak
-valtozasas ’
3x

dx=—3cd1:=——100

dt.

A tartslyban levd keverék sétartalmét 1 6ra mulva tehit az alibbi egyenletbdt

lehet meghatarozni:
. x 60
dx 3
J?——WJ“ .
[ 0

X
lng = — 1,8,

ahonnan

vagyis
| x = 6e-b8 = 0,9918 kg~ 1 kg.

14. Egy hengeres tartily, melynek belsS sugara r, H magassagig vizzel van meg-
toltve. A tartaly fenekén van egy o sugard, kor alakd nyilds. Hatarozzuk meg a tartdly
kitiriilésének az id6tartamdt. :

Ha a tartilyban a viz h cm magassigig 4ll, akkor, ha a stirlédastdl eltekintiink,
a kifolyés sebessége v = }/2 g h cm/sec volna. (Itt g = 981 cm/sec? a nehézségi gyorsu-
l4s.) A stirlédas miatt a sebesség ennél kisebb: v =¢ V2 g h; ahol ¢~ 0,6 (kor alakd.
nyilds esetén).

A viztiikornek a tartaly fenekétSl mért h tavolséga a t id8 fliggvénye és a viztiikor

d . e g g ;
siillyedésének a sebessége: —~—. Ez a sebesség gy aranylik 'a kifolydsi sebesség-

dt
hez, mint a kifolyé nyilds keresztmetszete aranylik a tartdly keresztmetszetéhez. Tehat
dh
it @*
— e

vagy ha bevezetjiik a kovetkez$ jeldlést:

1
C= r_z 4 92 Vz—gy
akkor
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Ha az id6t a kifolyas kezdetétsl szamitjuk (¢ = 0), akkor a differencilegyenlet

megoldasas
t

o _L(dn
Jo= i
. H

) 0
azaz:

t= 2 (VH - VB,

amig csak h > 0. Mi azonban épp a teljes kifolyishoz sziikséges T id8t keressiik,.
vagyis t értékét h = 0 esetében. Ez az elébbi eredményiinkb8l k — 0 hatiritmenettel.

adédiks
2VH
T = -~ sec
N C -

Megjegyzés. A fenti példiban szerepld differenciilegyenletet — elvonat--
koztatva a benne szerepld mennyiségeknek a példa szerinti fizikai jelentésétsl —
tisztdn matematikailag vizsgélva, a kovetkezs meggondolasokat tehetjiik:

A

dy__
=<l

differéﬁciélegyenletben (c >0, meghatirozott allandét jelent !) y az ismeretlen fiigg-
vény és x a fiiggetlen viltoz6. (Itt a Jy-nak csak a pozitiv értékét tekintjiik, azaz-

Vy =0.) Az altalinos megoldds y > 0 kikotéssel, a viltozdk szétvilasztisival és:
kvadrataraval hatirozhaté meg. A valtozokat szétvalasztvas :

ezt integralva adédik: 2 )y = — ¢ (x — k) (itt k az integralasi allandé).
Vagy

- 2
=k‘—EV;0

Tehat az y > 0 félsikon, az altalinos megolddst dbrizolé gdrbesereg olyan, hogy
egy-egy ponton csak egy integrilgérbe halad 4t. Az egyes integralgdrbék egy-egy
masodfokii parabolinak egyik 4gibél allnak. Ezek
a paraboladgak kongruensek és egymasbél x ten-

y
gely irdnyq eltolassal szirmaztathaték (17. 3bra).
Ezen az iltalinos megoldison kiviil azon-
ban y = 0 is megoldisa a differencidlegyenlet-
nek, és mivel az \
i
dy
ad \.
[

in’_cegrél ¥ — 0 esetén konvergens, ez a megoldss :
szingularis, _ 17. dbra
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Konnyd beldtni azt, hogy az y =0 szinguléris megoldast is hozzaszdmitva a
megoldisokhoz, az x tengely barmelyik (x, 0) pontjan keresztiil szamtalan integrilgdrbe
halad at: barmelyik paraboldt csatlakoztathatjuk és folytathatjuk az y = O egyenessel,
s ezek a gdrbék mind integralgdrbék. Tehit, ha elhagyjuk az y > 0 kikdtést, a meg-
oldisok thicitisa, az integralgorbék egyértelmdi meghatarozottsiga megszlinik.

Ennek a tobbértelmtiségnek egyébként a fenti példaban megvan a trividlis fizikai
jelentése is. Azok az idSpontok ugyanis, amelyekben a tartdly iires, hatrozatlanok,
mert hiszen, ha egyszer a viz a tartalybol kifolyik, a tartaly a késSbbi idépontokban
végig iires marad. Pusztin csak az az idépont meghatirozott, amelyben a tartaly kiiiriil,
s épp ez az a T iddpont, amelyet 2 fenti példiaban meghataroztunk.

15. Egy acélbol (hGvezetési tényezbje: k = 0,14 caljcm sec C°) késziilt gombhé;
bels§ sugara 6 cm, kiils§ sugara 10 cm. A gdmb belsejében 200 C°, a kiils§ térben
20 C° a hdmérséklet. Hatirozzuk meg a gémb kézéppontjatdl 7 (cm) tavolsagban a
hémérsékletet és a gdmbhéjon mésodpercenként dtdramlé hémennyiséget.

A gombi szimmetria miatt r, azaz a edmb kdzéppontjatél mért tivolsig lesz az
egyetlen fiiggetlen valtozé. Az r tavolsigban

F =4mr? cm?

felszinti az a feliilet, melyen a hé atiramlik. Stacionarius allapotban a hdaramlds

egyenletes, azaz mindegyik, azonos kozéppontt gombfeliileten ugyanannyi hé aramlik
at az id8egységben:

—4nr2-kg=Q=élland6.

Syétvalasztva a valtozokat, és a T =20, r =10 és T = 200, r = 6 hatirok
kozott integralva, lesz

200 o

4nk[~dT=—-Q$<§,§,

20 1?»
azaz

Q = 10800 7 k.

Felhasznilva Q-nak ezt az értékét és a T =20, r =10, T =T, r = r hatdrok
kozott integralva, lesz:

1 1
4 —20) =1 e —
@k (T — 20) OSOO'nk(r 10],
azaz

2
T = -zr(LO — 250.

A gdmbhéjon idSegységben dtiramlé hémennyiség:
Q = 10 800 & k = 4750 cal/sec.

16. Egy 6 gramm ként (S) tartalmazd, szilard halmazéllapott: anyagbél 100 gramm
benzollal akarjuk a tiszta ként kioldani. 100 gramm benzol 11 gramm ként old fel
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- , e 1n ,
telitett allapotban, tehit a telitett oldat koncentricidja: s = 06 = 0,11. Ha 50 perc
alatt 3 gramm kén oldédik fel, hiny gramm marad oldatlan éllaiaotban 6 6ra malva?
Feltételezziik azt, hogy allandé keveréssel biztositjuk az oldat homogeneitisit.
Jelslje x a ¢ idSpontban fel nem oldott kén grammokban kifejezett mennyiségét.
Akkor 6 — x gramm kén lesz ¢ idSpontban oldott 4llapotban és az oldat koncentracibjas
. . 6 — x .. S

c = _10—0 .

Az oldédis sebessége:

dx '
d—i—kx(s—c),

ahol k ardnyossigi tényezd (oldédési 4llands). Irhatiuk tehat, hogy

dx X
= kx|oll - 1 o J
vagy a mfiveleteket elvégezve:
dx k ‘
. S G )
a " iop X+

Ha 50 perc alatt 3 gramm kén oldédik fel, akkor fennall, hogy

3

50

. — dx_.__ p— k dt
Jx(5 +x) fOOj :
s o

Ebbsl
2. 11 ‘
| =5 ln o =—0ls.
Ezzel az oldédasi dllandé6val
' x p 0 . 360
- x . 3
J; G+x" 100 J dt
6
ahonnan
x = 0,19,

Tehit 6 6ra milva 0,19 gramm kén marad oldatlan allapotbﬁn

17. A gizok adlabatxkus (h8kdzlés és héelvonis nélkiili) allapotvaltozasa esetén
fennill, hogy .

p=kg"

ahol p a nyomis, p a sfirliség, k araﬁyossagi tenyezo ésn=14. Felhasznilva ezt az.
osszefuggest, valamint azt, hogy a tenger szintjén a leveg8 nyomisa p, = 10 333 kg/m?
¢s stirtisége g, = 1,293 kg/m3, hatarozzuk meg a légkor magassdgdt.

4 Kozonséges differenciil egyenletek — 44 231/VII.
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A légnyomiss valamely helyen az e hely f5l5tt elhelyezkedS 1égoszlop. stilyabél -
ered. Képzeljiink el 1 m? alapteriileti 1égoszlopot. E 1égoszlop h magassigiban a 1ég-
nyomas egyenlS a felette levé légoszlop silyival. Ha a kb magassigot megnédveljiik
dh-val, akkor a légnyomas megviltozisa ennek a dh magassagi légoszlopnak a sulyaval
egyenlS, vagyis : . : : oL :

dp = — pdh,

ahol a negativ el8jel arra utal, hogy a magassig és a nyomis valtozisa ellentétes értelmdi:
az egyik novekedése a misik csokkenésével ardnyos. Behelyettesitve ebbe a differencisl-
egyenletbe a p = k o" &sszefiiggést, lesz. :

s
) dp = nk g 1do,
azaz

dh = —nk g do ,
Ha H-val jeloliiik a légkor magasségat, akkor ebbdl adédiks
A 0
[dh=—[nko2ap,
vagyis ° *
nkoi™? n k of npo

H =

n—1 " w—Dg,  (—1eg "
Behelyettesitve az adatokat, nyerjiik, hogy

1,4 -10.333

H= g9y ~ 28000 m =28 km.

Feladatok

a) Gyakorlé feladatok | Oldjuk meg az ﬂébbi differencidlegyenletekets

L —2dx—~(x+1)dy=0." 2. 2x+1)dy—3ydx-=0.

3. (P—1)dx—Q2y+xy)dy=0, 4. (Cy+6y)dy+(xy2—x)dx =0.
5 ydx+(x+xy)dy=0. 6. xdx+ ydy=xy(ydx—xdy).
1 x%—l-y:}ﬂ. ' 8. 3x%=3y+2y2. .

9, 2(xy 4+ x —y— 1)dx = (x® — 2x) dy. :

10. (I +x)dy + (1 + y?) dx = 0. 11 1 —x)dy + (1 —‘yz) dx =0,
12. dx — a2 — &t dy = 0. : /13. cos @ dr — rsin @ dp = 0.

14. cos@dr + 2 rsinpdp = 0. 15. 2rcospdr —tgpdp =0,

16. r Z; = Yot — . Itt a = illandé.

1. adr—r{P =@ dp=0. Itt a = 4llands.
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<

18. % = e X, » 19, e~ *dx + e *dy =0,
200 (=% =P+ 21, xy £y2=1

—_ d
22. T QA +yy =20—1y). 23, ey'a% + 1] =1
24, xy +(@2x2—1ctgy=0. 25, 2xy(x+ 1)y =p+0L
26. x)y—1ldx+yle—1dy=0.
27, J1e=xtdy = (1 + y®) dx. 28,y (1 —p)tgx =0

29. x(1— %dy=(2—x+1)ydx

30. xPy =1—ax%+ 2 — 22y~

3, (4a)y =(+b) (x4 VEFat). It aésb llandsk.
32. By t+a@ —1)=3"—2axty -+ a® Itt a=éllandd. .

o

33 @2y 4y —2x—x=0. 34, xy'cosy-siny=0.
35, "y =(sinlnx-+coslnx -+ a)y. Itt a= allandé.
36. y+y=1L 317. y'—y2—3y+4=0

38. y' —ax"(y?+ 1) =0. Itt a és n allanddk.
39, y' = Jiy\ (L. még a 14. kidolgozott példat is!)

10. y'=1LV§:"_'i.- o 41. y’=-_¥-1/f;——:—i.
42, y —e "V 4+ ex=0,
43. xy'—y*4+1=0. (L. a 2l. feladatot.)
44, xy =ylay. ’ - 45, 2y =(x—1y
i 6. (2—1)y' =2xylny. 4. Yi=xy =4yl — 1L
48. y'sin2x+sin2y=0. . 4. -1y +@Ex—1y=0.
50. ¥’ sin y cos x -+ cos y sin x = 0. ‘
B 3y’sinxsiny -+ 5 cos x cos® y = 0. . '
52. xydx + 1 —x*dy = 0, - 53 (x +xy?)dy —3dx =0.
54, V1 —yrdx=V)1-+x2dy. 55, J1432dx— (1 —x2)dy=0.
56. siny dx + e* dy = 0. 57, (T +x)dy — 1 —p2dx= 0.

58, (xz—yxz)dy—i—(y?—}—xyz)dx:O.

59. (1+y)xdx+ (1 +x)dy=0. 60. . xydy— (1 —y¥dx =0,

6. y(@-+9x2)dy—dx=0. 62. y@4x2—9)dy— 6dx=0,
63.  (2+Ddy+x(y—1)dx=0. 64. (x4 Ddy+y2dx=0.
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65. (1+2y)xdx+(1‘—|—x2) dy =0, 66. A+ x)dy — (1 —x)dx=0,

61.  (L+yYdy —ydx=0, . 68. yeidx — (1 +e)dy =0,
69. A+y)de+xydy=0. 70. xy A +xy =1432

v . .

M y="% 1naes b sllandsk. T

ay
, b x A e
72. y'= ——5-. Itt a és b dllandok. . g ~
a®y _ _
73. y = '% , m= allandé. 4. J14y2= r;yz_ ..m = sllandé.

Hatdrozzuk meg az alibbi differencidlegyenleteknek azt a partikularis megoldasit,
mely az adott kezdeti feltételt kielégiti: ‘

xdx  ydy ’

. e — - == () 1 =1; E O =1.
75 ¥y T+x 0; ¥ ¥(0)
76.  y'sinx=ylny; p0) =L 71. Q+e)py =e3 pl)=1
78  xV1 —pPde-+y Yl —xPdy=0; p(0) = 1.
79.  2Vydx=dy; p0) =1. 80. ylnydx+4xdy =0; y(1)=1
b) Geometriai 1.  Hatirozzuk meg mindazon gérbék egyenletét, ame-

feladatok -

lyeknél birmely ponthoz hiizott érintdnek az érintési
pont és az y tengely kozti darabjit felezi az érintSnek
az x tengelyen levd pontja.

2. Hatarozzuk meg mindazon gorbék egyenletét, amelyeknél birmely ponthoz
hizott érintének az érintési pont és az x tengely kozti darabjit felezi az érintdnek az
¥ tengelyen lev8 pontja.

3. Egy gbrbének a P (x, y)' pontjihoz tartozé normailisa az M pontban metszi az
x tengelyt és az N pontban az y tengelyt. Hatirozzuk meg mindazon gérbék egyen-
letét, amelyeknél IV a PM tivolsig felezGpontja. -

4. Egy gdrbének a P (x, y) pontjihoz tartozé normilisa az M pontban metszi az
x tengelyt és az N pontban az y tengelyt. Hatdrozzuk meg mindazon gérbék egyen-
letét, amelyeknél P az MN tivolsag felezGpontja. :

5. Hatérozzuk meg annak a gorbének az egyenletét, amelyiknek birmelyik pontji-
hoz tartozdé normalisa 4tmegy az origén. :

6. Hatarozzuk meg annak a P, (1,2) ponton keresztiilmenS gorbének az egyen-
letét, amelyiknél barmelyik ponthoz tartozé érint§ és az érintési pontot az origéval
8sszekotd egyenes egy olyan egyenlS szarG hiromszoget alkot, amelyiknek az alap-
oldala rajta van az x tengelyen. ~

7. Hatarozzuk meg annak a P, (3,1) és P, (—1,3) pontokon keresztiilmend gdrbé-
nek az egyenletét, amelyiknek birmelyik pontjdhoz tartozé szubnormalisa k = 4llandé.
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8. ° Hatirozzuk meg annak a P, (2,1) ponton 4itmend gorbének az” egyenletét,
amelyiknek barmelyik pontjahoz tartozé szubtangense k — 4llands.
9. Hatdrozzuk meg annak a P, (—2,3) ponton itmend gérbének az egyenletét,
amelyiknek birmely P (x, y) pontjshoz tartozé normilisa és a P pontot az origéval
‘6sszekdtS egyenes egy olyan egyenlS szirti hiromszéget alkot, amelyiknek az alap-
oldala rajta van az x tengelyen. ’ -
10. Hatdrozzuk ‘meg annak a P, (0,4) és P, (1,2) pontokon itmend gbrbének az
egyenletét, amelyiknek birmely pontjihoz tartozé érintSje, ordinitija és az x tengely
iltal bezart haromszdg teriilete & = allando. ’
11. Hatérozzuk meg annak a P,.(0,0) és P, (2,8) pontokon itmend gorbének az
egyenletét, amelyiknek P (x, y) pontjdhoz tartozé normilisa, az y tengely és a P-n
keresztiilmenS, x tengellyel pirhuzamos egyenes altal bezirt hiromszég teriilete
allands, A , ,
12. Hatdrozzuk meg mindazon gérbék egyenletét, amelyeknek barmelyik P(x, y)
pontjihoz tartozé ordinita, az x tengely és az OP egyenes- dltal bezirt hiromszog
hasonl6 a P ponthoz tartozé érintd, ordinita és az x tengely altal bezart hiromszoghéz.
13. Hatdrozzuk meg azoknak a gérbéknek az egyenletét, amelyeknél birmelyik gorbe-
ponthoz tartozé normalisnak a gérbe pontja és az x tengely kézti darabja & = 4llandé.
14. Hatdrozzuk meg azoknak a gérbéknek az egyenletét, amelyeknél az érintSnek
a koordinita-tengelyek kozti szakaszat az érintési pont m :n ardnyban osztja.
15. Polarkoordinitikat alkalmazva, hatirozzuk meg azokat a ‘gdrbéket, amelyek
az Osszes radiuszvektorokat o sz6g alatt metszik, ahol tga = a.
16. Hatdrozzuk meg azokat a gérbéket, amelyeknél a polirtengely és a radiuszvek-
tor kozbtti @ sz6g-egyenl§ a ridiuszvektor meghosszabbitisa és az érintd kdzotti
® szdggel. , . ’
17. . Az eldbbi feladat, azonban @ = 2 ¢,

18, Hatédrozzuk meg annak a gorbének az egyenletét, amelyiknél egy rogzitett és -
egy valtozé ordinita kozott a gorbe alatti teriilet aranyos a két széls6 ordinata kiilonb-
ségével, . :

19. - Hatdrozzuk meg annak a gorbének az egyenletét polirkoordinatikban, amelyik-
nél két radiuszvektor és e kettd kozti gorbeiv altal bezart szektorszerd sikrész teriilete
aranyos a két ridiuszvekfor kiilonbségével. '

20. - - Hatirozzuk meg azoknak a gérbéknek az egyenletét, amelyekriél az ivhossz
arinyos azzal a szoggel, amely alatt ez litszik az orig6bbl.

21, Hatérozzuk meg annak a gérbének az egyenletét, amelynél az ivhossz aranyos
az ivhossz két végpontjihoz hiizott radiuszvektorok kiilonbségével.

22. - Hatirozzuk meg azoknak a gorbéknek az egyenletét, amelyeknél két ridiusze
vektor és e kettd kozti gorbeiv 4ltal bezirt szektorszerfi sikeész teriilete aranyos a
gorbének a két széban forgé radiuszvektor kozti ivhosszaval, ’

23, Egy gorbe tetszSleges pontjan keresztiil, a koordinita-tengelyekkel pirhuza-
mos egyeneseket hizunk, E két egyenes és a tengelyek egy derékszdg(i négyszoget alkot-
nak. A goérbe az origbn megy keresztiil és minden ilyen derékszogli négyszdget két .
olyan részre oszt, melyek teriiletei gy ardnylanak egymaéshoz, mint 1 : 2, Hatirozzuk
meg a gorbe egyenletét, ' :

Tk
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24. 'Egy forgasfeliiletbdl két, a forgdstengelyre merSleges sik egy &vet vag ki. Melyik
az a feliilet, amelyiknél birmelyik ilyen dv felszine ardnyos a két sik tavolsigaval e .

25. Az y = f(x) egyenletfi gorbét megforgatjuk az x _tengelxl koriil: egy forgas-
feliilet keletkezik. Két, az x tengelyre merGleges sik és a forgasfeliiletnek e két sik kozti
darabja -egy forgistestet hatdrolnak. Hatdrozzuk meg a goérbe egyenletét ugy, hogy a
forgastest térfogata ardnyos legyen a paldstjanak felszinével.

¢) Fizikai feladatok | 1. Legyen egy elektromossiggal toltdte feliilet, amely a
pillanatnyi toltéssel ardnyos sebességgel vesziti el a toltését.
Hatirozzuk meg a toltést mint az id6 fiiggvényét. ‘ .
2.  Egy folyadékcsepp a felszinével aranyos sebességgel parolog el. Hatdrozzuk meg
a gémb alakd folyadékesepp sugarat mint az id6 fiiggvényét.

3. A Newton-féle lehiilési torvény szerint egy test lehfilési sebessége arinyos a
test és a hitd kozeg kozotti hémérsékletkiilonbséggel. Ha a hiitd kizeg hémérséklete
20 C° és a test 10 perc alatt 100 C°-rél 60 C°-ra hiil le, hiny perc milva lesz a2 hémér-
séklete 25 C°? :

4. Legyen egy T, abszolat h8mérsékleti kozegben elhelyezett, allandd fajhéijt’i
test, amelyik csak sugirzissal veszit a hémérsékletébdl. A hémérsékletcsdkkenés sebes-
sége . ’

k(T4 - Tg)r

ahol k ardnyossigi tényez8 és T a test abézolﬁt hémérséklete. Hatirozzuk meg azt a ¢
idét, amely sziikséges ahhoz, hogy a test h6mérséklete a végtelenrdl T-re csokkenjen.

5. Egy vizzel telt, fiiggSleges tengely(i, hengeres tartily alaplapjin van egy szfik
nyilas. Feltételezve azt, hogy a kifolyas sebessége ardnyos a viznyomadssal és azt, hogy
az els3 napon az eredeti vizmennyiség 10%,-a folyik ki, hatdrozzuk meg, hogy mennyi
id§ sziikséges ahhoz, hogy a tartdly félig kiiiriiljon. .

6. Egy?2 m magasségt’z; 1 m? alapteriileti, négyzetes hasib alakd tartilybdl a viz
egy, az alaplapjin levs, 4 cm dtmérdji, kor alaki nyildson 4t folyik ki. Hatdrozzuk meg
azt az id6t, ami a-tartaly kiiiriiléséhez sziikséges. :

7. Egy 1,5 m 4tmérdjii, 4 m 'magassagq, fiiggSleges helyzetli, egyenes kdrhenger
alakd, vizzel telt tartalybél egy, az alaplapjan levd 10 cm dtmérdjt kor alakd nyildson
at folyik ki a viz. Mennyi id§ alatt iiriil ki?

8. Egy csonkakdp alakd tolesér, melynek felsS nyildsa 10 cm 4tmérdjdi, als6 nyilasa
1 cm 4tmér8jti, 10 cm magassigig van vizzel tSltve, Hatirozzuk meg azt az id8t, ami
alatt a viz kifolyik. ' ' ' '

9; Egy téglafal (h8vezetési tényezSje: k = 0,0012 cal/cm sec C°) vastagsiga
30 cm. Ha a fal egyik oldalin a hémérséklet 20 C°, a misik oldalan. 0 C°, hatdrozzuk
meg a fal belsé§ hémérsékletét mint 2 fal 0 C° hémérsékletli oldalitél mért tivolsig
figgvényét. Hatdrozzuk meg a naponkénti héveszteséget a fal 1 m?-nyi feliiletére
vonatkoztatva, : ' - ' :

10.  Egy 20 cm dtméréjli hengeres g8zvezeték hSszigetelését egy 10 cm vastagséga
magnéziaréteggel (hdvezetési tényezfje: k = 0,00018 calfcm sec C°) oldjuk meg.
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A kérnyezet hdmérséklete 30 C° és a szallitott g6z hémérséklete 160 C°, Hatirozzuk
meg a szigetel8rétegben uralkodé h8mérs¢kletet mint a sugirirdnyd tivolsig fiiggvé-
- nyét. Hatirozzuk meg az 1 m hosszisigi csGvezeték 1 nap alatti hlveszteségét.

11. Egy 20 cm étm{érc’ijt’i hengeres gézvezeték hdszigetelését egy 5 cm vastagsigi
magnéziaréteggel (k = 0,00018 cal/cm sec C°) és egy erre rahelyezett, ugyancsak 5 cm
vastagsagi betonréteggel (& = 0,00020 cal/cm sec C°) oldjuk meg. A kdrnyezet h8mér-
séklete 30 C° és a szillitott g6z h6mérséklete 160 C°. Hatirozzuk meg az 1 m hosszii-
sagt csGvezeték 1 nap alatti héveszteségét, :

12, Egy hengeres dramvezetd tekercs tengelyirdnyd, 1 cm hossztisigt darabjinak
az ellenilldsa 0,1 ohm. A tekercs be van dgyazva egy 0,5 cm belsd és 1 cm kiils§ sugardi,
hengeres cementcsébe. 5 amper erSsségfi dram folyik a tekercsen 4t és ez a cementcsd
belsd és kiilss fala kozétt 125 C° hémérsékletkiilonbséget idéz eld. Hatirozzuk meg a
cement hdvezetési egyiitthatéjit (k cal/cm sec C°). Vegyiik figyelembe, hogy I amper
er8sségli dram az R ohm ellenallison 4tfolyva Q = 0,239 R I? cal/sec h6mennyiséget
fejleszt, . o - .

13. Egy a sugarti, gdmb alakd s6tdmbot belehelyeziink egy végtelen kiterjedésd
folyadékfiirdbe, amely a sét oldja. Hatirozzuk meg — stacionirius dllapotban — az
oldat koncentraciéjit mint a gémb kézéppontjitél mért tavolsag fiiggvényét, feltéte-
lezve azt, hogy az oldat s telitettségi koncentriciojt a gomb feliiletén és a végtelen-
ben 0 a koncentricid. : : :

14. Az r, sugarti dramvezetd kabelt egy 7, sugari 6lomkdpeny veszi koriil tgy,
hogy a kettS koz6tti teret x vezetSképességli szigetel8anyag tolti ki, Ha a vezetd mag és a
kdpeny kozt E a potenciilkiilonbség, hatirozzuk meg a kibel hosszegységére esd dram-
veszteséget, ‘ o o K '

15.  Ha a viz megfagy, akkor minden cm?® képz8dbtt jéggel egyidejtileg koriilbeliil
73 cal h8mennyiség szabadul fel. Ha a fagyss gyors, akkor a fagyas sebességét fileg az
hatdrozza meg, hogy a mir megfagyott jégréteg vizzel érintkezd feliiletén a fagyas
kovetkeztében felszabadulé hémennyiséget milyen gyorsan vezeti a jégréteg és adja it
a levegdnek. Feltételezve azt, hogy a jég hdvezetési tényezje k = 0,005 cal/cm sec ce,
és azt, hogy a jégréteg felss feliiletén a hdmérséklet T C°, az alsé feliiletén pedig 0 C°, -
hatdrozzuk meg a képzBdott jégréteg vastagsagit mint a ¢ (6rakban mért) id8 fiiggvé-
nyét, az idSt a fagyas kezdetétsl szimitva,

16.  Egy r, bels6 és r, kiils§ sugar, k hévezetési egyiitthat6ji csGvezetékben T
h8mérsékletli viz van. A hS 4tiramlik'a cs§ falin és melegiti a kdrnyezetet. Newton
torvénye szerint a csé feliiletegységére vonatkoztatott héveszteség. sebessége ardnyos
a T, — T, hémérsékletkiilonbséggel (T, a csG kiils falinak, T, a kérnyezetnek a h8mér-
séklete; az arinyossigi tényezs legyen: a). Stacionarius allapotban hatérozzuk meg a
csGvegzeték hosszegységére vonatkoztatott hdveszteséget mint T és T, o fiiggvényét,

17. Tegyiik fel, hogy az el6z8 feladatban- szerepld viz v sebességgel dramlik a cs6-
vezetékben, Megengedve a hévezetést a csg faldn 4t és a héatadast a folyadék dramlisa
folytdn, de elbanyagolva az amugy is csekély hdvezetést magaban az dramlé folyadék-
ban és a csében, a cs6 hossztengelyének irdnyaban, hatirozzuk. meg a viz hémérsékle- .
- tét, mint-a cs8 hosszirdnyiban mért tivolsig fiiggvényét, = - o ‘

18. P silyt riakasztunk egy rugalmas hirra, melynek- eredeti hossza [ és sajit

silya ¢. Hatirozzuk meg a hdr hosszinak megnylisit,
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19, Mikézben a fény athalad egy kozegen, az elnyelt fénymennyiség arinyos a
kozeg hatirara érkezd fényerdsséggel és a kzegben megtett attal. Ha 3 m vastagsagd
vizrétegben elnyelddik a beesd fénymennyiség egyharmada, mennyi nyelédne el egy
18 m vastagsigd rétegben? ’ -
20.  Egy folyadék gbze nyomésinak értékvaltozisi sebessége a folyadék hémérsék-
letére vonatkoztatva egyenesen ardnyos a g8z nyomdsaval és forditva ardnyos a folya-
dék hdmérsékletének négyzetével. Ha a vizgdz nyomdsa 4,68 Hg. mm 0 C° hémérsékle-
ten és 31,8 Hg. mm 30 C° hémérsékleten, hatirozzuk meg a vizgdz nyomasit a hémér-
séklet fiiggvényében. )
21. Tegyiik fel, hogy a kodrétegen keresztiilhaladé esScsepp megtartja gdmb
alakjat, de megnovekszik aziltal, hogy a kodréteg paratartalma lecsapodik rd. Hata-
rozzuk meg a sugarit mint a kodrétegben megtett at fiiggvényét,

22. Egy szivacsos anyag figy szarad meg, hogy a sziradis sebessége arinyos a pil-
lanatnyi nedvességtartalmaval, tovdbbd a kornyez8 levegd pillanatnyi paratartalma-
nak és a paratelt leveg$ paratartalmanak a kiilonbségével. Helyezziink el egy. 50. m?
térfogatd szobaban egy 1 kg nedvességtartalmu szivacsos anyagot. Legyen e pillanat-
ban a levegd relativ paratartalma 259%,. Tegyiik fel, hogy telitett dllapotban, az adott
hSmérsékleten 1 m3 levegd tartalmaz 24 gramm vizgdzt. Ha szellSztetéssel a levegd
paratartalmat allandéan 25%,-on tartjuk, és egy 6ra alatt az anyag elveszti nedvesség-
tartalménak a felét, hiny 6ra sziikséges ahhoz, hogy elveszitse nedvességtartalmanak a
909,-4at? .
23. Ha az el8z8 feladatban a szobat zirtnak képzeljiik, akkor a leveg8 nedvesség-
tartalma annyival novekszik, amennyi-viz a szobdban elhelyezett-anyagbél elpirolog.
Ilyen kériilmények kazott mennyi nedvességet veszit a kérdéses anyag egy ora alatt?

24, Tegyiik fel, hogy radioaktiv sugarzas hatisira egy giz molekuldi szétbomlanak
egyenl8 szima pozitiv és negativ toltési ionokra 1gy, hogy a részecskék képz&désének
sebessége arinyos a sugirzis intenzitisival: ‘Ezek a pozitiv és negativ toltésd ionok
tjraegyesiilnek, semleges toltésti atomokka gy, hogy ennek az egyesiilésnek a sebes-
sége arinyos a kétféle részecskék stirfiségeinek szorzatival. Feltételezve azt, hogy a
| sugarzas intenzitisa llands, hatirozzuk meg a pozitiv ionok sfiriségét mint az idS
fliggvényét.
25. Hatirozzuk meg azt, hogy milyen alakd az a tiikorfeliilet, amelyik egy fix
pontb6l kiindulé fénysugarakat egy adott egyenesssel pirhuzamosan veri vissza.
Vilasszuk a fix pontot a koordinata-rendszer kezdSpontjinak, és legyen a visszavert
fénysugarak irdnya az x tengely. Legyen r a fiigg8 valtoz6 és x a fiiggetlen viltozd.

26.  Egy bizonyos tiikrds tivesGben az egy fix pontba tarté fénysugarakat egy tiikor
veri vissza egy masik pontba. Hatirozzuk meg a tiikor alakjat.

217. Hatirozzuk meg a tengerszint feletti k magassigban a levegd nyomadsat, fel- -
tételezve, hogy a p nyomasi levegd stirlisége .
o = k p kg/em?, -
. és hogy a tenger szintjén a leveg§ nyomésa p, = 1,(533 kg/cm?®,

2§ . Egy forgasfeliilet alaki tiikor az r = f(p) egyenletli ‘gdrbének a polérténgely
koriili 'r,negforgata’!§a altal szarmazik. Hatirozzuk meg az r = f(¢p) egyenletet tigy, hogy
a kezddpontbé¢! kiindulé fénysugarakat a tiikér a fénysugirra merSlegesen verje vissza.
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29.  Newton tdrvénye szermt a Fold kézéppontjatél r tivolsigra lev8 P kg stly

_ testre hat6 gravitdciés er8: ; ahol R a Fold sugara. A Boyle— Mariotte-tor-

r2‘
vényt figyelembe véve, tovibbi szdmitisba véve a graviticiés erd valtozasit a tavolsag—
* gal, hatdrozzuk meg a leveg8 nyomasit a Fold kozéppontjitdl r tivolsigra.

30... -Egy folyadékkal tolt6tt hengeres edény a tengelye koriil o szogsebességgel
forog. Ha a tengely fiigg6leges, a henger sugara a és p, a tengely egy megadott pontja-
ban a nyomas, hatirozzuk meg a nyomaist a tengelyen levd adott ponttél sugarirany-
ban, r tivolsigra. Vegyiink fel a tengelytSl r tivolsigra egy dv térfogatelemet és
vegyuk figyelembe, hogy eza térfogatelem egyenstlyban van a feliiletére-haté nyomas-
_és a centrifugilis erd. hatisira.
31. Egy gazzal toltott hengeres edény a tengelye kériil szogsebesseggel forog..

Figyelembe véve a Boyle— Mariotte-torvényt: .

p=ko,

ahal p a nyomds, p a sfirliség, k ardnyossigi tényez8; keressiik meg'a nyomds és a ten--
gelytdl mért r tavolsdg kozdtti Osszefiiggést.

32. Ha a sebesség nagy, akkor a centrifugélis erS csokkenti azt az erdt, mellyel a
szij raszorul a szijtircsira, Feltéve, hogy a szij egységnyi hossztisagti darabjanak a stlya’
g kg/m és v a sebessége, hatirozzuk meg azt, hogy milyen osszefugges van a szij ket
azon pontjdban ébredd fesziiltségek kozott, melyekben a szij a tircsit érinti.

33. Egy id8mérésre hasznalt régi vizidra egy vizzel telt edénybél all, ‘melynek az.
aljan nyilds van. A viz ezen folyik ki lassan. Az edényt olyan alakira készitették, hogy-
a viz szintje egyenletesen siillyedjen. Hatirozzuk meg az edény vizszintes kereszt-»
metszetének teriiletét a nyildstdl mért magassig fiiggvényében.

34. Egy folyadékkal telt hengeres edény w = 4llandé szdgsebességgel forog a.
hengeres edény tengelye koriil. Hatdrozzuk meg a folyadék szabad felszinének alakjit.

Vegyiik flgyelembe, hogy a folyadékfelszinen levd vizrészecskékre hatd sulyero és-
centrifugalis erd ereddje merdleges a szabad felszinre. '

35, Egy pontszerti fényforristél r tivolsigra a megvilégités erc’issége

k cos ¥
—a s
egy olyan feliileten, melynek a normalisa ¥ szdget zar be r-rel. Hatirozzuk meg azt a-

forgisfeliiletet, melynek minden pontyaban a megvildgitds erSssége ugyanakkora, ha a:
fényforras a forgistengely egyik pontja. .

d) Vegyes feladatok | ], Egy éleszt6gomba-tenyészetben az aktiv fermentum:

: mennylsege a pillanatnyi mennyiséggel arinyosan novek-
szik. Ha 1 6ra alatt ez a mennyiség megkétszerez3dik, hanyszorosa lesz a jelen-
ieginek 3,5 éra miilva?

2, Egy vegyi folyamatban A anyag 4talakul B anyaggi gy, hogy az 4talakulis:
sebessége arinyos a pillanatnyi, még it nem alakult A anyag mennyiségével. Ha egy
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6ra mulva ez az italakulatlan mennyiség 48 gramm és 3 6ra mdlva 12 gramm, akkor -
mennyi volt a kiindulisi anyagmennyiség? .

3. Egy 100 literes tartaly tele van tiszta vizzel. Az egyik oldalon literenként 0,2 kg
st oldott dllapotban tartalmazé oldat folyik be, 3 1/perc sebességgel, és a keverék
ugyanekkora sebességge! folyik ki a misik oldalon. Hatirozzuk meg azt, hogy hiny kg
56 lesz oldott allapotban 1 6ra midlva a tartilyban. Tegyiik fel azt, hogy 4allandé keverés-
sel biztositjuk a keverék homogeneitisit.

4. . Egy tartily 1000 liter séval telitett oldatot tartalmaz (0,3 kg/liter a koncentri-
cidja). Ezt az oldatot igy higitjuk, hogy 20 1/perc sebességgel 0,1 kg/1 koncentriciéja
oldatot bocsitunk bele, Feltételezve azt, hogy a keverék ugyanakkora sebességgel
folyik el, hatirozzuk meg azt, hogy mennyi id8 mulva lesz a keverék koncentricidja .
0,101 kg/liter. Tegyiik fel azt, hogy 4llandé keveréssel biztositjuk a keverék homoge-
neitisar. ‘ ' .

5. Egy tartalyban 100 liter oldat van, melynek sétartalma 7,5 kg, Az egyik oldalon,
3 liter/perc sebességgel tiszta viz folyik be, és a masik oldalon 2 liter/perc sebességgel
folyik ki a keverék. Mennyi sé lesz a tartilyban 1,5 6ra milva? Allandé keveréssel
biztositjuk a keverék homogeneitasit.

6. Egy levegével teli 1 liter {irtartalma tartilyba egy ‘csdvon ‘4t oxigén dramlik be
€s'a levegG-oxigén keverék egy misik csévon at dramlik ki a tartdlybél. Ha az iramlas
elég lassti ahhoz, hogy feltételezhetjiik azt, hogy a tartilyban lev leveg8-oxigén keve- .
rék homogén, hiny szizalék oxigén lesz a tartilyban, miutdn 5 liter sramlott 4t2 (Ve-
gyiik figyelembe azt, hogy a leveg8 219, oxigént tartalmaz.) ' :

7. Ha egy ember tlagosan 20-szor 1élegzik percenként, minden egyes kilégzésnél
1,64 dm?®, 49, CO,-t tartalmazé hasznalt levegdt 1élegezve ki, hatirozzuk meg egy
terem szazalékos CO, tartalmat 1 drdval azutin, hogy 30 személy lépett be, feltételezve
azt, hogy a belépéskor a levegd tiszta volt, és a terem szell8ztetdi percenként 28,32 m®
tiszta leveg8 bedramlasit teszik lehetSvé. Legyen a terem térfogata 283,2 m®. A tiszta
leveg8 CO, tartalma 0,049,

8. Egy nem old6dé anyag pérusaiban 2,72-kg s6 van lerakédva. Belehelyezziik ezt
45,43 1 vizbe. 5 perc alatt feloldédik 0,91 kg s6. Mennyi id§ alatt oldédik fel a s6-
mennyiség 99%,-a? Vegyiik figyelembe, hogy a telitett oldat koncentriciéja 0,3 kg/l,
és hogy 4llandé keveréssel biztositjuk az oldat homogeneitasit.

9, Egy nem old6d6 anyag pérusaiban 18,6 kg s6 van lerakédva. 90,86 liter vizben
1 6ra alatt feloldodik a sémennyiség fele. Mennyi s6 oldédna fel ugyanannyi id§ alatt,
ha kétszer annyi vizet hasznélnink fel? Vegyiik figyelembe, hogy a telitett oldat kon-
centriciéja 0,3 kg/l, és hogy dllandé keverés biztositja az oldat homogeneitasat.

10, Valamely kémiai reakcié alkalmaval az A és B anyag egy-egy molekuljanak
egyesiilésébdl létrejon a C anyag egy molekuldja. A C anyag képz3désének sebessége
aranyos a pillanatnyi A és B anyagmennyiséggel. Tegyiik fel, hogy a reakcié kezdetén .
A-bél volt a gramm-molekulasilynyi és B-bét b, Hatirozzuk meg 'C ‘mennyiségét a

t id8pontban. : ' S :

~



a) g = flax + by +¢), AHOL a2 0; b~ 0 39

2. §. Szétvilaszthaté valtozédjira visszavezethetd differencidlegyenletek

a)y'=t(ax + by + C):J Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

aholaz#0,b£0 u(x) =ax+ by(x) + ¢
Ekkor

d ,
u'=dZ:a+by,

vagyis

u = a- bfu).
Ez pedig az u = u(x) ismeretlen fiiggvényre egy szétvilaszthaté viltozéji differenciil-
egyenlet, Feltételezve, hogy az r<<u < s, vagyis az r<<ax -+ by - ¢ <s inter-
vallumban a 4 b f(u) folytonos'és sehol sem zérus, ennek a differencidlegyenletnek az
dltaldnos megolddsa : :

a + b f(u)

N

ix J g 4 C, ahol u=ax+by+c.
| .

Legyen mar most a + b f(u) folytonos, azonban ap = u = 0, vagyis ap = ax+
+ by + ¢ = o intervallum egyetlen u = v(azaz a x + by + ¢ = v) értékénél viljék
Zérussa, azaz legyen a + b f(v) = 0. A d1fferenc1alegyenletnek a fenti 4ltalinos meg-
oldésatd! kiilonboz8 megoldasas:

. ! u=v, azaz, ax+by+c~v, ha a4 bf(v) =0.

-~

I—'ogy eza megoldas vajon regularis vagy szlngulans -e, arra nézve a kovetkezdt mond-
hatjuk:

C .
1. Ha azJ. —q_—qgm integril u— v esetén divergens, akkor azu = v megpldéf
‘reguldris ( kozonséges)

2., Ha az f P b @) integrdl u - v esetén konvergens, akkor az # = v meg-

Uy

oldas szinguldris.

b) Homogén (fok-

0 ) Uj ismeretlen ‘fii’gg'v‘ényt vezetiink be:
szamu) differen- - | - .

|
cidlegyenlet: g . Copx)
B A S
I e { Ekk :
or
ahol x F0 I y(x) = x - u(x),
azaz

cyi=xu"+ u..
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Ezt behelyettesitve a d1fferenc1alegyenletbe.
xu = fu) — u

Ez pedig az u = u(x) ismeretlen fiiggvényre egy szétvilaszthatd viltozéiti dif-

Y

ferencidlegyenlet. Feltételezve, hogy az r < u <s vagyis az r < e < s intervallum-

© ban és x £ 0 mellett f(u) — u folytonos és sehol sem zérus, ennek a differencilegyen--

letnek az dltaldnos megolddsa :

=7

'

Legyen mar most f(u) — u folytonos, azonbanapo =S u=o,vagyisapo = - =o

R

intervallum egyetlen u = v ( azaz }f = v | értékénél viljék zérussi, x 7~ O mellett, azaz

“legyenf(v) — v=0.A dlfferenaalegyenletnek a fenti altaldnos megoldisitél kulonbom
megoldasa: ~

u=v, azaz .‘;=v, ha flv) —v=0, xz0.

Hogy ez a megoldis vajon reguléns-e vagy szingularis-e, arra nézve a kovetkezot
mondhat;uk

u

1. Ha az I‘ﬁ- integral u — v esetén divergens, akkor az u =.v megoldas .

Jfw) —u
réguléris ( kb‘zd;zséges ).
u d .
2. Haaz { fa@) — . mtegrél u — v esetén konvergens, akkor az u = v megoldis
szzngularzs
Megjegyzés. 1. Ha f(u) — u =0, akkor a dlfferencmlegyemet
y =7
o x

alakii, és ebben a viltozdk szétvalaszthatok. C e
2. Legyen P (x,5) és Q (x, y) két azonos fokszému, homogén fuggvény, azaz

P(tx, ty)y=1¢tP(x,y)

Qx, ty)= t"Q(x:J;),
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akkor a ‘
Py +Q@xy)y =0

-differenciilegyenlet homogén (fokszimuy) és vis;zavezethetc’i az
r=i
.alakra.‘ E célbdl végig kell( osztani a differenéiélegyenletet x"-nel, s akkotA
P[5 +ofr 2}y =
. ()

’ "é(l;'—fi;f‘%)'

ahonnan valdban

Itt persze x 40 mellett még azt is feltételezziik, hogy Q ’!1. i} £ 0.

}
-C) y‘ —_ f{.‘—l.zi.b_yic)

Ennél a differencidlegyenletnél két esetet kiilonbozte-
\ax + fy-+y )

tiink meg:

. |9 ﬂ=aﬁ—ab¢a
la B ' : .
Ha specidlisan ¢ =y = 0 volna, akkor differencislegyenletiink -homogén (fokszdmit)
volna. Geometriailag a ¢ — v = 0 feltétel azt jelenti, hogy az -
ax+by+c=0
‘ : ax+ﬁ&+y=0
-egyeneseknek az origé a kézés pontja.

Altalinossigban az
ia

Ja

feltétel azt biztositja, hogy az ‘
ax—+by+c=0,
axX+By+y=0

egyeneseknek van egy (és csakis egy) kozds pontja. Méarmost a koordin4ta-rendszer-
nek 8nmagdval pirhuzamos, alkalmas mértékd eltolisival elérhets az, hogy a két

egyenes kdzbs pontja az eltolt koordinita-rendszer kezdSpontja legyen. Ezzel 47 anali-

tikailag -is egyszertien kivitelezhetd transzformiciéval -a differencidlegyenlet vissza-
vezethet§ homogén (fokszémd) differencislegyenletre. T
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Ha tehit a p és ¢ szamokat meghatirozzuk ugy, hogy ezekkel
ap+bqg+c=0,
Capt+fAgty=0 -
legyen, akkor minden y = y(x) differencilhaté fiiggvényhez az
. x=u+p, y=v+qg . ) \
transzformicié, egyértelmtien hozzirendel egy diffrencidthaté V= v(u) fiiggvén\[t,
amelynek derivaltja: ’ ' f
b
du ~ dx’ _
Ha tehit y = y(x) az adott differencilegyenlet megoldisa, akkor v = v(u) a

dv au-+bv
i 3 hedha il £ 0
du fau-{—ﬁv}' u’é

homogén (fokszama) differencidlegyenletnek megoldisa, és megforditva a v = v(u)
megoldisai ennek-a homogén (fokszimd) differencidlegyenletnek, az x=u + p
y = v + q transzforméci6 alapjan meghatirozzdk az eredeti differenciilegyenletnek a
megoldasit. - , ’

b

@ b\——-a —ba=0, azaz % =2 =A.
o gl =% a B

Feltehetjiik még azt is, hogy b% + B2 5= 0, tehat b £ 0, 8 =%~ 0, mert kiilonben
y' csak x-t8l fiiggene, és igy a differenciilegyenlet azonnal, kvadratirival megoldhaté
volna vagy pedig a mér tirgyalt y' = f (@ x + by + c) esettel volna dolgunk.

A mondott feltételekbdl kovetkezik tovabbi az is, hogy

ax+by=»A(ax+By).

Ha tehit az y = y(x) differencislhaté fiiggvény az adott differencidlegyenletnek
megoldasa, akkor a : . -

2.

‘ v(x) = a x + B y(x)
differencidlhat6 fiiggvény — melynek deriviltja:

dv

_ . : Av+c
"i;—a"‘ﬂy =a-+pf

?

vy
megolddsa a szétvalaszthaté valtozéja
dv Av+c
dx _a+ﬂf“;+y

differencislegyenletnek, és megforditva, ennek a szétvalaszthaté viltozéja differencial-
'egyenletnek minden v = v(x) megoldasa, a v(x) = a x + B y(x) transzformacié alap-
ian meghatdrozza az eredeti differencidlegyenletnek a megoldasait. '
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d) Homogén e Bizonyos -esetekben 2 differencislegyenletet visszavezet-
epmenzibih hetjiik szétvilaszthaté valtozéjira, ha a
egyenletek y(x) . o
v(x) = o (n raciondlis szim)

1j ismeretlen fiiggvényt vezetjiik be. Ez sikeriil akkor, haa

P(x,)dx +Q (x,p)dy =0

(ahol P és Q argumentumaik racionilis egész fiiggvényei) differenciilegyenletben sze.
repl8 Gsszes tagok azonos »dimenziéjuak®, Itt az egyes tagok ,,dimenzijit* a kdvet-
kez8képpen értelmezziik: x-nek és dx-nek dimenzi6jiul 1-et. valasztjuk, y és dy
dimenzi6jaul pedig n-et. Ezzel a vélasztissal x® dimenzidja o, ¥° dimenzidja n g, x* dx
dimenzi6ja o + 1, yf dy dimenziéja (8 + 1) n és Altalaban a, x* yf dx dimenziéja
@ + 1 + B n, valamint q, x* y# dy dimenziéja a - (8 + 1) n.

A fenti értelmezés szerint meghatirozzuk mindegyik tag dimenzi6jit és két-két
dimenzidszim egyenl8ségébsl n értékét. Ellendrzésiil szolgal, hogy az igy meghatiro-
zott n-nel mindegyik tag dinrehziéjira ugyanaz adédik. Ellenkezd esetben a transzfor-
mécié nem alkalmazhats.

Ha n= z (racionilis szam), akkor a tort kitevdt elkeriilhetjiik azltal, hogy 4

) q
ismerctlen fiiggvénynek v(x) = J%fy helyett a - v(x) = L}%)—J— fiiggvényt vilasztjuk.
A transzformiciéban szereplé v dimenzidja mindig 0,

A b) pont alatt tirgyalt homogén (fokszimu) differencidlegyenlet ennek az a
speciilis esete, amikor n — 1, ‘ :

Megjegyzés. A fentivel azonos eredményre jutunk, ha az
X=¢ p=1xnp=ypen
transzformdaciéval ¢j véltozékat vezetiink be. Ekkor

dy :
] . [ b (n——].)u‘
y = (da +an e

Példdak
1. Oldjuk meg az
. yY=x+y
differencidlegyenletet. :
: Uj ismered:rk%gvényt vezetiink be:
u=x- y,
Ezzel
. ‘ u=1+y’,
. vagyis
, u=u41,
vagy misképpen irva:
- du .

dx ~ etk
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Feltételezve azt, hogy u 7= —'1, a viltozdkat szétvilaszthatjuk:

_du = dx; .
u-t | S
s ebbédl az sltalinos megoldis:
In u+1|—x+lnIC] - (€ - 0),
~Nagy. T
at+1=Ce~

Aisszairva az eredeti viltozdkat:
: =—(x+1)4Cex
A differencidlegyenletnek kézonséges (réguléris) megoldisit szolgéltatja

c=2 ~—

: NS

_ —(x+1)
8. i -
Tehit a differencislegyenletnek &sszes
megoldasai:
y=—@x+D+Ce
alakban irhatok le, ahol a Cintegralasi 4llandé
barmilyen értéket felvehet.

(A differencidlegyenlet mtegrélgorbelt
}- a 18. dbrén.)

2. Oldjuk meg az

[ 1 7
| y=—[i+ A |
dtfferenctélegyenletet
Uj 1smeretlen fiiggvényt vezetiink be:
(=2 S A u:yY ) “x:/:(),
18. dbra X
Ebbdl
y=ux,
Nagyis
y =ux+u
. Ezzel
uxt+tu=—1—u,
wagy rendezve :
x d_ll = 12y
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1
A viltozdkat szétvalasztva fu = ;’ 7 — ]’ :

65

2
‘ 2de g X
). 1+2u x
Ebbdl, integrilissal adodik: |
Injl+2ul=1n|C,—1nx? (C£0),
vagy
1+2u= x_C2 ’
Visszairva az eredeti valtozdkat:
y C
2 =g
vagy
2 +2xy=0C,
s ebbdl
_C_x
Y=y 73

a differencidlegyenlet altalinos megoldisa.
A differencidlegyenletnek regularis (kdzonséges) megoldasit szolgsltatja

1
B=—,,
azaz
x
y=— 5
is. ' ; g
Tehit a C integraldsi allandénak tet- Cod -1
szbleges értéket megengedve (C = 0 érté- Js
ket is), a differencislegyenlet Gsszes meg- J !
oldésai: . ', y=£-%
C x >z
y=_—5. ===
x . 2

(A differencidlegyenlet integralgor- \\
béit 1. a 19. 4brén.) AN

4 -2 <! 0 1 2 x
3. Oldjuk meg az ‘\\

Xy —xy2y' =0 TN
differencidlegyenletet. 2/
Az itt szerepld / /_-
' Plx,y) =2+ i f)
és
Qxy)=—=xy? 19. dbra

5 KoOzbnséges -differencidlegyenletek — 44 231/VIIL.
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fiiggvények homogén harmadfokd fiiggvények, mert

Pix, t)=83+8¥=2£+y)=0P(xy)

és
Qx, ty)=—tx- 2y =8 (—xy) =20
Feltételezve tehat azt, hogy x =~ 0, végigosztunk x*-nal:
v _ )V
1 ~ — = = 0.
-
Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:
- Ly ,
X
s ezzel
y'=u'x+u
Behelyettesitve:
1+w—u?(Wwx+u=0
vagy
xutu’ = 1.
A viltozékat, szétvalasztjuk:
' d
v du = —x,
x

s innen, integralassal:

[
??"' =ltfl\x1—|—cl,

vagy s
u=)n|x|4C.

Visszairva az eredeti valtozékat, a differencidlegyenlet 4ltalinos megoldésa:

3
y=xVlnl® +C.
4. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet.
Adx—y+7=0 és 2x+ y— 1 =0 egyenesek metszéspontjit a

4x—y+7=0
2x+y—1=0



PELDAK

egyenletrendszer gyokei adjik:

§—7 -1 ‘4 —7’
NN N
| 2 1 l2 1
Az
x=u—1
y=v-+3

transzformdcidval 4j valtozékat vezetiink be. Ezekkel a differencidlegyenlet a kovet-
kez§ alak( lesz: :

dv“4u—4—v——_‘3+7
di 2u—2+v+3—1"

© vagyis

v
v ta—» T3
= — =-——"-; (u£0, vagyis xz£ — 1)
du 2u+v 2+1}

u

Ez pedig egy homogén (fokszadma) differencidlegyenlet. Uj ismeretlen fiiggvényt
vezetiink be: :

_ v
z(u) = a ’
ahonnan
v=uz
és
dv dz
PPN
Ezekkel
dz 4—z
A el
vagy
udz . _22+3z—4
du ~ z+2 °
A valtozdkat szétvilasztjuk:
. z+2 du _
Fy3z—adEty =0
vagy
3 2 dz - 5du _
[z—l+z+4 Z-rl.u o
5

S

e
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Ezt integralva, adodik:
3lniz—1|+2lnlz+4|+5lnju|=C,
vagy
(z—1B(z+4?v®=c

‘Ebbésl ‘
w—ui@w+4u)?=c

Visszatérve az eredeti viltozokra
y—x—Pp+4x+1)P=c
Ez a differencislegyenlet 4ltalinos megoldasa.

5. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet.
Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

v(x) = x — 2 y(x).

Ezzel
dv dy
W_1_92H
dx dx’ '
vagyis
dv v+3
YVl ao T
dx + 2 +5"°
wagy
c_i_lf_f%v+ll
dx 2v+5"°

A valtozokat szétvilasztva és mindkét oldalt 8-cal megszorozva, lesz:

1 4
4— ‘-ﬁ:—ﬁ]dvzsdx,
Ezt integrilva, adodik:
4p—Injd4v411}=8x—C,
vagy .
8x—4v+In4v+11 =C.°

Visszatérve az eredeti valtozokra:
4x+8y+Infax—8y+11|=C,

Ez a differencidlegyenlet altalinos megolddsa.
6. Oldjuk meg az
AI+x2y+x)D)y +23y°=0
differencidlegyenletet.
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Ezt gy is irhatjuk:

dy + x%ydy + x%2dy + 2 x3y3 dx = 0.
Az egyes tagok dimenzidja: )

n, 24+2n, 4-4+3n, 4+3n.ﬁ
Ha a dimenzidk azonosak, akkor pl.

n=2+42n,

azaz
n=—2

kell, hogy legyen. Ezzel az egyes tagok dimenzidjas

-2 2—4=-2 4-6=—2 4—6=-2,
Tehat 1) ismeretlen fiiggvényt vezethetiink be:
v =2 = w2 yi),
vagyis v
v
y = pr 3 (x —-}é 0),
és igy
dy = _2vdx
VSR T e

Behelyettesitve a differemciilegyenletbe és az dsszevonisokat elvégezves
X o 4+ 1) dy— 20+ v)dx =0, y
A viltozokat szétvalasztva:
‘ 1 1 dx

1+B———m dv=2Tx—~.

1
{y:,éO, v+ 15£0, azaz y£0, J’#‘,‘c'z'}

Mindkét oldalt integraljuk:
v+injv]—Injv+1|=Inx+1n|C| (C £ 0),

vagy
vel =Cx2 v+ 1)

Visszatérve az eredeti viltozdkra:

X2yer =Cx2(x2y + 1),
vagy ’
yery =C(y + 1) (C £ 0).

AN
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A differencislegyenletnek még két kozdnséges megolddsa is van: y =0 ¢és

= — lz . Az els6 benne foglaltatik a kapott 4ltalinos megolddsban, ha a C5£ 0
X

megszoritastdl eltekintiink.

7. Egy gorbét a kovetkezd érintdszerkesztés jellemez: A gdrbe P (x, y) pontjt
Osszekotjitk az origbval; erre az OP egyenesre mer&legest rajzolunk P-ben. Ez a merdle-
ges R pontban metszi az x tengelyt. Ha most a PR tivolsignak az x tengelyen lev8
OR vetiiletét az origdbdl ramérjiik az x tengelynek ugyanarra az oldalira, amelyik

-oldalon Q és R van, nyerjiik az .S pontot (OS = OR). Az SP egyenes a gorbe P ponthoz
tartozé érintSje. Hatirozzuk meg a gorbe egyenletét.

Az OPR derékszégd haromszogbol lathatéan PQ mértani kézéparinyosa az OQ,
‘OR tivolsigoknak, vagyis

. y2
v : : OR = = (20. abra).
: / De akkor
05 = QR
Plx,y) — y2
Masrészt
[+ 4 . R
- p
0 5 Q R x y'=tga=A:Q:_y._2.’
: SO Y
20. dbra X ;

vagyis a keresett gdrbe differencidlegyenlete:

y
x
(,;)
Ez pedig homogén dxfferencmlegyenlet.

Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

u(x) = y_(f) .
X
Ezzel
u
u’x + u = 1—:_1? »
vagy .
’ us
ux = ]-——:_—112— .

A viltozdkat szétvalasztva: _
1— u2 dx
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Ebbdl, integraldssal adédik: ]
1
—ﬁ—ln!u|=ln1x|—lnlC|, (C £ 0),
vagy visszairva az eredeti viltozékat:
1 x2 , |
—5 s~y +Injx|=l|x|—In|C].

2y
Ebbsl

*
b4

y ¥y

—
Yy y

8. Hatdrozzuk meg azt, hogy milyen meridiidngdrbével rendelkezik az a forgds-

felitlet alaku tiikir, amelyik a forgistengellyel parhuzamosan érkezd fénysugarakat

© visszaverve, egy pontba gydijti.
Vilasszuk a koordinita-rendszert tigy, hogy

vagy végeredménybens

az x tengely legyen a forgistengely és az origé a Y
© visszavert sugarak talilkozisi pontja. A keresett o &

gorbét az. y = y(x) fiiggvény hatirozza meg 9

(21. 4bra). - Yy
Legyen a merididngdrbe egy pontja P és a / :

gérbe e pontbeli érintSje PR, —=& 1) S I P
A fénysugarak visszaverdési torvénye alap-

jan, a beesS fénysugir és az érint altal bezart 21. dbra

sz0g egyenlS a visszavert sugir és az érint8 4ltal .
bezért sz6ggel (a). Ugyanekkora az érintd irdnyszoge. Igy az OPR A egyenld sziri,
azaz ‘

\ OP = OR =.|/x* + 3.

y'=tga=.._P6_= Y .
OR+ 0Q x+ V22 +)?

Misrészt

A keresett gorbét tehit az

4

y
y ==
x + Vx? + p2
differencidlegyenlet hatirozza meg. ‘

Szorozzuk meg a jobb oldal szdmlilsjat és nevezdjét (— x + |x% + 32)-tel,

y = —yl———,

—
.;”V‘*(i)
y y .

X

vagy
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Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be: u= J—“Cv . Ekkor

-1 1+
u'x +u= ;w_,
u
vagy o
, 14— )14
ux = — ll .

A viltozdkat szétvilasztva:

u du -
ire—Vize x°
Mindkét oldalt integriljuk:
udu [x
[ —— —In' s
1+§12—V1—|—u2 P

ahol p az integrilasi Allandé. A baloldali integrilt u = tg ¢ helyettesitéssel szdmithat-
juk ki. Ekkor

1 — 1
1 2 =1 2@ =— ; 1 2 : —
+ g +tg?p o g Vi +u osp és du= cos2 - dg lesz.

Igy
. udu . tgpdp singpde .
Jl +u— )1+ - fl —cosp ) (I —cosp)cosgp
_ L _ _ | cosg
vﬂl-—cosqo cos sing dp = — | — cos
A differencislegyenlet megoldisa:
[ cos i X
) oy =25
vagy
cos @ x
1 —cosgp p
Polirkoordinitikban:
pcosgp
1—cosp = %
vagy
( Tr = p

1—cosgp *

Ez pedig egy olyan parabola egyenlete, amelynek a fékusza az origéban van
A keresett tulajdonsgti tiikdr tehat forgasi paraboloid alakd.
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9. A 22, ibra egy optikai lencse keresztmetszetét mutatja. Ez a homori oldalan
egy gombfeliilet, dombord oldaldn pedig egy forgasfeliilet egy darabjabél 4ll. A forgas-
feliilet forgistengelye illeszkedik a gémb-
feliillet kozéppontjira. Az a kérdés, hogy
milyennek kell megvélasztani a forgasfelii-
letet ahhoz, hogy a tengellyel pirhuzamo-
san jov8 (egyszinti) fénysugarak, melyek a
forgisfeliilet oldalarél esnek a lencsére,
ugy torjenek meg, hogy a gdmbfeliiletre
merdlegesen érkezzenek, és igy azon torés
nélkiil dthaladva, a gdmbfeliilet kdzéppont-
jdban talilkozzanak.

Helyezziik el a koordinita-rendszert
agy, hogy az origd legyen a gdmbfeliilet
kozéppontja és az x tengely a forgistengely
(a lencse optikai tengelye). Egy, a tengellyel
parhuzamosan jov8 fénysugar P-ben érkezik 22, dbra
a lencse dombora oldalira. P koordinatai
x és y. A PR egyenes a forgasfeliilet y = f(x) egyenletii merididngdrbéjének a norma-
lisa. A megtért fénysugar dtja PO. A 8 sz6g a beesési szdg, v pedig a torési szdg. Snel-
lius és Descartes tdrvénye szerint sin 8 : siny az Gn. térésmutaté: n (pl. ha a fény-
sugar levegdbdl jut iivegbe, n = 1,5). ‘

Legyen n-nek a reciproka ¢ és igy:

siny = ¢ sin 8,

ahol ¢ < 1. Az RQ tavolsig a szubnormilis hossza (figyelemmel arra, hogyy’ < 0):
RO = —ypy'.

fgy

OR=x-+yy'
Mivel tovibbi sin 6 = sin 8, azért a szinusztétel alapjan:

OR:O0P = (x+yy):+ Ve + 32 =sind :sinf =

vagyis a merididngérbét meghatirozé differenciilegyenlet:

.

y = —X-+c VJ?——}—_yTz
y
Ez pedig egy homogén (fokszdmn) differencidlegyenlet.

Ha az el6z8 példahoz hasonléan jarunk el és ugyanigy polirkoordinatakat veze-
tiink be, a merididng6rbe egyenletére ezt kapjuk:

_ p

r= —2:

1—ccosep °

Ez pedig egy olyan ellipszis egyenlete, amelynek O az egyik f6kusza és ¢ » numerikus
excentricitisa (p az integralisi 4llands).



T4  1.2.§ SZETVALASZTHATO VALTOZOJURA VISSZAVEZETHETO DIFF.-EGYENLETEK

Feladatok
a) Gyakorlé f=
/ fe%,:d:trol(: J %)y flax+by+0
.y =(@—x% 2. Yy =@38x-+4y>

3. (x — y)2 y = a. Itt a = 5llandé. 4, y' = cos {x - ).

5. xcosydy + (2siny — 3 x) dx = 0. Alkalmazzuk elébb a sin y =t helyet-
tesitést.

6. y=@x—+L 7.y =sin(x—y)

8. y = (x-+y)>~ 9. y = .

10, y =J)y—2x

B) Homogén (fokszdmu) differencidlegyenletek : y' = f(z) . |

1. x+ypdx+(y—x)dy=0. 2. xdy —ydx = |x*F y2dx.

3., By+10x)dx+Gy+T7x0dy=0. 4 (x22—2p)dx+2xydy=0.
5. (x®*+y)dx=2xydy. 6. @Vxy —y) dx + xdy = 0.
7. (x—yp)dx+ xdy =0. 8. x‘cos};)y'=y-cos‘§——x.

9. x-cos%(ydx—!—xdy) =y-sin';—'(xdy—ydx).

10 2xdy+(?—2xy—x)dx=0. 11. (x—y)dx—2xdy =0,

122 (x+4p)dy +3ydx=0. 13,  pdx— (@ +2xy)dy =0.
14. (x2—y¥)dx +2xydy = 0. - 15, (P—xy—xHdx + x2dy = 0.
16. Bxy—2xy +xy—2yp=0. 17 2x3y" L3 —x2y =0,
18. (x*y+42y)dx—(2x*4+3xy)dy =0. '

19. @y —xyP+y)de+ (B + 22y +xy)dy=0.

20. (X—4xy—yHdx— (2 +2xy+2x%)dy=0.

21. yvdx 4+ (xVy2 — x — xy) dy = 0.

.x x x
22, l -sin— —x:cos— dy +y-cos—dx =0,
y » 7 Yy +y y

5 )
23. (xe" + y'dx = xdy.
24. (2 x* — 135 %) dx + 8lx y2 dy = O,

y .
5. (2ye"—x)y’+2x+y=0. 26. 2+ )y =xp
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27, (®—2xy—y)y =x+2xy—3% 28 (42x3)) =1 — 2x.
29, x(2—63)dy =4y (®+ 3 dx. 30. y—zxy =)xF2

31 xXyde— (X +ayd)dy =0. Itt a = allandé.

32, x(x—ay)y' =y(y —ax). Itt a = 4llandé.

33. CEt+xy+ay)y =ax®+xy-+y2 Itt a=alandé.

34 x(x+y)dy = (2 + y?)dx.

35. x(P4axy+yYy =y a2+ bxy+ 2. Itt a és b sllandbk.

36. (x+ 12y =x2—2xp 4+ 52 37. xy'=y—xcos2(£} .

X X
38. xdy — 39. (xy e + y2) dx —x2e’ dy =0,

40. Vy2~x2dx%xdy—ydx.

’y)y,=f.‘ax+by—{—c’ . .

ax+By+y|”

1. (3y—7x+7)dx+(7y—3x+3)dy=0.
2. x4+ y+Dde+ 4x+2y —1)dy=0.
3. Cy+x+1de=Q2x+4y+3)dy.

4, (7y+x+2)dx:(3x+5y+6)dy.

5. @Cx+3y—8dx—(x+y—3)dy=0.

2

6. y’=@—+x——;—l—)§. 7. By—xy =8x—y+4.
8. (x—5y+5)dx+(5x—y--|—1)dy=0.
9, Ox+2y+19y =2x+4+ 6y —18.
10. (9x+21y+3)y’=7x—5y+45
‘11, (8x—|—y—}—25)dx—{—(7x—16y+14.0)dy—0
12, (2x-—4y—l—5)y =x—2y -+ 3.
13. +ax+by =y+ax—b>b Itt a és b sllandé.
14. Xy ' =@2x—y| 1)2
15, x+y+a+02y =2+ a2 Ittaésb slands.
1.  (x—pPy' =@x—yp+ 12 17 G +p)Py' =@+y+ 22
18, Bx—y—1de+ (x—3y-+5)dy=0.
19. '(x+y——1)dx+(2x—|—2y——3)dy=0.
- 20. x—2y—1)dx+ @2x- y+1)dy=0.
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8) Homogén ,,dimenzicju** differencidlegyenletek

L (1—xy)dx—2x2ydy=0. 2. 2y2—3x)dx-+2xydy=0.
3. (32 —3x2y)dx + x*dy = 0. 4, L—-—x2yy +2xy* =0
5. (x+2xy)dy+ @y +3xyY)dx=0.
2
6. (x®2—2y3)dx +3xy*dy =0, 7. yy =a— J; Itt a = allandé.
’ y___1+x2y2 ’—},yj '}i
8 YAy =T . % V=geTtye
’ 1 y=x — (12
12. (x —y)dx —4xydy =0, © 13 2xy? —y)dx+ xdy =0.
14. 2—x2y)dy —2xy*dx = 0. . 15, xy +y=x%
b) Vegyes feladatok | 1. Keressiik azon gorbéket, melyeknél valamely P (x, y)

pontnak az origétél valé tivolsiga ugyanakkora, mint
amekkora darabot a P ponthoz tartozé érint8 2z y tengelybdl lemetsz.

2. Keressiik azon gorbéket, melyeknél valamely P (x,y) ponthoz tartozd szub-
normalis ugyanakkora, mint amekkora darabot a P (x, y) ponthoz tartozé érintd az y
tengelybél kimetsz. '

3. Hatirozzuk meg azokat a gorbéket, amelyeknél az y tengely, az érint és a kezd6-
pontbél az érintési pontba hizott rédiuszvektor kozotti hiromszég egyenldszird
haromszog.

4. Hatarozzuk meg mindazon gorbéket, amelyeknek barmelyik pontjahoz tartozé
érintSje merdleges arra az origdbél kiindulé félsugirra, amelyik az x tengellyel kétszer
akkora szoget zir be, mint a gérbeponthoz tartozé radiuszvektor.

5. Hatarozzuk meg mindazon gorbéket, amelyeknek birmelyik pontjéhoz tartozé
érintdnek az y tengelyen lev8 pontjit a gorbepont x tengelyen levd vetiileti pontjéval
dsszekotve, egy, a gorbeponthoz tartozd radiuszvektorra merdleges egyenest kapunk.

6. Hatirozzuk meg mindazon gorbéket, amelyeknek az y tengellyel valé metszés-
pontjahoz és egy tetszés szerinti P (x, y) pontjdhoz tartozd érintbia § = n abszcisszaji
pontban metszik egymast. A kezdeti feltételek (y, és y;) legyenek adottak.

7. Hatérozzuk meg, hogy egy sik-dombort: optikai lencse domborts oldala milyen
meridiing6rbéjli forgasfeliilet alaki, ha az optikai tengellyel parhuzamosan a sikra es6
fénysugarak a lencse dombort oldalén tdljutva egy ponton mennek keresztiil.



a) HOMOGEN LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET T

3. §. Elsdrendii linedris és erre visszavezethetd differencidlegyenletek

a) Homogén linearis Az Altalanos alak
differencial-
. egyenlet: a(x)y' +bx)y=0
y+g(x)y=20

volna, ha azonban a(x) 72 0 (az a (x) =0 esetet mint a
differencidlegyenlet szempontjibdl érdektelent, kirekeszt-
hetjiik), a(x)-szel végigosztva, a differencidlegyenlet mindig igy irhats:

V' +gx)y=0.
Itt g(x) adott, és az a << x < B intervallumban folytonos fiiggvény. -
Ez a differencidlegyenlet a véiltozdk szétvalasztisival, kvadrataraval megoldhatd.
A viltozdkat szétvilasztva (y o& 0):

dy
2= — g(x) dx,
5 g(x)

és integralva:
1néyl=—fg(x)dx+1n|C| (C#0).

Vagy innen

~

y=C o amax,

A differencidlegyenletnek y'= 0 is megolddsa, mégpedig reguliris (k6zonséges)
megolddsa. Ugy, hogy ha a C =0 esetet is megengedjiik, a differencidlegyenlet
dltaldnos megolddsa :

‘ y=CelEmix

b) Allandé egyiitt-
hat6ji homogén
- linearis differen-

A differencilegyenlet dltalinos megolddsa mindig y= C e
alaki, ahol A a differencidlegyenlethez tartozé, n. karak-

cialegyenlet: | terisztikus egyenlet gyoke:
' y+tay=0 A+a=0,
azaz
A=—a
Tehat az dltaldnos megoldds :
R
y=Ce™
¢) Inhomogén | Az altaldnos alak _
linedris differen-
cidlegyenlet: a@®y’ +bx)y = flx [f(x)=£ 0]
v “,t(%“f) v= volna, ha azonban a(x) 740 (az a(x) =0 esetet mint a
h(x) =0 differencidlegyenlet szempontjabdl érdektelent kirekeszt-

hetjiik), a(x)-szel végigosztva, a differencidlegyenlet min-

y' +8x)y = hx), ’ (h(x) 0],

dig igy irhato:

§
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Itt g(x) és h(x) adott, és az a < x < f intervallumban folytonos fiiggvények.
a) A differencislegyenlet altalinos megoldasa két fiiggvény dsszegeként ad6dik:

- y=Y -+ o
ahol Y az adott differencidlegyenlethez tartozé,
Y +gx)Y=0

homogén linearis differenciilegyenlet ltalinos megoldasa, y, pedig az inhomogén
linearis differencidlegyenletnek egy partikuldris megoldisa.

Az adott differencidlegyenlethez tartozé homogén linearis differenciilegyenlet
iltaldnos megoldisa (az €l6z8 a) pont szerint) :

—{ g0d
Y =CY, = Ce 1=,
(Itt Y, a homogén lineiris differencislegyendetnek egy partikuliris, a C = 1 értékhez
tartozo megoldasa.)

Az inhomogén lineiris differenciilegyenlet y, partikuliris megoldisa az un.
dllandé varidldsénak médszerével szimithat6. E médszer 1ényege abban 4ll, hogy fel-
tessziik azt, hogy y, ugyanolyan szerkezeti, mint Y, csak a benne szereplS C allandét
,,varidljuk®, valtozénak tekintjiik, azaz .

—\ g(x)dx
Yo=Cx) Y, =Cx)e ! .
Ez valéban megoldisa az inhomogén linedris differencilegyenletnek, ha azt x-bemrr
azonosan kielégiti, azaz ha fennall:

Cre VO C g €SP Ol g 6 VO™ = hx),
vagyis, ha
Crye VP _ iy,
Ebbél
dC(x) § gxax
i h(x) e y

vagy integralva:
Ct) = [ heo el ™™ dx.

(Itt integralssi 4lland6t nem kell kifrni, mert Gigyis csak egy partikulris meg-
old4sra van sziikségiink, vagyis feltehetjiik, hogy az integraldsi dlland6 éricke éppen 0.y
Ezzel

Sg(x)dx —-S g(x)ydx

o= hye dx-e

Végeredményben az inhomogén linedris differencislegyenlet dltaldnos meg-
olddsa :

{
sxiex } V~—-5g(x)dx ‘

y = %C -,L‘ h{(x) eX ;wxg ¢ <
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B) Ugyanerre az eredményre jutunk, ha abbdl indulunk ki, hogy az
y' + 2(x)y = h(x)
inhomogén linearis differencislegyenlet ltalinos megoldisa két, egyelére ismeretlen
- fiiggvény szcrzata (mindkettS x-nek a fiiggvénye): )
y=u-v.
Ekkor
y ' =uv' +u'v,
és a differenciilegyenletbe behelyettesitve, lesz:

wv’ +u'v+ g uv = h(x),
vagy atrendezve:
u v +gx)v]+ [va — h(x)]=0.
Ez az egyenlet nyxlvanvaléan x-ben azonosan fennall, ha mindkét tagja kulon
kiilon zérus, azaz ha
v 4 gx)v=0
és
vu — h(x) = 0.
Az els6b8l — az integralasi 4llandét elhagyva —¢

—Sg(x)dx
v=e »

s ha ezt a masodikba behelyettesitjiik, akkor abbél most méir az integralisi illandét is
kiilon kiirvas . .
§ gxrax

‘u=C—|—Jh(x)e dx.

fgy a differencislegyenlet iltalinos megoldasa:

y=u v.= {C + [h( ) e Sg(x) dx e"Sg(x)dx.

d) Atlandé ehgyiitt- Bizonyos speciilis esetekben, ha az y’ 4 ay = h(x),
22:1011‘; ;:a,r‘;;n"' allandé egyiitthatéji inhomogén linearis differenciil-
differencial- ' egyenlet inhomogeneitisit okozé h(x) fiiggvény az alib-
egyenlet specia- biak koziil valamelyik:
lis kiils6 taggal
(megoldas Lhx)=a,x"+a, 171+ ...+ a2+ a, x4 ag,
kisérletezd azaz n-ed fokd polinom,
feltevéssel) ‘

2. h(x) = a, e**, azaz exponencialis fiiggvény,
3. h(x) = a, cos k x, vagy h(x) = a;sink x,
vagy ezek linedris kombinaci6ja, tehit Altaliban

(@, x" + @, x4, @y x® -+ a4y x - aqp) e cos S x, .

G x™ b, g xm L by x2 By X -+ by) eV sindy, x
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alakdi tagok osszege, akkor az 4llandé varidldsinak médszerét elkeriilhetjiik dgy, hogy
az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuliris megoldasit kisérletképpen ugyan-
olyan alakd: fiiggvény alakjiban keressiik (Ansatz), mint amilyen alaki ez az inhomo-
geneitast okozd h(x) fiiggvény, clak hatdrozatlan egyiitthatokat vilasztunk. Ezeket a
hatdrozatlan egyiitthatokat — a differenciilegyenletbe valé behelyettesités és a meg-
feleld tagok egyiitthatéinak sszehasonlitisa alapjan — éppen gy hatirozzuk meg,
hogy a kisérletképpen felvett fiiggvény az inhomogén egyenletet x-ben azonosan kizlé-
gitse.

Megjegyzendd, hogy abban az esetben, ha az inhomogeneitist okozé h(x) fiigg-
vény a hy(x), hy(x), . . . fiiggvények Ssszege, akkor megtehetjiik azt, hogy kiildn-kiilén
meghatirozzuk azon inhomogén linedris differencidlegyenletek egy-egy partikuldris
megoldésit, melyekben az inhomogeneitist okozé fiiggvény rendre h;(x), hs(%), . . .
Az igy nyert megoldasok osszege adja az eredeti differencidlegyenlet egy partikularis
megoldasit.

Ha az el8bb emlitett h,(x), hao(x), . . . fiiggvények egyike, pl. ki, (x) = €, az adott
differenciilegyenlethez tartozé homogén linearis differencidlegyenletnek megoldasa,
akkor az y, = a,, " kisérletez8 feltevés nem vezet célra. Ebben az esetben, a mecha-
nikabél vett analégia alapjan azt mondjuk, hogy ,,rezonancia** 4ll fenn (1. a IV-ben a
példak kbziil a 10-et). Ekkor kisérletképpen az y, = a, x e** fiiggvénnyel prébilkozha-
tunk, vagy a minden esetben célravezet$ 4llandé varidldsinak médszerét alkalmazzuk.

Megjegyezziik még, hogy ha h(x) = a, cos k x, vagy a, sin k x, akior mindkét
esctben az v, = A cos k x - Bsin k x fiiggvénnyel kell probilkoznunk.

) Bernoulli-féle n = 1 vagy h(x) = U esetén a differencidlegyenlet linearis
g‘ff::f;flal' volna, ezért ezt a két esetet kizarjuk. Egyébként g(x) és
y%i o () y = h(x) adott, és az o < x < B intervallumban folytonos fiigg-
= h(z) ¥ : vények.
n#£ 1, h(x)£0 o) Ha feltessziik, hogy y 740, akkor y--nel végigosztva,

lesz:
! X
vagy

yny' i gx) = h(x).
Uj ismeretlen fiigevényt vezetiink be: - ‘

u(x) = [y(x) 77,
ekkor

u=Q1-—-ny "y,
Ezeket behelyettesitve lesz: , ?

1
i=n u’ + g(x) u = h(x).

Ez pedig az u(x) ismeretlen fiiggvényre egy inhomogén linedris differenciil-
egyenlet.
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Mivel ennek az altalinos megoldasa:

n) | g(x) dx (n— 1) \ g(x)dx
| dx% e J R

u= ;C+(1—n)Jh(x)e(l_

ezért az eredeti differenciilegyenlet dltaldnos megolddsa :

.

__1_
! %c + (=m0 —fane dx%l_"'e_s s dx

B) Az y = u - v helyettesitéssel is ugyanerre az eredményre jutunk. (Itt uésvy
x-nek egyelSre ismeretlen fiiggvényei.) Ekkor ugyanis

uv’ + v [ + glul = u® v* h(x).
Ha most
u +uglx)=0,
vagyis :
e—S gle)dx

akkor marad

d_v — h(x) e(l—n)Sg(x)dx.

Ebbdl integralissal
1—n) Sg(x)dx

vin = (1 — ) [ h(x) ¢ dx + C,
és végiil
' 1
— CY1—n _( px
y= {c + (1= n) [ Aoy IO dx§ el
f) Jacobi-féle differencidl- Az itt szerepld 4, B, a, B, a és b egyiitt-
egyenlet: haték megadott allandék. Ez a differencial-

,_ Az + By)y + ax + By egyenlet alkalmas transzforméiciokkal Bernoulli-
" (Ax + By) @ + ax + by féle differencidlegyenletre vezethetS vissza.
: Feltessziik azt, hogy x40, ¢és elosztjuk a

szamlalét és nevezdt x-szel:

| (A+B )y+a+/3—

y:

(A+B—)x+a+b’—'

Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be (mint a homogén fokszamu differencial-
egyenletnél):
E _y)
l;(x) =5

© KozOonséges differenciil egyenletek — 44 231/VII.
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Ekkor, mivel
y=ux é y =ux+u
iesz
{A+Buxu+toa-+pu

rxtu= A+Buyx+a+bu’

és innen .
u,x_q-{—(ﬁ——a)u—buz
T (A+Bwyx-tatbu’

Ha most a két viltozé szerepét felcseréljiik és x-et tekintjiik ismeretlen fiiggvénynek,
u-t pedig fiiggetlen valtozénak, akkor lesz

, _ A+Bux®+(at+bdux
= at+B—au—>buwr °

Ez pedig egy Bernoulli-féle differenciélegyenlet.

Megjegyzend§ még az, hogy ha a szamliléban vagy a nevezdben, vagy esetleg
mindkettSben szerepel még kiilon allandé tag is, akkor alkalmas

x=¢+p
y=m-+g
lineris transzformaciéval az (vagy azok) eltiintethets (eltiintethetSk).

(p és g allandék)

Példdk _
1. Oldjuk meg az

differencilegyenletet.
Ez egy inhomogén linedris differencidlegyenlet.
Az ehhez tartozé homogén linearis differencidlegyenlet:

A viltozékat szétvilasztva és integrilva, ebbdl adédik:
Y=Cx

Az inhomogén lineiris differenciilegyenlet egy partikuldris megolddsit az alland6
varidlisdnak médszerével az

vy, =C(x) x
alakban keressiik. Ekkor

vy = C'(x) x + C.(x).
Behelyettesitve az adott differencidlegyenletbe:

C'(x) x + C(x) — C(x) ; = X%
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azaz
C'(x) = x,
ahonnan
x2
C(x) = § .
Tgy -
x3
Yo = g

és az inhomogén linedris differencidlegyenlet 4ltalinos megolddsas
y=Cx -+ i; (23. 4bra).
Ugyanerre az eredményre jutunk,

ha feltessziik, hogy

y = u(x) v(x).
Ekkor ugyanis

y' ' =u'v + vu,

sigy a diffefenciélegyenletbe behelyette-
sitve, lesz:

u

I__'f a2y
v xl—{—(vu x2) = 0.

Ez az egyenlet nyilvinvaléan x-ben azono-
san fennall, ha

<
I
O
I
(=}

és

238, dbra

vu — x*=0.
Az els8bSl — az integralasi dlland6t elhagyva — 3
V=X,
s ezt a masodikba behelyettesitve:

. xu''— x2=0,
vagy

innen pedig
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Végeredményben az adott differenciilegyenlet iltalanos megoldasas

. . 2
y:—.uv:lc—[—% x=Cx—l—£23.

2. Oldjuk meg az
y —2y=1x%+2esinx
differencilegyenletet.
Ez egy 4llandé egyiitthatsju, inhomogén linedris differencislegyenlet, speciilis
kiils§ taggal.
Az ehhez tartozd

Y —2Y =0
“homogén lineris differencidlegyenlet altalinos megoldisas
Y =Cée>

Az inhomogén linesris differenciilegyenlet egy partikulris megoldasit kisérle-
tez8 feltevéssel keressiik. Feltessziik, hogy

Yyo=axt+bx+c+ Ae*sinx -+ Be*cosx.
Ekkor
yo=2ax+b+ (A—B)e'sinx+ (A B)e*cosx.

Ezeket behelyettesitjitk az adott differencidlegyenletbe:
—2ax®+ 2a—2b)x+(b—2c¢)+(—A—B)e*sinx + (A —B)e*cosx=
=x? 4 2 e sin x.

Ha a kisérletképpen felvett fiiggvény megolddsa a differenciilegyenletnek,
akkor ennek az azonossignak minden x-re fenn kell 4llania. De ez csak tigy lehetséges,
ha a két oldalon a megfeleld egyiitthatok egyenldk, azaz ha

—2a=1,
2a—-2b=0,
b—2¢c=0,
— A —~B=2,
A—~B=0.
Ebbdl viszont:
1
a:—‘g’ .
1 .
b-—"‘:'—'é—,
1
C= — —
A= —1,

B=—1
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Tehdt a keresett partikuliris megoldas:
1

- 1 1 .
Vo = _~x2——x—z—e"smx—e"cosx.

2 2

Végeredményben az adott differenciilegyenlet 4ltalinos megolddsas

1

1 1 .
y=Ce2"—§x2———x—Z—e"smx—e"cosx.

2

3. Oldjuk meg az .
Yy 43y =2e3
differencialegyenletet.

Ez ismét egy alland6 egyiitthatéjt, inhomogén linearis differenciilegyenlet

- specidlis kiils§ taggal.
Az ehhez tartozd
Y +3Y=0

homogén linedris differencidlegyenlet 4ltalinos megoldisas

Y=Ce

Mivel az inhomogeneitist okozéd 2 e—3* fiiggvény lithatéan megold4sa a homo-

gén linedris differenciilegyenletnek, ezért rezonancia esete 4ll fenn,
azt tessziik fel, hogy az inhomogén lineéris differencidlegyenlet egy

oldisa
Yo=axe 3%
alaka. Ekkor lesz

Yo =ae % — 3axe 3,

és a differencislegyenletbe valé behelyettesitéssel:

ae‘a"-3axe‘3"+3axe‘3"=-_‘_2e‘3",

azaz
. . ae 38x =2 e—ax’
ahonnan kévetkezik, hogy
a=2"
kell legyen. Tehat
Yo=2xe"%,

és az adott differencidlegyenlet Altalinos megoldasat

y=(C 4+ 2 x) e—3x,
4. Oldjuk meg az
, 2 1
differencidlegyenletet,
Ez egy Bernoulli-féle differencislegyenlet.
Feltessziik, hogy y 7 0 és y-nal végigosztunks

y 2 1 1

és kisérletképpen
partikuliris meg-
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Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

1
ulx) = -———5
©=p@r
Ekkor

u = —2‘}%,
vagyis ‘

y _ 1,

J_)é = 5 u.

1, 2 1

¥ Tt
vagy

, 2

u ——ll=—'sc—3.

1

u= ?;’x—z + Cx 'y

. 1. g .
és mivel u = —;, nyilvin az eredeti differencislegyenlet 4ltaldnos megoldasas
y

1 1

e 4. Cxt

E 3R 4- C x4,

5. Oldjuk meg az

yo =Ny —x—y
(x—y)x+x+y

differencidlegyenletet.
Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

u(x) = yi_x) .

Ezzel a differencidlegyenlet igy alakul:

(l—u)xu—l-—u
l—wx+14u

xu' +u= ’

vagy
. 1+42u+4u?
e T 0 —yxt+14a’
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A két viltozé szerepét felcseréljiik: x(u) lesz az ismeretlen fiiggvény és u a fiig-

getlen viltozd:
dx__x,__(l—u)jcz—{—(l—l—u)x
e ~ (1 + u)?

?
vagy
A+a?x+0+wx+0—wx2=0,

Ez egy Bernoulli-féle differencislegyenlet. Feltételezziik azt, hogy x40 és végig-
osztunk x2-nel:

! 1
(1+u)2%+(1+u);+(1—u>=0.

Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

xl
= z(u), s ezzel B= z',

=) ,
Behelyettesitve:
A+uw2z -1 +uz=1—un
Ez egy inhomogén linearis differenciilegyenlet. A megfeleld homogén linesris
differencidlegyenlet:
Q+a2Z —Q+a)Z=0.
Ennek az 3ltalinos megoldisa:
Z=C( + u).
Az inhomogén linearis differenciilegyenlet egy partikuléris megoldisat az allandé
varidlisinak modszerével keressiik:
zy,=Cw)- (1 + n)
2 =C'w) (1 + u) + C)
C'w) A +uP+C) L+u:—Cl) 1+a2=1—g,

azaz

, l—ua

C(u) (—1 ¥ u)3 .
Ebbdl
1 1
C(u)_l+u_(f+u)2’
vagyis
1
zp=1— 1—:,_—11 .

Az inhomogén linedris differencislegyenlet 4ltaldnos megoldisa tehit
1 " Cl+u+u
1+u 1+u

z2=C(l+uw+1-—
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fgy
_ l14+u
TC+uE+u’

1
X =—
z

vagy visszairva az eredeti valtozokat:

Cx24+2Cxy+Cy»¥:+xy=x+y
Ebbél y-t kifejezve:

B 1 T T,
Y——x—z—é(X—l)iVm(X—l) +ax

vagy ha '2% helyett k-t irunk, az eredeti differencidlegyenlet 4ltalinos megoldisas

y=—x—hkx—1)+ Vi (x = 2 2k x>

6. Kapcsoljunk egy R (€2) ohmos ellenallast és L (H) énindukciéd tényez8jd tekercset
sorbakotve tartalmazé dramkirbe U, cos ot (volt) valtakozo fesziiltséget. (Itt Uy a
fesziiltség csticsértéke, @ (sec™) a korfrekvencia, mely a

, v (sec—) frekvencidval igy fligg Ossze: @ = 2 mv; és t(sec)
R “

jelenti az idét.) Hatirozzuk meg az 4ramerSsséget (amper)
: az idé fiiggvényében (24. dbra).
Kirchhoff torvénye alapjin:
U, cos cot L di Ri U
— i= ot
24, dbra @ 0 COSOE

Ez egy inhomogén linedris differencidlegyenlet, alland6 egyiitthatokkal, A meg-
feéleld homogén linedris differenciilegyenlet:

dl
La—t- + RI=0.

Ennek az 4ltalinos megoldisa:

R
—i'
I=Ae .

(Itt A az integralasi 4llando.)
Az inhomogén linedris differencidlegyenlet egy partikuléris megoldasat

ip=acos@t+bsinwt
alakban keressiik. Ekkor

diy

i —awsinwt-+bocoswt.

A differencidlegyenletbe behelyettesitve: .
(Rb—aLw)sinot+ (Ra-+bLw) coswt=Uycosmt.
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Mivel ennek minden t-re fenn kell dllania, ezért
—Lwa+Rb=0,
Ra+Leb=U,

Ebbdl viszont
R

°R2+L2c02’

Lo
b=bpira

a=U

Tehit az inhomogén linedris differencidlegyenlet egy partikuldris megoldisas

. R Lo .
lo:Uom COSCl)t"I‘ Uom sin @ t.

Ezt még igy is irhatjuk:

. U, R : Lo . )
1y = COSCOt—*——T_;_—“'SXnmt .
VR? ¥ L2 0* \|R? + L2 w? VR® + L2 ?
Vagy ha bevezetjiik a
Lo
EP="R 5o
R (X5
dsszefiiggéssel a @ szoget (25. abra), akkor
TR
cos (@t — ). 25. dbra

i = -0
¢ VRE¥ L2e?
Az inhomogén linearis differencidlegyenlet dltalinos megoldasa tehat
R
. — 7t U
i=Ae +mcos(mt—cp).

Az A integrélési allandé értékét a kezdeti feltételekbdl lehet meghatirozni, A be-
kapcsolas pillanatiban, azaz a t = 0 iddpillanatban legyen i = 0, Tehdt

— U,
O_A—]—mcos%

vagyis
UyR

TR + L2e? *
fgy a kezdeti feltételeket is kielégitd megoldds:

R
UyR -zt U,
“Rrra® Vtigipa o etTe
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Lithatéan az dramerdsség-id6 fiiggvény két részbbl all: egy az id8ben abszolit érték-
ben monoton csékkend részbél:

R
U,R -zt
TRILEe2
és egy tiszta periodikus részbdl:
TR+ Lﬂ cos (@t — ).

Az elsS rész abszoliit értéke az iddben tigy csdkken, mint az

By
e L =t

exponencidlis fiiggvény. Ez pedig, az + R hanyadostél fiiggéen, gyorsabban vagy las-

sabban, néhany masodperc alatt gyakorlaulag nulldra csékken. Tehat a bekapcsolastél
szdmitott néhiny masodperc milva az dramerdsség szempontjabdl ez a tag gyakorlati-
lag elhanyagolhaté.

Eppen ezért a bekapcsolds utin néhiny misodperctdl szimitva méir csak a miso-
- dik tag lényeges. Ez irja le az dramerdsséget az id§ fiiggvényében, stacionarius alla-
potban:

Istac = VR2 L2 - COS (@t —qp)=1I,cos(wt— @)
by : Ha U, jelentette a feszultseg csticsér-
tékét, I, jelenti az dramer8sség csticsérté-
két. Osszehasonlitva a fesziiltség és a
/ uf staciondrius dramerdsség fiiggvényét,. lit-
E juk, hogy mindkett§ ugyanakkora perié-

J=Jycos(wt-p)  U=U,coscot

/. , dusti koszinuszfiiggvény., Az 4ramerdsség
7ol 5 - i \ ¢ 2zonban @-vel késik a fesziiltséghez képest.
i \ '
w \ : \ @ jelenti a faziseltolds szdgét. Idére atsza-
3 : mitva, az dramerSsség
[} |
.4 ' 1
DO =2
26, dbra mésociperccel késik fazisban a fesziiltséghez
képest (26. dbra).
Ha példaul
a fesziiltség csiicsértéke: U, =500 V;
az Snindukcié tényezdje: L =0,0858 H;
_ az ohmos ellenallis: R =343 Q;
a frekvencia: v = 50/sec:
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akkor
a korfrekvenciat o = 2mxv=314/sec;
az dramkor induktiv ellenilldsa )
(reaktancijja): Lo = 26,9 Q;
az 4ramkor latszélagos ellenslldsa o
(impedanciéja): Z =R+ L2a®= 27,11 Q;
a staciondrius dramerdsség csics- U ;
értéke: ' I, = -29 = 18,44 A;
. N oL o 4o
a fiziseltolds szdge: ¢ = Arctg = A3 1,45 = 82°43';

a stacionirius iramer8sség fizisinak
a fesziiltséghez viszonyitott P
késése, id8ben: t = P ~ 0,0046 sec.

Mivel az R ariny igen nagy:

L ¥
R
z“ == 40,
ezért az dramer8sség elenyészd része:
R .
U,R -t
TR IS
igen gyorsan tart a 0-hoz. ¢t = 0-nél az értéke 18,16 A; ¢ = 0,1 sec-nél ez a kezdeti

érték kb. 0,33 A-re, 0,15 sec-nil pedig méir kb. 0,045 A-re csdkken, tgyhogy ettSl
kezdve gyakorlatilag mar csak az dramerdsség staciondrius része jatszik szerepet. Néhiny
valtakozas utdn tehit bedll

a stacionérius allapot (27. J
ibra).

7. Vizsgiljuk valamely
radioaktiv elem bomldsdt (1.
még az I. 1. § 12, példat).
Ha feltessziik, hogy
minden radioaktiv atomra
nézve van egy bizonyos
valészintisége annak, hogy
az atommag egy masodperc
alatt felbomlik, s hogy
ez a valdszinliség  allando,
ugyanakkora az adott elem
Osszes atomjaira nézve,
akkor a radioaktiv bomlis
torvényét kdnnyen meg tud- 27. dbra
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juk hatirozni. Jel6ljitk ezt a bomlasi valészintiséget A-val. Tehit a rendelkezésre 4116
N szidmd radioaktiv atom koziil egy méasodperc alatt felbomlik A N szdmi1 atom. Mis-

. dN .
részt az adott elem atomjai sziminak csokkenése az idGegységben: — & Tehat
fennall

dN
7 A N.

Innen a viltoz6k szétvalasztisa és integrilis utin adédiks.
N = Nye ™™,

Az N, integrilisi dllandé jelenti a ¢ = 0 1d8pontban lev8 radioaktiv atomok
szamat.

A bomlisi sebességet A helyett inkdbb a T felezési id6vel szokés jellemezni. Ez
azt az idét jelenti, ami alatt az aktiv atomok szdma felére csokken. A és T kdzott — a
bomlési torvény alapjin — kénnyt Ssszefiiggést talélni. A felezési id§ elteltével ugyanis,
azaz amikor t = T, :

N
N = 2—" R
azaz
N _1_ .
N, 2
Ebbél viszont
—ln2=—AT,
azaz
In2 0,693
| T=y ™5
vagy
A = l_n;?, ~ 0,693

T T °

Az imént levezetett bomldsi torvény szerint bomlik fel valamely, a t = 0 ids-
pontban N, szimd atomot tartalmazé, radioaktiv elembdl 4ll6 test. ¢ miésodperc
milva IV = N, e~*t atom marad az eredeti elembél. Feltehet, hogy a bomlis ered-
ményeként keletkez8 elem maga is radioaktiv, tehat valamely A, bomlasi 4llandéval
jellemezhetS bomldsnak van alivetve. Ha m(¢) jelenti 2 misodik elem ¢ id8pontban
lev8 atomjainak szamat, akkor ebbdl a misodik elembd! minden masodpercben A, m
szdmy elem bomlik fel. fgy fennall:

(2—’:1=7\N—}\1m =ANye ™ —A,m,
vagyis
dm

I + A m=ANye ™,
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Ez az m(t) ismeretlen fiiggvényre vonatkozéan egy inhomogén linesris differen-
cidlegyenlet, allandé egyiitthatokkal. A hozzatartozé homogén linearis differenciil-
egyenlet: .

M
MM =0

Ennek az altalinos megoldisa:
M = Ce Mt
Az inhomogén linedris differencidlegyenlet egy partikulris megolddsit (A, £ A)

my=Ae M
alakban keressiik, Ekkor

dmy, e
T = —AAeM,

és a differenciz'\legyenletbe behelyettesitve:
(—AA 47 A)eM=AN,e M,
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy
A, —A)A=AN,,

azaz
AN,
A= A
fgy az i_nhomogé’n linedris differencidlegyenlet egy partikuliris megoldsas
AN, .
SR vy S S

és az altalinos megoldés:

m= A e"M 4. CeMt,

A, —A
Haat=0 id6pontBan -m = 0, akkor
' AN,
: C=-x-x’
és igy az ehhez a kezdeti feltételhez tartozé partikuliris megoldés:
—_— A No ~— At —A, t
)\;TX (e — € 1 ).

Ha példaul a kiindulé anyag N, = 10° atomot tartalmazé ridium, amelynek
felezési ideje T = 1580 év, mellyel ’
0,693

3
A 1580 - 365 - 86 400

~1,4-10-1;
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a ridium bomlisival ridiumemanicié keletkezik, melynek felezési ideje T, = 3,82
nap, mellyel :

Aony 0,693
177 382 86 400

A5 2,1 - 10-6;

akkor t = 1 nap = 86 400 masodperc mulva lesz

141071108
M= 51.10-6— L,4.10-1

(8_1’\4 + 86400« 107" _ 5,—2,1 . 86400 . 10“)%

7 6,043 - 0,1649 ~¥ 1 atom radiumemanécié.

Feladatok
a) gﬁ‘adl;ottgg l ) Linedris differencidlegyenletek
2y
1. " — = x3 2, ' — = 1)3,
y —xy Y- i3 (x+1)

3, gy _xt1

Itt a = allandé.
X X

4, x (I —x¥)dy + (2x2 —Dydx=a x3 dx. Itt a = allandé.

_ xydx adx o
5. dy R R g Itt a = éllandé.

. 1.,
6. y' cosx 4 ysinx =1 1 6y'+ycosx=2—sm2x.

8. y — % y =e*xn Itt n = illandé.

9, y' 4+ ;l y= xgn. Itt a és n megadott allandék.
, -2
10. y +y=e* : 11. y' +.1 P xy=1.
12, xy  — 1+ x)y=x>—x% 13. xy —y=x*+1.
14 xy' +y=xln|x|. 15. x4+ 1)y —y=3xt4 423
16. x+a)y' —xy=a Itt a = allandé.
17. 1—x)y —xy=0L 18. I—-x)y —y=1—x%
19. (1—|—x2)y’+xyv:3x3. 20. Cxy +»Vl+x=1+2x
21, /1422y +y=2x 22. 2x(x—1y' +C@x—1)y=nx

23, By +xy=x2+4+x+1L
24, 2>+ x4+ 1)y +C@x+1Dy=8x2+1
25, x> —1)y" —xy = x2



26.
21.

28.
29.
30.
31.
33,
34.

35.

37.

39,
41.

43.

45,

47.
48.
49,
51.
53.
55.

57,
59,

61.
63.
65.
67.

68.

69.
70.

71.

FELADATOK. a) GYAKORLO

x(I—=x)y" +@2x2—1)y=2x3— x5,

QI+x)y' +2xy=1tgx

20 -2y —U+xy=/T—%

2(1—x)y —y=4x)1 —x

T+2y +0+x00+x)y=2x

xy' +2y=sinx.
vy +ytgx=sin2x

32

y'sinx-cos®x -+ ycos2x-costx=1

1 .
y'+ycosx=—2—sm2x.

y —y=x-+sinx

Y +2y=x*+3chux
y' 4 y th x = 6 2,

y' cos x — 3y sin x = ctg x.

1
"tg x =sin 3 . .
vitgx+y=sin x+sm2x

36.

38,

40,
42,

44.

46.

FELADATOK 85

y'cosx+ysinx —cos2x =0

y'sin x — y cos x *= e¥ sin? x,

1
cos2x ’

w .
gy =ytg2x+1+4

yecosx4ysinx=14tgx.
y'sinx — ytgx = tg x — tgix.

, . 2
y' + - '}; =2ctg?x-cos2x.
sSmz x
N , 1
yetgx —y= ——— 4+ cos2ux

sin 2x

(1 —x)y 4+ xy==xarcsinx + (1 — x) J1T — 2
x(I+x)y +A—=x—x)y=(~1+x @x—1).

xy' + 2y = x4, 50. (1+y)dx—(y+y+y%)dy=0
v —y=e 52, xy'+2y=3nx

vdx + 2x—3y)dy = 0. 54 ydx=(2x+2yYdy.

xdy = (x® — y) dx. 56. (x4 1)2y'4+3(x+1)y=2.
y'tgx—2ypy=2a. Itt a=4llandé. 58. xy'4+ (2x+x)y=1
x*dy=(4—3x—3xy)dx 60. xy’—l—y(xctg.;c—f—l)zctgx.
y(y—l)d.r+(x—y2)dy=0. 62. y?Pdx = (3 — 2xy)ady.
cosy-dx+ (x +siny—1)dy =0. 64, (1 —2xy)dy= (3> — Ddx
0?P—6x)y +2y=0. 66. (x—2xy—))y +y*=0.
xy' +2y=3ux Kezdeti feltétel: y (0) = 0.

Y’ =y cos x = sin x - cos x. Kezdeti feltétel: y (0) = 1,

I—=—x)y +xy=1, Kezdeti feltétel: y (0) = 1,

p + X2y = x% Kezdeti feltétel: y (2) = 1.

y +iﬁ +ex=0. Kezdeti feltétel: y (1) = 0,



96

72.
74,
76.
78.
79.
80.

y+y=e*
y'+2y=x26’°.

y' — 2y = ¥ cos x — e sinx.
y —By=2xeé"x

y +3y=xre
y —y = x>e*cos X,

B) Bernoulli-féle differenqidlegyenletek

1.

2.

4.
5.
6.
7.

8.

10,

i2.
14.

16.

18.
20.
22,
24.
| 26.
28,

29,

L

LA .}i —_ x3 4
y *x y
wnk

73.

75.
1.

y' +"£ =ay?lnx. Itt @ = allandé. 3.

A—x)y —xy=ax)y’ Itta= allandé.
Itt a = allandé.

32y —ay =x+1
(yInx — 1)y dx = x dy.
y — y' cos x = y* (1 — sin x) cos x.

R A
Y=o 5 x2 y°.

2x8 —1
y
L+ y +xy==xy
xy +y=yn|x|
2y +xy+y=0

y’ cos x + ysin x 4 y* = 0.

2xy' —y=

21+ )y +2x—3x2 4 y2=0.

2y —y =2xyp.
ydx = x(xy — 1) dy.
@2xy*—yp)dx+2xdy=0.

2cosy - dx — (xsiny — x%) dy = 0.

v) @;éi-féle dijzerencidlegyenletek

,_abc+y)y—x—3y
ax+y)x+2y

9.

11.

13.

15.

17.

19.
21
23.
25.

27

30.

I. 3. §&. ELSORENDU LINEARIS ES ERRE VISSZAVEZETHETO DIFF.-EGYENLETEK

y' —4y=xsinx

y +8y=e3sinx
y —4y=x3—x

Itt n pozitiv egész szam.

y + xy=x3y%

xy =4y —4\y.

xy' =y-+2xy%

By =2x2y 4y

xy' +y=xy%

3xy' —2y=1xyh

y 2y =2xy

xdy + (xy—y—y)dx=0.
ydx + (x2y* — 3x) dy = 0.

(3 — xy) dx + x*dy = 0.
(x®—1)dy—y 2x—3y)dx=0.

xy' +y=yIlnx

Itt a = 4llandé.
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,  +y—Dly—x+y—1

2. = . .
x+y—Dx+x—y—1
3 y=AQ+y+Dy+x—y+1,
x+y+hHx—x+y—1
4 yu=@+y+my—x—3y—2
x+y+Dx—x+y+2
5 , (@x+5y)y+14x+13y+6
’ T (Tx+byx—4x—5y—3°
6 ,_BGx+y)y—Tx+8y—5
) 5(x+y)x+Tx—8y
1. =y +x—1
k—»x—y+1°
b) Vegyes feladatok | 1. Hatirozzuk meg azt a gdrbét, amelynél az x = 0,

'y =0, x = £ egyenesek és a gorbe kozé zirt idom saly-

pontjanak abszcisszdja egyenls i &-vel.

2. A 2xy —y=15x® differencidlegyenlet integrilgbrbéi koziil hatirozzuk meg
azt, amelyiknek az x = 1 abszcisszajii pontjdban az érintSmeredeksége 1.

3. Hatirozzuk meg mindazon gorbéket, melyeknél a (0,0) és (x,y) pontokhoz

£ i , . 2 2
tartozd érintSk metszespontja a 13— X, § y' pont.

4. - Egy gorbét a kovetkezd érintSszerkesztés jellemez: a P (x, y) pontbeli érintSt
megkapjuk, haa (2 x, 0) pontot P-vel dsszekdtjiik. Hatirozzuk meg a gdrbe egyenletét.

5. Egy gorbe P (x, y) pontjanak abszcisszajat osszuk fel n egyenld részre és kdssiik
ssze a gorbepontot a legkdzelebbi osztisponttal. Mi a gorbe egyenlete, ha az el6bbi
szerkesztéssel kapott egyenes a gdrbe érintSje? -

6. Az (x, ) sikban adva van az x = a, y = 0 rdgzitett pont. Ha ezen a ponton
ketesztiil egy parhuzamos egyenest hizunk egy gorbe tetszSleges érintdjével, akkor a
koordinata-tengelyek és ezen egyenes altal bezirt hiromszog teriilete egyenld annak a
derékszdgti négyszognek a teriiletével, amelynek két merdleges oldala a gorbe kivalasz-
tott pontjanak két koordinitdja. Mi a gorbe egyenlete?

7. A gorbe P (x, y) pontjihoz tartozé normalis N pontban metszi az x tengelyt.
Mely gorbéknél lesz a PN tavolsdg felez8pontja az y* = a x paraboldn?

8. A gérbe P (x,y) pontidhoz tartozd érintd T pontban metszi az y tengelyt.
A P vetiilete az x tengelyen Q, O a koordinata-rendszer kezddpontja. Mely gorbéknél
lesz az OQPT trapéz teriilete a2

9, Mely gérbénél metsz le az érint8 az y tengelybdl k x™ y» darabot?

7 Kozonséges differencidl egyenletek — 44 231/VII.
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10. Hatirozzuk meg azt a gorbét, amelynél az érintdnek az érintési pont és az
x tengely kozotti szakasza a (0,1) pontbdl 45°-os szog alatt lithato.

11. Egy C (farad) kapacitdst kondenzitort egy R(Q) tiszta ohmos ellenallassal
sorbakdtve, rakapcsclunk egy U (volt) fesziiltségd dramforrisra. A Q (coulomb) toltést
a t (sec) iddpontban a

dQ , Q _
RI_FE—I\J

differenciilegyenlet hatirozza meg. Ha a ¢ = 0 idSpontban Q = 0, hatirozzuk meg
a toltést az id6 fuggvényében, feltételezve azt, hogy U = éllandé.

12. Az elgz8 feladat, feltételezve, hogy U = U, sin @ t. Mekkora az dramerdsség
a t idSpontban? S :

13. A 7. kidolgozott példa alapjan hatirozzuk meg azt, hogy hiny ridiumemanicié
atom lesz 1 nap milva, ha kiinduliskor volt 500 000 atom radium és 500 000 atom
emanici6?

14. Hiny atom radiumemanicié lesz 1 nap milva, ha kiindulaskor volt 10¢ atom
emanicié és nem volt egyetlen egy atom radium sem?

15. Az 1626 két példa adatait alapul véve, hatirozzuk meg azt, hogy ,végtelen
hossz(i* id6 elteltével hiny atom emandcié lesz?

4. §. Riccati-féle differencidlegyenlet

a) Specialis Itt a tetszSleges valds szém lehet, ezért az x > 0 félsikra
Riccati-féle fogunk szoritkozni. Feltehetjiikk tovibbi, hogy a 740 és
differencial- b=~ 0. a specidlis értékei mellett ez a differencidlegyenlet
egyenletek: s . : . P

: \ elemi uton integrilhatd, a megoldas zirt alakban el&illit-
y tay' =ba haté. Kimutathaté, hogy az alibb felsorolt esetektdl eltérd

\

o értékek esetén a differencidlegyenlet megoldisa nem
allithatd el§ zart alakban, elemi fiiggvények segitségével (Liouville), Ez esetben 2
megoldis Bessel-fiiggvényekkel kifejezhetd. '

a) a = 0. A differencidlegyenlet ez esetben

_ y=b—ay
alakdi. Ez pedig a vdltozok szétvdlasztdsdval integralhaté,
B) o= —2. A differencidlegyenlet ez esetben
, b
ytayi=;

alakd. Szoritkozzunk az (x,y) sik valamelyik negyedére, példdul az x >0,y >0
siknegyedre. Ekkor a

z(x) =

B
y(x)
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4 ismeretlen fiiggvény bevezetésével a

z)2

zZ’=a—1b

homogén (fokszdmu) differencidlegyenletre jutunk, amelynek a z > 0, x > 0 tartominy-
hoz tartoz6 minden megoldasa egy, az (x, y) sik elbb emlitett tartomanyahoz tartozé
olyan y = y(x) fiiggvényt hatiroz meg, mely az eredeti differencislegyenletnek a
megoldasa. .

Megjegyzés. 1. Az

alakd, specidlis Riccati-féle differencislegyenlet ugy is tirgyalhaté, mint homogén
»dimenzioja* differencislegyenlet. Ha ugyanis x és dx dimenziéjaul 1-et, y és dy
dimenzi6jaul pedig (—1)-et valasztjuk, akkor a differenciilegyenlet valamennyi tagja
azonosan (—2) dimenzij. fgy i ismeretlen fiiggvényként bevezetjiik a
v(x) = x* y(x)
fiiggvényt. Ezzel a differencidlegyenlet az
xv'+arr—p—56=0
szétvalaszthat6é viltozdji differenciélegyenletre redukalédik.
2. Az

, b
yot+ay =

alakdi, specialis Riccati-féle différenciélegyenletnek mindig van legalébb egy
k+

}’1=;

alakii partikuldris megolddsa (k = 4lland6). Ha ugyanis ezt behelyettesitjiik a differen-
cidlegyenletbe, a kovetkez8t kapjuk:

;lz(akz—k—b)=0.

Minthogy ennek az egyenl8ségnek x-ben identikusan teljesiilnie kell, az csak ugy lehet-
séges, ha
alk?! —k—5b=0,
ahonnan
- 14+ Y1+ 4abd
=g

Egy partikuliris megold4s ismeretében azutin az dltaldnos megoldds

k

y=y-+z
- alakban kereshetd (1. a b) &) pontot).
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4n " P . 8 12
'Y) a = — z—nil , ahol n pozitiv egesz, tehit o a —4, — § s T 5 ’
16 2 . .
- = ~9(-) , ... sorozat valamelyiE eleme. Szoritkozzunk ismét az x >0 fél-

sikra. A differencidlegyenlet ez esetben n szama 1épés utin az a = 0 esetre redukdlhato.
Ha ugyanis az
2 1 1

1 ~gis, 1 ~ag
y__:;u a+3+5u a.+3’ x=ua+3

transzformaciéval bevezetjiikk az u és v valtozokat, akkor mivel

P (A Oyydu
YV = ax " \ov du bu)dx
dv 1 a9 _.3 3 __2_
—_— ¢ — . 243 . a+3 - . a+8
du v2(a—|—3)u vu _azu
és
N R WL BN
y =2 u +EZ u _ +;«u ’
a differenciilegyenletbe valé behelyettesitéssel lesz:
Ca .8 2 4
dv 1 2 -% 1 —573 a Tais
—@—-?(a+3)u“+3—41~)—u k3_&_u +3+v_2u +3
2 3 a
1 33, 2 -~ P
+og TPy FI oyt
‘a " :

vagy az Gsszevondsokat és egyszerisitéseket végrehajtva:

_a+4
@-l- b =2 4
du " o+ 3 a-+ 3

Ez a differencidlegyenlet az eredetivel azonos tipushoz tartozik, és mivel,

4n 4
a4 EIES . 4(n—1)
a+8" " 4n |, T 2a—DH -1’
_2n—1+3

lathatd, hogy a fiiggetlen valtozo kitevSje a sorozatban eggyel elébb 4ll, mint az eredeti

differencialegyenletben szerepl§ o. Ha most ugyanezt a transzformdciot n-szer meg-
ismételjiik, n lépésben a = 0O-ra jutunk, >
Mive!l a transzformici6 szerint

P = —
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‘ 1. . .
ezért az x > 0 félsiknak vagy az xy = " hiperbola feletti, vagy alatti részére kell

szoritkoznunk.
Minden egyes djabb transzformaaonal kiilon meg kell vizsgalnunk, hogy az
(x, ») sik melyik résztartominyira szabad szoritkoznunk.

. 4(—n) 4n 4
) a=— m)———l i Y | s ahol n pozmv egész, tehita a — 3
8 12 16 20

sorozat valamelyik eleme. Szoritkozzunk ismét

5 T T9r T
az x >0, y > 0 siknegyedre. A d1fferenc1alegyenlet ismét n szima lépés utin az
o = 0 esetre redukdlhato.
Ha ugyanis az
, 1 _ 1
— a1
«F1r X=u

uzv—l-Tu

transzformécidval bevezetjiik az u és v valtozékat, akkor mivel

y:

L_dy av dv 9y du
V=% T | du auldx
at2
1 dv a1 Py
= g 2u2(—lg+2uv+—%—~t(a—}—l)u+l
vy 4 —— uJ
b
és
1
y2= »
1 2!
o3y
a differencidlegyenletbe valé behelyettesitéssel lesz:
3a+44 2a + 3 o+ 2
1 dv a4+ 1)2 15
prgy %(a—f—l)—vu L2 @4+ Doa*t?t 4 (—j--—) u +]+a§ =
w2y -+ u
b
— bu_ a-+1
vagy
Sa+4 g o i
(a —I-l)iv a8 —{—2(ot—|—1)vu"L+1 (a_—}—l) “+1—}—a—-
3a 44 a+2 ‘2a+3

=br2u

ey ok _;1_)2 4 2@+ Doutt?

L
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vagy az Osszevonasokat és egyszertisitéseket is végrehajtva:

32+ 4
dv b o a T a1

i a+1’ T T afl

Ez a differencislegyenlet az eredetivel azonos tipushoz tartozik, és mivel

lan L,

3a+4 2n+ 1 _ —4dn+4 4[—(n—1]

a+1 7~ 4n :“":.ﬂﬁ_"z[—(n—l)]—l'
2n+1

1athatd, hogy a fiiggetlen valtozo kitevSje a sorozatban eggyel elébb 4ll, mint az eredeti
differencislegyenletben szereplS a. Ha most ugyanezt a transzformdciét n-szer meg-
ismételjiik, n lépésben a = 0-ra jutunk.

Minden egyes transzformaciénil kiilon meg kell vizsgilnunk, hogy az (x, y) sik
melyik résztartoményéra kell szoritkoznunk.

b) Az altalanos Az itt szerepld f(x), g(x) és h(x) fiiggvények az a < x << b

g}&‘gﬁ;ﬁ?ﬁ_ intervallumban adott és folytonos fiiggvények. Ha speciali-
egyenlet: san f(x) =0, akkor a differencidlegyenlet linedris, s ha
¥ = f(x) y* + h(x) = 0, akkor a differencidlegyenlet Bernoulli-féle diffe-

rencidlegyenlet. .
to@yth@ Az 3ltalinos Riccati-féle differencidlegyenlet meg-
oldésa ditaldban nem fejezhetd ki kvadraturdkkal. Ha azon-
ban ismeretes a differenciilegyenletnek legalabb egy partikularis megoldasa, akkor az
iltalanos megoldds koénnyen meghatirozhaté. Miel6tt azonban az erre vonatkozd
részleteket ismertetnénk, eldbb felsoroljuk a Riccati-féle differencidlegyenlet néhany
nevezetes tulajdonsigat.

a) A Riccati-féle differencidlegyenlet megtartja alakjt:
1. A fiiggetlen viltozd tetszlleges

x = @)
transzformacibja esetén. Itt ¢ differencidlhat6 fiiggvényt jelent.
2. A fiiggd véltoz6 tetszSleges

_ a(x) v 4 p(x)
y(x) v + 0(x)

lineiris tort transzformicibja esetén. Itt o, B, v és 0 az x-nek tetszSleges differencial-
haté fiiggvényei, melyek az a < x < b intervallumban az ad — gy 70 feltételt
kielégitik.
B) Az
1

y = ]T(;C)— v(x)
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transzformaci6val, ahol csak f(x) # 0, és differencilhatd, a fiigg8 valtozé négyzetének
egyiitthatéja 1-gyel egyenl@vé tehetS:

Loy (’}((;;) + £09» + 10 hGo

) Anélkiil, hogy a fiiggetlen valtozé négyzetének egyiitthatéjit megviltoztat-
nok, a fiiggd valtozd elsS hatvinyanak egyiitthat6jit zérussa lehet tenni, Ha ugyanis az

£
2 fx)

transzformiciét alkalmazzuk, feltételezve azt, hogy f(x) £ 0 és f(x), g(x) differencisl-
hat6 fiiggvények, eredeti differencidlegyenletiink a kdvetkezd alakba megy 4t:

v __ o HX)g') —f(x)glx) [gx)]
R T ) afeo T RO -
A ) és ) alatt emlitett transzformacidk kombindiciéjival, a Riccati-féle diffe-
rencidlegyenlet mindig visszavezethet a kovetkezd alakra:

y' =3+ R(x).

0) Ha az (a, b) intervallumban g(x) és h(x) folytonos és f(x) differenciilhato,
akkor a Riccati-féle differencidlegyenlet valamennyi, az adott intervallumhoz tartozéd
partikularis megoldisa az

y=v(x) —

~\ f(x)ydx
u(x) = e ]

transzformaciéval az .
fO) u” — (f'(x) + f(x) g(0) u’ + (f(x))2 h(x) u =0

mésodrend(i homogén lineiris differencislegyenlet egy megoldisst hatirozza meg,
— és megforditva.

Ha specidlisan f(x) = — a 5%~ 0, g(x) = 0, h(x) = b x* (I. az a) pontban tirgyalt
specidlis Riccati-féle differencilegyenletet), akkor a hozzirendelhetd mésodrend(i
homogén linedris differencialegyenlet:

u'=abxiu

e) Ha a Riccati-féle differencidlegyenletnek y = y,(x) partikuldris megolddsa
ismeretes, akkor az dltaldnos megolddst

y(x) = pi(x) 4 2(x)

alakban keresve, a z(x) ismeretlen fiiggvényre egy Bernoulli-féle differencislegyeniet
adédik, -amely linedrisra valé visszavezetéssel kvadratirikkal megoldhato.
Ha ugyanis y = y,(x)-re fennall az

y1=f(x) i + g(x) y1 -+ h(x),
azonossag, akkor az y = y, + z transzformiciéval adédik, hogy
z' = f(x) 2% + (2 f(x) y1(x) + g(x)) 2.
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Ebbd! a.

transzforméaciéval az”
u + @)y (x) + g))u= — f(x)

elsérend{i inhomogén linedris differenciilegyenlet adédik. Ennek az 4ltalinos meg-
oldasa:

ulx) =Ce

—§ (210 ysx) + g(0)) dx e—S (2 f0 y20) -+ g0)) dx J {(2 7 110 + ) dx

f(x) e dx,

vagy réviden:
u(x) = C @p(x) + p(x).

Igy tehat az eredeti differencidlegyenlet ltalinos megoldésa:

_ 1 _ Cyi®) ex) +yl0) plx) +- 1
Y=rt Cot fpe Cod +oe

Eszerint a Riccati-féle differencislegyenlet dltalinos megoldasa a C integralasi 4llando-
nak lineéris tort fiiggvénye.
Megforditva is igaz: Ha egy differencidlegyenlet 4ltalinos megoldisa a C integ-
raldsi allandénak linearis tort fiiggvénye, akkor az Riccati-féle differencidlegyenlet.
Megjegyzés. Ha y(x) a Riccati-féle differencidlegyenlet egy partikularis
megoldéasa, akkor az

%) = pa(x) + 1-1%5

transzformacidval a differencia’.legyenlet Atmegy egy inhomogén linedris differenciil-
egyenletbe, melyben u(x) az ismeretlen fiiggvény.

{) Haismeretes a Riccati-féle differenciilegyenletnek két partikuliris megoldasa:
y1(x) és y,(x), akkor az el8z8 pontban emlitett transzformiciéval kapott

| @' + (20 yi + ) 2 = — f(®)
inhomogén lineiris differencidlegyenletnek egy partikuldris megoldédsas

I 1

T ye—w
Tehat
—\ (270 »i(x) + g(x)) ax 1
u(x) =Ce ! -,
Yo(x) — y1(x)

7) Ha ismeretes a Riccati-féle differencidlegyenletnek hirom partikuliris meg-

oldisa: y;(x), ya(x) és ys(x), akkor az dltaldnos megoldds — kvadratira nélkiil — azon-
nal felirhatd:

Y—=JV2 Y3s— )2
Y—r1i YVs—n
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Ebbdl kovetkezik, hogy ha y, is megeldas, akkor

Ys— Y2 Vs — Vo
A SRR A NS A NN 4 o }
Ya—V1 YVs— N

azaz, a Riccati-féle differencidlegyenlet négy tetszéleges partikuldris megoldasinak
kettds viszonya allandé. '

1. Oldjuk meg az
, 1
Y +2yt= =z *
differencidlegyenletet,

* A feladatot hirom kiilénbéz8 titon fogjuk megoldani,
a) Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

z(x)

_ 1
Ty "

Ezzel a differencidlegyenlet a kdvetkezd alakot oltis
z 2
y ~] —2=0.
Z+ "x ’

Ez pedig egy homogén (fokszimt) differenciélégyenlet. Ismét 4j ismeretlen
fiiggvényt vezetiink be: _

u(x) = Z—SQ .

Ezzel a differencidlegyenlet a kdvetkez8képpen alakuls

u'x+uwtdu—2=0,

vagy
12 9
! ——I —_ — = U,
u'x -+ (u - 2/ 4 0
A valtozdkat szétvalasztjuk:
du ' dx
I
(" Tl T4
vagy
du 9 dx

T:le*“ﬁz x -
3973
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Ez igy is irhat6:

du du 9 dx
2 2 sty =%
273 3oty
vagy
du du dx
a—1 afat3x =0
Ezt integralva, adédik:
u—1
In| 2 2x3'—ln icil,
vagy
u—1
m xs = C]_a
_ Ebbél
x4 2G
T -0’
. z ,
vagy, mivel u = P ezért
_ 420
T =C
. 1
és mivel z = ; , azért
_X¥—=C
Y= Xdrecy’
vagy ha még az integraldsi alland6 C, = é , akkor végeredményben
_ G -1
Y= Catrexe

b). A differenciilegyenlet homogén ,,dimenzi6ju*: Ha x és dx dimenziéia 1, y
és dy dimenzidja pedig —1, akkor mindegyik tag dimenziéja —2. Uj ismeretlen fiigg-
vényt vezetiink be:

v(x) = x - y(x).

Ezzel a differenciilegyenlet igy alakul:

xv' +21—pv—1=0,
vagy

. 5 20 _9
xv +lV2v—-VZ~] —g=0
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A viltozdkat szétvilasztiuk:

dv dx
EF o tx Y
‘W’”Z'“g
vagy .
dv 9 dx
i1 T =0
57 3
Ez igy is irhat6:
. dv dv 9 dx
4 4 1 L2 tgx ="
3”73 3’3
vagy
T TN
v+ =
Ezt integrilva, kapjuk:
20— 2 {
ln gfrlgal ln C]_I,
vagy
29 —2
5511 x* = Cy.
Ebbdl
2%+ C,
2x3—-2C, "’
vagy, mivel v = xy, ezért :
2x® + C

Y= amaCx?

vagy ha még az integrilasi allandé C; helyett C = — g— , akkor végeredményben:
. 1

_Cx*—1
Y= cxa +2x°
¢) Keressiik a differencidlegyenlet egy partikularis megoldisat
_k
Y=%

alakban.
Ekkor k-ra a kévetkezd miasodfokil egyenletet kapjuks

2K —k—1=0,
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ahonnan

-

l\:}[h—l

Tehit az adott differencidlegyenlet két partikuldris megoldasas

1 1
=z €S V2= gy
Az Altalinos megoldast
11
y = X -+ Z
alakban keressiik. Ekkor, mivel
, 1
V=T eTa
és
pol 12
2w xu’
lesz: Cl
u — :— u=2,

Ennek egy partikuldris megoldisa:
1 2 ‘
Yo— WM 3

U, =

tehat az altalinos megoldasa:
_ Cxt+2x
3

.

Visszatérve az eredeti valtozokra, az adott differencidlegyenlet dltalinos megoldasa

13
Y=y T Cxirex’

vagyis
_Cxr—1
y L Cxt+2x”
2 Oldjuk meg az
, 1
v +ay=4
differencidlegyenletet (x =& 0).
Az
— l_ 2 + 1_ = 1 . - 1
y=,u4gw  x=,5 0 xyFg
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transzformdaciéval 4j viltozatokat vezetiink be. Ekkor

dv 1 2 1
= L gt T — 2
y dn vzu vu 4
és ’
1 1 1
2_—:— 4 g2 . 6.
LR L T P
* Ezeket behelyettesitve: .
dv 1 2 1, 4 ., 1 2
a L o4 _ .8 e T o4 Lo “ 3 .4
in v‘-’u vu 411 —]—vzu —|—4u—|—vu ut,
vagy

dv
e — 2 =0.
du—|—4 v 0

Ebben a differencidlegyenletben mar a véltozok szétvilaszthatoks.
dv

vagy
dv dv
T 4 4du=0,
/ . R + ) X -+ du 0
Integralva, adédik:
2
ln‘fz;l_—: +4u=1n|C|;
vagy , :
- 240
[ —4u
. 5T Ce .
Ebbd)
b 2 Ce 21
T " Ce 41’
Visszairva az eredeti valtozoékat, a
B 4 1
e R

inverz transziormicid alapjin:

_ 4 —g Ce .
x(dxy —1) _4 !
Ce "1
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vagy ebbdl y-t kifejezve:
4
Ce "(24+20+2-x
y = ‘g - .
4Cx2e *—4x?
Ez a differencislegyenlet 4ltalinos megoldasa.
3, Oldjuk meg az

4
y +9y2=x"2
differenciilegyenletet (x 5% 0).
Az .
1
y = --— 1 » X = u:’
wv — g

transzformaciéval 1ij valtozokat vezetiink be. Ekkor

, 1 ldw 21,11
y—(z 1)2 3@ 3’ Tow
ulv —
3
és
1
y2__ K 2 *
lu%——u}
Ezeket behelyettesitve:
| 1dv 21 11 , 1 2 1
3@ 3 teomT? TV Tow T3 "

vagy
dv )
-‘E—}—:}(v —9) =0

Ebben a differencislegyenletben mér a véltozék szétvalaszthatoks:
dv

'02_9 + 3du=0;
vagy
dv dv
Ezt integralva, adédik:
w2 =3 f6u=1|C};

BEE
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vagy !
v—3
— —ta
vys—Ce
Ebbél
_3 14 Cetu
T " Cea-

Visszaitva az eredeti viltozékat, a

] L
1+§ﬁy 1
V=, u = x°
y
inverz transzforméci6 alapjan:
1 -i-
l ke 3
+ 3% 1+ Ce_“"a
T =8 g,
x®y 1 —Ce 6
vagy ebbdl y-t kifejezve:
, 1 —Ce ¢

V=“"2

Ez a differencidlegyenlet altalinos megoldasa
4. Oldjuk meg az
1 4
’ 2 _ —_ =
VAV + y—m=0
differencilegyenletet.
Alkalmazzuk az

1
V=V(x)*§;

- transzforméciét. Ekkor, mivel _

és
1

v
2 32 .
y 14 + 4x2 X ’
a differenqié!egyenlet igy alakuls

v v 1 4
Vot gt v tamm el

x ' x  2x2 2

2 1 2 1 1
3x8 —é x8 -}-C(3x3 -+ %xs)e“"’

1i1
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vagy az Gsszevonésokat elvégezve és rendezve:
: 15
v vi=—.
+ 4 x?
Ez egy specialis tipust Riccati-féle differencislegyenlet. Ennek egy partikuldris meg-
oldésat '

v=—
x

alakban keressiik. k-nak ki kell elégitenie a kovetkezd méisodfokd egyenletets

15
2 —_—— ==
k k i 0,
ahonnan
3 ) 5
k1 = ’2‘ €S kz = § .
Tehat két partikularis megoldas:
3 5
vV, = — 24x és Vo = 2—x -
Most, ha a
1 3

Y= T 2x
transzformaciét alkalmazzuk, akkor az
3
! — == 1
u' -+ X u

inhomogén linearis differencidlegyenletre jutunk, melynek egy partikuldris megolddsa:

“ 1 x
oy, — v, 47

és mivel a megfeleld
3
U+-U=0
X

homogén linesris differencidlegyenlet 4ltalinos megolddsa

C, C
U=%~5a’
azért az altalinos megoldas:
x C x4 C,
L=t I T a4
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Visszatérve az eredeu véltozokra, nyer;uk az adott dxfferencxalegyenlet 4ltaldnos
megoldasat: -
1 3 1 2xt-2C
Y= T ex  2x &4 Cx’
5. Oldjuk meg az _ ‘
xy —xy—Q2xX*+1)y—x*=0
differenciilegyenletet.

Probiélgatissal megtaldlhatjuk ennek a dlfferencmlegyenletnek egy partikuldris
megoldisit:

: yi=—x
A differenciilegyenlet altaldhos megoldasit az
y=—x+dﬂ

alakban keressiik. Ha ezt behelyettes1t1uk a differencidlegyenletbe, az a kévetkezs-
keppen alakul:

x(—14+2)—x(@+22-220)—-—2x2+1) (—x+2)—x=0;
vagy a szorzasokat elvégezve: - |

-—\x-l-z’x—x'*’—zzx‘—}—2zx2+2.x3+x—2x22-\—z-—x3‘='0;
vagy az Osszevonds utdn: -

Z'x—z—x22=0.

Ez egy Bernoulli-féle differencidlegyenlet. Alkalmazzuk a |

7= 1 , u
. T a’t u?
helyettesitést. Akkor lesz
u’ 1 1
i L

vagy . :
ux+u-+4x=0.

Ez mér egy inhomogén lineiris differencidlegyenlet. A hOZZatartozé homogén lineiris
d1fferenc1alegyenlet

Ux4+ U=0,
melynek az altalinos megoldisa
v=%,
x

8 Kozonséges differencidl egyenletek — 44 231/VII.
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Az inhomogén linedris differenciilegyenlet egy parukuléms megoldisit az dllandé
varislisinak médszerével az

C
alakban keressiik. Behelyettesitve: :
G x - Elx + !4 x=0, o
x
vagyis ,
Ci=—ux
ahonnan
: =
Cy(x) = — 3 x2,
Ezzel
i B 1 . )
u= - § X+ ‘—x" ’
vagyis
1 2x
2= C, 2C,—x
-_——X + -1 1
és
2x
y x -+ 5C, — %
- 2 Cl — x2 + 28‘ dbra
vagy ha még a C, integralsi allandé helyett 2 C, = C, akkor a végeredmény:
_X*+2x—Cx _‘x[x2+(2—-C)] X 2x
C—x? - C—x? C—x2"

Rajzoljuk meg az altaldnos megoldas 4ltal meghatirozott gorbesereg néhiny
gdrbéjét (28. ibra).

. 2
1. Ha C = 0, akkor y.—:x(i ‘t@’ itt ha x40, akkor

e
y= x2 4 2 =—x——g.
—X x
2. Ha C — oo, akkor y - — x.
3. Ha C >0, mégpedig:
C=1, akkor y= XD . 2

(1+x)1--x) Tl — x?
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x? 2%
C=2 akkor y= S = x4+ " _,
. Z+a(e—n ~ *tzow
C=3, akkor y= x(x+1) k-1 stb.

2x
B+ (B—n ~ *Ti==

4. Ha C < 0, mégpedig:

- __x(x*+3 2x

C = —1, akkor y_—xT_'_—l—__x_m,
o _ x(x2—|-4)__ 2x

C = —2, akkor y__h_xz+2 = —x £ stb.

_F_e_ladatok

Az alabbi feladatokban »az adott differencidlegyenlet egy partikuliris megolda-
sat jelenti. : '

. ,
Loyt =3 2 4y tyrtdaxi=o
2y 2 4,2 k 23 2 *
BV =Ry Ll =l 4 B 4 -2 =0 n=x
4
5.y =g o 6 VApr=x *
2 x? -
1 2 : 1 4
N P g2 —= . N ! 2 - __=00
S LT | R G

, , i
9‘ v=yz+x—4

10. 2x2y = (x — 1) (3% — x?) + 2x p; =X, o= —2x.
, 1
1. =@ -DEy—y—x; p=1 12. y'+ya=x_4.

13. xy' + (m— Dax™(y — x? +y — 2x = 0; Y1 =x Itt a és. m megadott
allandék .

1. y+xy—(2x2+1)y+x3+x'—l=0; ;r,=x.

‘15. 4+ a)y +2y2—38xy —a=0; y1 = x. Itt a = allandé,
16. 2xy =2xy + (3® — x?) (xctgx — 1); y, =x

17. x(x——l)y’—-(]+2x)v—l—y2+2x=0; n=1L

smx 1
18. '+ s g Smx o
Vot yisinx = cos? x = osx”

19. (1 —x3)y =y —x2y——2x; = — x2 , -

20. (I = XAy + xy + xy% = 2x; »1 = allandé.
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5. §. Egzakt differencidlegyenletek. Integrald tényezo
© (Euler-féle multiplikitor)

a) Egzakt
differencialegyenlet| -

pEY)+ ey =0
vagy ‘

px, ) dx + q(x, p) dy. =0 .
differencidlegyenletet egzaktnak nevezziik, ha van egy olyan folytonos elsérend(i par-
cilis derivaltakkal rendelkez8, kétvltozés F (x, y) fiiggvény, melyre

oF

oF
5 =P & =)

Ha ez a fiiggvény ismeretes, akkor

F (x, y(x)) = C i

a differencislegyenlet dltaldnos megolddsa. o :

Ha az (x,y) sik egyszeresen osszefiiggé D tartominyiban p (x,¥), ¢{x,»),
py (%, y) és ¢ (x ) létezik és folytonos, az adott differencidlegyenlet akkor egzakt,
ha fennill a , '

op _ 9q

dy ~ ox

<

Ptx,y)

integrdlhatosdgi feltétel. ’ . R(xo.5o)
Ha az integralhatésigi feltétel teljesiil, akkor a diffe- :
rencislegyenlet 4ltalinos megolddsit ado F(x,y) fiiggvény o
az, egyszeresen Osszefiiggé D tartomany valamely Py(xo, 0 x
pontjabol kiindulé és teljes egészében e tartomanyban futd, 99. dbra
tetszés szerinti gorbe mentén vett vonalintegrdllal szimithato. o
Célszertien e gorbét agy szoktuk megvilasztani, hogy az a ko-
ordinita-tengelyekkel pirhuzamos egyenesszakaszokbdl alljon. v
Ha pl. az integralas titja Py-bol kiindulva, el8szor az x
tengellyel parhuzamosan. halad, maid az v tengellyel pirhu-- ey
zamosan (29. dbra), akkor :

T B(%. )

y

X
F(x,y) = I p(x, y,) dx + [ q(x, y) dy.
bt X - 30. dbra
Ha viszont az integralas atja Py-bol kiindulva, el8szor az y tenge llyel parhuzamo-
san halad, majd azutén az x tengellyel pirhuzamosan (30. abra), akkor

)
*

y : X

. Foon=]q (0 ) d + f p (%) dx.

. Ve Xs
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Ellendrzésiil szolgil az, hogy az eredményiil kapott F (x, y) fiiggvényre fenn kell
4llnia: .

-

F o . 8F _
a—xzp(x,y) és a7=<1(x,y)-

Sok esetben kényelmesebb, ha — a gérbe menti integralis helyett — elészor
integraldssal meghatirozzuk azt a @ (x, y) fiiggvényt, amelyre fennall, hogy

8D
i (x, y),
és ezuthn az F (x,y) =@ (x, ) + P(y) fiiggvényben szerepld ¥(y)-t meghatirozzuk
agy, hogy - SO S
oF ,
— =q(xY)

dy
egyen. Azaz

Fx,) = f plx, y) dx -+ f @,

0 .
‘I(x'y) - a—yjp(x,y) dx

vagy forditott sorrendben: ;

a RS
plx,y) — a;ch(x,y) dy% dx.

Fly) = f o, y) dy + f

Megjegy\zés..A sikbeli
' v(r) = p(x, ¥) i + q(x, y)§

vektor-vektor faggvény (vektortér, vektormezs, pl. sfkiramlis sebességi. vektortere vagy
elektromos tdltéssel ellitott, »végtelen hosszi* vonal elektrosztatikus erétere) poten-
cidlos akkor, ha az egyszeresen sszefiigg8 D tartomanyban az x és y iranyqd sszetevéi-
b8l alkotott

p(x, J') dx 4 Q(?F: y) dy
kifejezés -teljes differencidl. Ekkor ugyanis az

- f v(r) dr = f{ p(x, ) dx + qlx, y) dy}
L L

gorbe menti integril értéke fiiggetlen az integralds Gitj4tdl és csak a kezd8- és végponttdl
fiigg. Az F (x, y) potencidlfiiggvény gdrbe menti integrallal szdmithaté:

P(x, y)

Fx,y) = j {p(x, ¥) dx + q(x, y) dy}'
LEC L
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Eften8rzésiil szolgil az, hogy

oF .  OF . . e
gradF—a|+a—yl—p(x,y)1+q(x,y)l——V(r)-
azaz
oF
é;=p(x,y),
oF - -
5;=Q(xr}’)*

(Az elektrosztatikai alkalmazasoknil vegyiik figyelembe azt, hogy az elektroszta-
tikus potencidl az dltalunk itt mondott potencialfiiggvénynek a — 1-szerese.)

Az ekvipotencidlis vonalak egyenlete a _
p(x,y)dx + qlx, y)dy =0
egzakt differencidlegyenlet iltaldnos megolddsa:
’ F(x,yy=C.

) Integralé tényezd A un(x,y)sE0 fiiggvény integrilo tényezs (Euler-féle

(Euler-féle o li
maltiplikator) multiplikitor) akkor, ha a

wGNpEY ey =0,
vagy masképpen”irva '

wxY)p @y de+unxyqy)d =0 .

~differencislegyenlet egzakt. Ennek a differencidlegyenletnek a megoldésai nyilvin az
" eredeti ' .

pxy) +qxy)y =0

(nem egzakt) differenciilegyenletnek — u (x, y) =& 0 miatt — is megoldisat.

Ha az egyszeresen dsszefiiggs D tartoméanyban p (x, y), ¢ (x, ¥), D, (x, ¥) és g, (x, )
1étezik és folytonos, a folytonos elsdrendii parcidlis derivaltakkal rendelkez8u (x, y) 5= 0
fiiggvény D-ben akkor integrilé tényez$, ha fennill:

ou qu 8p 9gq
4P 5e =P 5 —u(x,y)lay il -

Ezt a  (x, y) ismeretlen fiiggvényre vonatkozé elsérendd parcidlis differencidl-
egyenletet — bir a mondott feltételek mellett kimutathatéan végtelen sok megoldasa
van — altalidban nem tudjuk megoldani, Azonban — mivel egy azonosan el nem tlind
partikuliris megoldds ismerete elégséges — sok esetben u (x, y) meghatirozhaté.
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Az alabblakban felsorolunk néhany specislisesetet:
@) w csak x-t6l fiigg, azaz u == u(x), ha

o 9q

oy ox § rrax
~—~———— = f(x); ekkor xX) =e o
1Gy) f(x) (x)

B) u csak y-téi fiigg, azaz . = w(y), ha

9¢ ap
ox  ay _ froray
PG y) f(y), ekkor u(y)=e"" ",

) Ha a differenciilegyenlet homogén (fokszimii) és

xpty) +y qxy) =0,
akkor
1

#lxy) = x-p(ty)+y-qxy

integrilé tényez3.
0) w csak (x 4 y)-t6l fiigg, azaz u = (x + y), ha
9¢ 9p

ox Ay

= ; (e,
W?(W_—f(x_*"y): ekkor w(x +y)=e

&) wesak (x-y)-t6l figg, azaz = (x - ), ha
8¢ _9p :
ox oy
¥ kk xX-y)=e
x-p(xy) — yq(xy) =ft= y) eor “F »

$) wm csak‘ ’-tol fiigg, azaz u = }L'y' ha

X % GP,_ A AN RO )
x: p(x,y)+,v q(x ) 1ox 9 f[ ;. ehkor ”[x) =

M) wm csak (x® + y?)-t8l fiigg, azaz p = @ (=% + y?), ha

- 1 %9 _0P) _ sie2t o0
2{r-p®y) —x q(x, )} ox f?y, T+ 7%

ekkor
G2 4 %) = RECESLLICIoLY

§ fex-praex -,

119
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9) w csaka tetszBleges @ (x, y) fiiggvény fiiggvénye, ha
og _op '

3x oy

— =flo(x»]; ekkor pu [@(xy)]= RRCLC)
9 o 0m
p(x, J’)é}‘ — q(x, ) i C

1 op_0q , 8 _. .0 o e
) wpxy) = i ha =73y é By = 5;:' (Ez esetben” w = |
=p(x,y +iq (x, y) az (x,y) sik D tartominydban'a z =X + iy komplex val-
tozénak regularis fuggvenye )
%) p (% y) = m(x) n(y), ha

823‘1

3y p L) — q ) f @)

Ekkor ugyanis az integralhatésagi feltétel igy alakul:
dm
q(x,) d( ) n(y) — plx,y )—(y—)

m(x) =

m(x) n(y) {p(x, N HG) — qlx, ») fa(.V)}
Ebbél atrendezéssel ad6dxk~

q(x,y)l (x) " dx {fa(x)% p(x,y)
s ez kielégiil, ha

-5 dy—i—fl(y)%

1 dm
m dx fz(x)’l= 0,
1 dn
‘ _ E o -+ fl(}’) =0,
Eszerint
m(x) = eﬂg i dx,
. - only) = g, -
vagyis

(%, y) — s froa
Megjegyzes 1. Haanemegzakt

p(x,y) dx 4 q(x, ) dy=0"

differenciilegyenletnek ismeretes két, folytonos elsérendi parcidlis derivélttal rendel-
kez6 integrald tényezdje: (x, ) és us (x, y), melyekre fennall, hogy
. 9#1 o
ox - oyl o
l
\?__.'u’zt-:'. d“’" #=o
ox ay '
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akkor
Xy
Lbe(x,JO

a d1fferenc1alegyen1et altalanos megoldasa.

2, Haa dlfferenqalegyenletnek egy integrild tényezo;ét ismerjiik, akkor szimta-
lan sok integril6 tényezdt is felirhatunk. Tegyiik fel ugyanis, hogy u, integralé tényezdje
a hem egzakt

pdx 4 qdy=0

differencidlegyenletnek. (Révidség kedvéért nem irtuk ki p, g és u, argumentuma1t.)
Ekkor kell lennie egy olyan U (x, y) fiiggvénynek, melyre fennall:

U _ oU _
PP =l

Mirmost )
w =, - p(U)

is integrilé tényez8, ahol @ argumentuminak tetszés szerinti dﬁfe>mc:alhato fiigg-
vénye. Hiszen

S im@h+qm=d0‘
teljes dxfferencxal tovabbi

Mwﬂn@ﬂ+qm - (pdx + qdy) = p(U) dU
is teljes d1fferenc1al mégpedig az

AU) = [ o0) 0
fiiggvénynek teljes di_fferen‘c_iél;a.
3. Ha a sikbeli ~
vir) =p )i+ q(xy) "
vektor-vektor fiiggvény (vektortér, vektormezé') nem potencidlos, azaz a
pmﬂh+qmﬁ@ “

kifejezés nem teljes dlfferencxél akkor bxzonyos feltételek mellett mindig létezik egy
olyan I (x,») fuggvény, hogy

umwpmwa+uqumw@

teljes differencisl legyen, azaz a

'W(r) =p (x, y) v(r) = p (x, v)p(x,y)l +.u(x,,v)q(x,y)1 _

vektor-vektor fuggvénynek !ecyen potenciilja.



o

122 L 5. §. EGZAKT DIFFERENCIALEG YENLETEK. INTEGRALO TENYEZO0. -

Példak
1 Oldjuk meg a

(4x3+10xy3—3y4)dx+ (15Jc2v2 —12xy3 +5y49)dy =0

differencialegyenletet.
Ha
px, ) =4x34+10x)* — 3 y4

qx,y) =152 — 12xy° + 594,

és

akkor
: op ,
= 30x y? — 128
és
v gq = 30x)? — 123,
Pixy Mivel tehat
9p _9q
R ' &y~ ox’

o‘ ] x

ezért az adott differencidlegyenlet egzakt.
31, dbra ' Hatirozzuk meg a megoldist vonalintegrillal. Mivel
p(x,y) és q (x, y) az egész (x, y) sikban mindeniitt értelmezett,
"o ezért az integrilis dtjit barhogyan valaszthatjuk.

a) Vilasszuk kiindulépontnak az origét P, (0, 0) és ha-
ladjunk el8szér a x tengely mentén a P, (x, 0) pontig, majd
az y tengellyel parhuzamosan a P (x, y) pontig (31. &bra).
A vélasztott vonal mentén integralva, nyeriiik a kovetkezdt:

Pix,y)

SO

=]

32. dbra _ Flx, ) = f p(x, 0) dx + f alx, ) dy =

_I4x3dx+j(l5x2y — 12 )P L 5y dy = x* 4+ 528 — Bx ph 4 4R,

Tehit a dxfferencmlegyenlet altalinos megoldasa
¥ +5x2y —3xyt )P =C,
b) Ha az integrilds atja P,... Py... P lett volna, ahol P, P, és P koordi-
natii: (0, 0), (0, y) és (x, y) (32. 4bra), akkor a szimitas igy alakult volna:
) :

Foy) =[ a@nay+ [peoy ax=
0

0
y

= [sytdy + [(4 2+ 1025 — 3y dx = p5 4+ 28 4+ 52 — Bxyh.
S |

0



7 PELDAK
A végeredmény természetesen ugyanaz:
¥*+5x2y° —3xyt + 5 =0C,
¢) A feladatot igy is megoldhatjuk:
F(3) = | p(x,y) d + () = [ (455 + 1088 — 3% dx + P(p) =

_ . =xt+5x2y° —3xyt + ¥ ().
Mivel pedig :

oF
—— X
5 — 167
kell, hogy legyen, azért : ~

16x2y2 — 12x® + '%7 =15x2y% — 12x % 4 54,

ahonnan ‘
d¥
¢ — 58
dy 5y 2
és ebbdl viszont
~ ¥ () =y~

“Tehat .
Fx,p) = x4 +5x2)% — 3xpt + 38,

d) Teljesen hasonléan igy is eljirhatunk:

Fx,3) = [ gt 3) dy + 00 = [ (1522 — 12512 + 599 dy + 0y

f

=520 — 3xph + o 4 D(x).

- Mivel pedig
9F )
ax Py
kell,v- hogy legyen, azért ‘
dd
102 — 3p0 + - =425+ 10x)° — 3,8,
ahonnan |
do
- | o T
¢s ebbdl viszont

; ) dj(x) = x4,
. Tehit .

C Flop)=5x2y —3xyt 415 + mA,

123
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2.  Hatirozzuk meg az A
T G242y — ) dx+ (2 — 2xy — ¥?) dy =0

differencidlegyenletnek azt a partikyliris megoldasat, mely az 'x, =0, yo= — 2
kezdeti feltételt kxelégitl.

Mivel
, % g%,
Ptxy) .
a differencislegyenlet egzakt.
A feladatot vonalintegrallal a kovetkezSképpen oldhat-
juk meg:
° . ” Az integralis ttja (33. 4bra) a Py Py és P, P egyenesekbst
.24B o alljon, ahol P, (0, — 2), P, (x, — 2) és P (x, y). gy akeresett
: megoldis: :
33, dbra

jp(x,—z) dx + fq(x.y)dy—o

-2
azaz

f(x2—4x—4)dx+j(x2—2xy yz)dy—O.
._2 .

Az integralast elvégezve: '

x3 . - S " . y,.:,.__ e
T —2x —4x| + [Py —xpP—7| =0,
vagy a hatirokat behelyettesitve:

§—2x2-—4x+x2 y-y—s+2x2—|—4x

..m[ ®
o
e

vagy
—+x2y—xy

wl‘ﬁ,
c.ol @
-

illetve o S .
B+3x2y —3xy2—yP=8

Ez az adott dxfferencmlegyenletnek az adott kezdeti feltételt kielégits partikuldris meg-
oldisa.

3. Oldjuk meg az

2 2
4 ] dx - ' o ] dy =0
‘x +y + x4y, Y

differencislegyenletet. ’
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Itt ’
ﬂ _98( ¥ |_ 2%
dy oy ((x+y)2,l T x+y)?
és
: ‘eg B 2 | 2xyp
ox ox ‘(x+y)2] GRS
vagyis )
y — ox°

Tehit, ha feltesszitk, hogy x + y £ 0, vagyis az y > — x, vagy y < — x fél-
sikra szoritkozunk, akkor az adott egzakt differencidlegyenletre teljesiil az integrilhato-
ségi feltétel. ' b

fgy
P aen y
Fx,9) = ———d 4 = — Y(»).
@ = [ Gpde+¥0) = — 2= +¥0)
Mivel pedig fenn kell allania a
Ry
v 5; =qXy
egyenléségnek, azaz . '
Ay oy 4 x
(x +y)? dy  (x+ 2’
azért :
¥ x4 2xy -y 1
dy (x + )? ’
Innen pedig o
_ Y(y) =ys
~ végiil
- v xy
Fx,y) =y — = . .
D= =355 "t

azaz a differencidlegyenlet altalinos megoldésa:

Xy
=Co‘ -
x+y -

4. Oldjuk meg az

ydx —xdy=20

differencidlegyenletet. ’
A differencislegyenlet nem egzakt, mivel

8p_
3;'_‘ ¢4

9g
- b
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azaz

623%?2

Keressunk egy w (x, y) integrilo tényez6t. Ha . (x, ) integrild tényezS akkor
fenn kell dllania a kdvetkez8 dsszefiiggésnek:

o - o
o o, =0
ax+yay+ ©n=20

a) Ha u csak x-t6l fiigg, vagyis u = p, (x), akkor

da
¢ 4 9, —o.
» *ix T2
Es innen
dy, dx
Gh | o &*
" + po 0,
azaz,

ey (x) _
Ezzel az adott differencidlegyenletet megszorozva, nyerjiik az
¥y 1
Y odx — cdy =0
2 dx P dy
egzakt differencidlegyenletet. Ennek az altalinos megoldasas
vagy
. y=Cux

b) Talslhatunk azonban egy csak y-t6l fiiggd u = p, () integrlo tényezot is.
Feltételezve ugyanis azt, hogy i = ., (), nyerjiik az

2 =

differencidlegyenletet. Innen pedig

e (y) = R

Ezzel az adott differencidlegyenletet megszorozva, nyerjiik az

1 x
—dx — dy =0
y »Y
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egzakt differencidlegyenletet. Ennek az 4ltalinos megoldisa:

Ve
vagy
y=Cux.

¢) Taldlhatunk egy, ¢sak az x - y szorzattél fiig§6 integral6 tényezSt is: u =
= pg(x - ). Ugyanis
9¢ _9p
éx &  —2 1
X'p—y-q xp-+xy xy

v

csak az x - y szorzatté] fiigg. Tehst

1
a1
s (6, 9) =e J= =5
Az adott differencidlegyenletet ezzel megszorozva, nyerjiik a
dx dy _
x y

egzakt differencidlegyenletet, melynek az altalinos megoldisas

lnjx|—Injy|=1In|Cy;
vagy :

=C,,

< iR

vagy
y=Cux.

. 1 . . .
Megjegyezziik, hogy a g = e integralé tényezGvel az adott differenciilegyen-

letet me3szorozva, nemcsak egzakt differencislegyenletet kaptunk, hanem egyben egy
szétvilasztott valtozoji differenciélegyenletet. .

Megjegy zés. Két-két integrilé tényezs hanyadosa ugyancsak a differencial-
egyenlet altalinos megoldasit szolgaltatja:

b Y

o
Ha Xy .
‘73:—’? =C’
Bs Y _
e Xy
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- Az is kénnyen beldthat, hogy szémfalan sok integralé tényezd irhato fel a

1 _(y
= _—F|-
w x2 n(x ’
formula alapjén, ahol F az argumentumianak tetszés szerinti differencislhaté fiiggvénye.

5. Oldjuk meg az

. »

x—2y)dx+ 2x+y)dy =0
differencislegyenletet. ‘
Itt

p_(x,y) =x— 2y,
g, ) =2x+y,

és mindkett homogén elséfoku.
Mivel

' x-p+y gy =x2+32=£0,
ezert .

1
W (x,p) = m

egy integrald tényezd.
Ha ezzel az adott. d1fferenc1alegyenletet megszorozzuk, nyerjiik az

x—2y 2x +y
Trptt ey

egzakt differencidlegyenletet. Ugyanis e
d(up) 2yP—2xy— 2%

dy =0

oy - (x2 + y2)2
és
(g _2y*—2xy— 2%
ax @+
azaz
9@p) 99
3y ~ 9x °
A differencilegyenlet megoldasa: '
: dx
Rl ) = [ Gags &5 +20) = 2 _dx—2 | L +O0) =
21 + 3 PO (:_c)z 11
y
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Tehit az adott differencidlegyenlet dltalinos megolddsas
In Jx® 3 — 2Arctg; =C,

6. Oldjuk meg az
Gx+ 2y +3y)dx+3@+x2+2%)dy=0

dlfferencialegyenletet.
It 7
p(x,y)=5x>+ 2xp + 3)°
¢s |
. gx,y) =3x2+ 3x 32 + 638
Mivel
dq _ ap
a_—i, éJ;,_ 6x—|—3y__2x_9y2 )
p—q 5x2+2xy +3y° —3x2—3x)? —6)8

6y% — 4x 2
2x2+ 2xy — 3xy° —3)0 x+y’

ezért van egy csak (x + y)-tél fiiggd mtegralo tényezd.
Lesz

—_i_—}d(x+y)—21n(x+y),

és igy
w (x + ,}’) — e2ln(x_+ Vo (x + y)z.

Ha ezzel az adott differencidlegyenletet megszorozzuk, nyerjiik az '
Gxt+12x3y +9x2p2 + 322 y° + 2x)° + 6xp* + 3 %) dx +
L Bxt4+6x3y+3x3y2 4322y 4 12x2y + 15xy4+6y5)dy—-0

egzakt differencidlegyenietet.
Ennek a megoldasa:

. F(xry) =

5 xtdx + |(3x4 +6x3y+3x3y +3x2y2 L 124248 1‘3xv4+ 6% dy =
0
=2 +3xy+3y+ 3y + 22y + 32yt 3xy° )0 =
= O+ ) (€ 3ay + 8xy? 450 = (€ + %) (x + 9 =
Tehat az adott différegciélegyenlgt_éltalénos' megoldésa:
€+ &+ =C

9 Kozdnséges differencidlegyenletek — 44 231/VIIL,
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7. Potencidlos drvény ekvipotenciilis vonalainak meghatirozasa. Legyen a poten-
cidlos 6rvényt el§idézd sikiramlis sebességvektora:

_ . y . x
v=vxx+vy;=c0£2~+—y21—cokgr———_,_yg) (x£0, yz£0).

Az 5rvény magja egy az (x, y) sikot az origoban merdlegesen 4tdofé egyenes, a forgas
értelme az 6ramutatd jardsival megegyezik és ¢, egy pozitiv allandé: 2ac, = I' =
= cirkulicié, Hatirozzuk meg az dramlast jellemzd ekvipotencidlis vonalakat.

Az sramls potenciilos, mert a sebességkomponensekbdl alkotott

vy dx -+ v, dy
kifejezés teljes differencial. Fennill ugyanis az, hogy

Wy _ =y Oy
dy . O(xz_*_yz)z—gc"

Ez a feltétele annak, hogy legyen egy olyan F (x, y) fiiggvény — a sebességi
potenciil —, melybdl a sebességkomponensek parcidlis derivilassal szirmaztathatoks

oF y
ox = Ux T o Ty
oF . X
by =T T e

Az ekvipotenciélis vonalak egyenlete:

. F (x,p) = C,

vagyis a
v, dx + v, dy =0,
azaz a mi példinkban a
: v N
Co ;5‘;3)2 dx — Co ‘-xz & y2 dy =0

egzakt differenciilegyenlet altalinos megoldasa.

Ezt a differencidlegyenletet igy oldjuk meg:

Fix, ) = [vodx + @) = 6o o | o dx + O =
o
y
=& | = 4+ D(y) = ¢, arc tg; + D(y).
+()
o/ y

Mivel fenn kell dllnia a ,
o F__x 1 dP x
y_ay— 032 1'+‘J—c,2 dy

y
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egyenletnek, szért

dD
o =Y
tehat pl. ‘
| D(y) = 0.

gy a differencislegyenlet 4ltalinos megoldasa, vagyis az ekvipotencilis vonalak egyen-
lete:

x
carctg — = C,,
° y

vagy
y=Cx (34. ébra).

Megjegyzés. A feladat megoldisa
kozben nem vettiikk figyelembe azt, hogy az
adott vektortér az origéban nincs értelmezve.
fgy, haaz egész (x,y) sikot tekintjiik, abbél az
origot ki kell rekeszteniink, de akkor az (x, y) sik
— az origb kirekesztésével — mir nem egyszere-
sen dsszefiiggd. Eppen ezért a feladat kidolgoza-
sanil alkalmazott meggondolisaink és reredmé-
nyeink nem vonatkozhatnak az egész (x, y) sikra
hanem csak annak valamely egyszeresen Ossze-
fiiggd részére, pl. az x > 0 félsikra.

Egyébként az eredményiil kapott

F(x, y) = ¢, arc tg:

4, dbra
potencidl fiiggvény nem egyértékii.
Ennek az a kévetkezménye, hogy a vektortérnek az (x, y) sik P,(x, y,) és Py(x,, V)
pontjait 6sszekotd L gdrbe menti integraljara csak akkor 4ll a kovetkezd Osszefiiggés:

Pa(xs, Vo
J v dr = J (vx dx 4 vy dy) = F(xz’ Yz) - F(xl: yl)’
C P (xy. 1}

ha az L gbrbe nem veszi koriil az origét, azaz teljes egészében a sik egyszeresen éssze-
fiigg8 részében (pl. az x > 0 félsikon) halad. )

Egyébként, ha az L’ gorbe egy az origdt egyszer koriilziré zirt gorbe, melyen
a koriiljaras az 6ramutatd jirdsival egyezd, akkor a vektortérnek az ezen zart gorbe
mentén vett integrilja nem zérus, hanem '

;f)vdr=2nco=1".‘
L

Ha pedig az L'’ zart gorbe egy az origét n-szer kériilvev§ gorbe, melyen a koriil-
jards az dramutaté jarasival egyezd, akkor

vir=2mncy=nl.
i
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Ezért az adott vektortér
: x.
F (x,y) = ¢y arc tgj—)
potencialjat ciklikus potencidlnak nevezziik.

8. Két parhuzamos, ellenkezd elSielti elektromos toltéssel ellitott ,,végtelen hosszu**
vonal elektrosztatikai erdtere : - :

_ _Q,_ S a-—x x .
B =gus, (a—x)2+J’_2+X2+y2]l+

Q; -y y .

t ne @0+ T E A"

(Ha y = 0, akkor x 7 0, x 5= a.)

Itt az (x, y) sikot agy vilasztottuk meg, hogy a két parhuzamos vonalra merGle-
ges legyen. A -+ Q tltésii vonal a (0, 0) pontban és a — Q toltési vonal az (a, 0) pont-
ban dofi az (x, y) sikot; &, a levegd dielektromos. allandéja. o

Hatirozzuk meg az ekvipotencidlis vonalak egyenletét.

Az adott er8tér potenciilos, mert a vektortér komponenseibdl alkotott

E.dx+ E, dy
kifejezés teljes differencial. Fennall ugyanis az, hogy
B, __Q [H?_y @—» . 2y ]_0E,
By~ Bme|lla— P +¥F (¢ +y2)2] T
Ez a feltétele annak, hogy legyen egy olyan U (x, y) fiiggvény — az elektrosztati-

kai potencidl —, melyb8l az erStér komponensei parcidlis derivalissal szirmaz-
tathatok:

+

. U Q a—x X '
}"::""_"_?S_a?'_2o-cso'(a—-x)2-l-y2 +x2+y2"
U Q -y y
E = — o e | T2 e A
TyTD - oy 27c80f(a-x)2—i—y2+x2+‘y2
Az ekvipotencialis vonalak egyenlete:
Ux,y)=0C,
vagyis az
. E dx + E, dy =0, -
azaz a mi példinkban 2 .
Q_ . a—x x
T e e L
Q -y v
NEET {(a’:ﬁf‘;? M)

egzakt differencidlegyeniet altalanos megoldésa. »
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A differenciilegyenlet ltalinos megoldisa, mivel

U (x) y) =

27e, Ve 432
ezért
(a — %)% - 12
27e, Va2 + 32
vagy masképpen irva:
(a—x)2 +y2 =k2.

x% o 2

Ezt rendezve:

133

I (e S

X2 (e — 1) + y( — 1) — 2ax — a2

Ez pedig az x tengelyen fekv$ kozépponttal biré korok egyenlete (35, 4bra).

Ugyanis megfeleld dtrendezéssel ez az egyenlet igy is irhatés

a f? 2.
Xt tr=

9.

14

125

N

1.66

0,6

|

|

{

| 95

e

\a_/ '
S

I

|' (s 3i7)
! :

|

ket dd

)
.

a’?
(kg

\(@

-

34, dbra

A teljes differenciil és az integralé tényezd egyik fontos alkalmazisa a termo-
dinamikdban, a fétételek megfogalmazisanal taldlhat6 meg. Le

gyen egy tartilyban sualy-
egységnyi homogén giz
bezirva. A giz alapo-
tit hirom mennyiség
(allapotjelz8) hatirozza
meg: a gazzal toltdtt v
térfogat, a giz pnyomasa

" és az abszoltt h8mérsék-

letskildan mért T h6mér-
séklete. Ez a hirom élla-
potjelzd egymassal olyan
Osszefiiggésbenvan, hogy
kett§ ismeretében a
harmadik meghatiroz-
haté, KozelitSleg a ko-
vetkez$ Osszefiiggés 4lt
fenn (Clapeyron-egyen-
let):

pv =RT,

ahol R az adott giz-
mennyiségre  jellemz8

dllandé (nem az 1 mol gézra vonatkozd, univerzilis gizillands). Ez az egyenlet csak
kozelitSleg érvényes, kis p nyomasoknal és megfelelGen nagy v térfogatoknal, Ezt az al-
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lapotegyenletet s, hatiresetként, magiban foglalja a van der Waals-féle allapot-
egyenlet:

[p+;12) (v —b =RT,

ahol a és b a gizra jellemz8 allandok.

A tovibbiakban a Clapeyron-egyenlet érvényességét fogjuk feltételezni.

A hémennyiségeket — mechanikai egyenértékiiknek megfelelS egységekben
kifejezve — Q-val fogjuk jeldlni. dQ ennek a differencialja.

Képzeljiik el azt, hogy a v térfogat megvaltoztatasa nélkiil bizonyos hémennyisé-
get kozliink a gizzal. Ekkor a gdz hémérséklete meg fog valtozni. Ha c, jelenti a gdznak
alland6 térfogaton vett fajhdjét, akkor a hémérsékletvaltozas és a kozolt hémennyiség
kozott a kovetkezd az dsszefliggés:

dQ = ¢, dT.

A ¢, természetesen a v térfogatnak ésa T hémérsékletnek a fiiggvénye (s igy természete-
sen végeredményben a hirom allapotjelz8 fiiggvénye).

Képzeljiikk most el azt, hogy a tartaly olyan deformiciéra képes, hogy a gazzal
toltott térfogat dv-vel megvaltozhat. Ekkor a giz p - dv nagysagd munkit végez, és
ennek megfelelden csokken a belsd energidja. Ennek a veszteségnek a kdvetkezménye
az, lesz, hogy a h8mérséklet dT-vel csdkken, és ez egy meghatarozott dQ hémennyiség-
gel helyettesithetd. Ebb&l kovetkezik az, hogy ha éallandd hémérséklet mellett dOQ
hémennyiséget kozliink a gizzal, a gaz térfogata dv-vel megvaltozik:

. dQ = ldv,

ahol ! a hirom allapotjelzé koziil kettnek a fiiggvénye.

A fentiek alapjin a gazzal kozolt dO hémennyiség egy részérdl, dQ;-rdl feltehet-
jiik azt, hogy az az llandé v térfogat mellett a giz hémérsékletének megvaltozasit
idézi el8, a tobbi pedig (dQ, = dQ — dQ,) a giz alland6 hdmérséklet melletti térfogat-
valtozasit idézi eld. Ekkor fennall, hogy

dQ, = ¢, dT,
ahol ¢,-t az allapotjelz8k kezdeti értékel hatirozzak meg, és
dQ, = ldv,

ahol 1 értékét a kezdeti v érték és a dT-vel megnovelt kezdeti T érték hatirozza meg.
Ha azonban dQ, és igy dT is ,,elegend§ kicsik®, akkor feltehetjiik azt, hogy 7 értékét is
a kezdeti v és T értékek hatirozzik meg.

Osszefoglalva, azt mondhatjuk, hogy ha a gazzal dQ hémennyiséget kozliink,
akkor 2 g4z 4llapota megvaltozik gy, hogy fennall : .
dQ =c¢,dT + ldv. 88]

ahol ¢, és 1 értékét a v és T kezdeti értékei hatarozk meg.

(Megjegyezziik, hogy csupdn egyszer(isités miatt tételeztiik fel azt, hogy dQ,
és dQ, pozitivok.) .

Ennek az Osszefiiggésnek természetesen mds alakot adhatunk akkor, ha vés T
helyett misképpen vélasztjuk meg — a hirom allapotjelz8k koziil — a két fiiggetlen
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paramétert. fgy, ha T éspa fiiggetlen valtozok, akkor mivel

ov ov

) ov ov
dQ = cv+laT'dT+lgde,
vagy ha révidség kedvéért azt irjuk, hogy

ov
cv—l—léT=cp

és

ov
l = L,
akkor
dQ = ¢, dT + L dp. (¥4]
Itt ¢, jelenti az dllandé nyomashoz tartozé fajhgjét a giznak, |
Ha pedig p és v a valasztott fiiggetlen paraméterek, akkor mivel
aT oT
lesz
dQ =Pdp + V dv, 3
ahol mindjart, roviditésként bevezettiik a "
‘ aT
Cv % = P
és
oT T
S5y = l+e, 3 = |4
jeldléseket.

A fenti bevezetés utin p-t és v-t vilasztva fiiggetlen paramétereknek, a termo-
dinamika I, f8tételét a kovetkez8képpen fogalmazhatjuk (Carathéodory):
A
dU=dQ—pdv=Pdp+(V—-p)dv

kifejezés teljes differencial, vagyis fennill, hogy

8P 8V '
=Y,
o9 9p
Igy tehit ennek a teljes differencidlnak az integrilsiyal egy, csak az integrél
felsS hatiritél fiiggs, egyértelmi U dllapotfiiggvényt lehet meghatirozni, ez a giz
energidja.
Ha egy derékszogti koordinita-rendszerben pl. v az abszcisszatengely és p az
ordinitatengely, akkor a v és p értékek 4ltal jellemzett gézllapotot a (v, p) ponttal
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ibrazothatjuk. Egy rogzitett (a, b) pontbél kiindul6 és ugyanoda visszaérkez8 G zart

gorbét kivilasztva, az egy, n. korfolyamatot fog abrazolni (36. abra). Ezt a zirt gorbét
integralasi dtnak vilasztva, a termodinamika I. fStételének
fenti megfogalmazisa alapjin, fenndll:

| IdU=I(dQ~—pdv) ~[do —[pav=o.
. G G

G G

Az itt szerepld .

[d0.
o]. v G
36. db integral adja az egész korfolyamat alatt a gazzal kozolt hé-
. aora mennyiséget; az
j. pdv
G

integral [a (v, p) sikon, a G zart gbrbe altal bezirt teriiletnek a mér8szdma) pedig az
egész korfolyamat alatt a giz éltal végzett munkit adja. Tehit a termodinamika I.
fététele alapjin: A
Egy kirfolyamat alatt a gdz dltal végzett munka egyenld a kizélt hémennyiséggel.
Ha a dQ-ra felirt (1) egyenletre alkalmazzuk az imént mondottakat, akkor azt
kapjuk, hogy .

Ennek az osszefiiggésnek a II. f6tétel ?megfogalmazésénél lesz jelentGsége, mert itt
most T és v lesznek a fiiggetlen paraméterek.

A T1. f8tételt igy fogalmazhatjuk (Carathéodory):

A
dQ = ¢, dT + ldv
. 1 .
kifejezés nem teljes differencial, de T integrilé tényezdje.
Tehit a
_ aQ ¢ {
as =S5 =2 dT + v

teljes differenciil integralisival egy mdsik éllabotfiiggvényt lehet meghatirozni: S a
gaz entrépidja. . :
Az,integrélhatéség.feltétele a kovetkez8képpen irhatd:
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vagy az 1. f6tétel alapjan még atalakitva:
op
or — T*
A fenti 8sszefiiggések igen egyszer(i alakot oltenek, ha az dllapotjelz8k értékkészlete
csak olyan intervallumba esik, amelynél a Clapeyron-egyenlet érvényes. Ekkor ugyanis:

T Il 9p R N Z'__ .
p=R;, T-——B—T—-—;, aZaz l—Rv——-p,
v=RI., L= 6—v=——RlZ2=—-RZ, L=—v.

v 9p p p

Az illandé térfogathoz tartozé c, fajhd, melyrSl eddig feltettiik, hogy v és T
fiiggvénye, és melyre azt taliltuk, hogy

O, _9L 9
oy oT oI’
mivel I = p, ezért csak T fiiggvénye.
Tovabba
o R
Cp=cv—[—15i,=cv+p5,
azaz

cp=cv+R.

5sszefoglalva. tehit, ha érvényes a Clapeyron-egyenlet, akkor ¢, csak T értékétS}
fiigg, és a dQ-ra taldlt (1 — 3) egyenletek a kdvetkezd alakot oltiks

dQ = ¢, dT + p dv. (1a)
dQ:(c + R) dT — v dp. : (2a
dQ = —9d +2 (C“+R) v. (52)
Az energia és az entrépia differencislja ez esetben:
dU =¢,dT, illetve dS= ” dT +R @
azaz ‘
U = | ¢, dT + 4llands,
illetve
S = J dT + Rinv + llande,
Az ezekben az integrilokban szerepld ¢, és T 4llandéknak tekinthetSk, és igy
U = ¢, T + éllandé,
és

S=c¢,InT + Rlnv 4 allandé,
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Feladra;tili

a) Gyakorlé fel- a) Egzakt differencidlegyenletek
adatok

1. 24 4yey 4 (34 4xe)y =0.
2. cosx —e *siny + (e *cosy)y’ = 0.
3. 3x% — 6xy + (3y2 — 3x2) y’ = 0.

4. V—xz:_—yz—i—cosxsiny—f- ﬁy_!_:;;—i—sinxcosy y =0,
5. yeosx —sin(x —y) + [sinx +sin(x —y) ]y’ = 0.
6. 2xy — 2y — 1 4 (& — 2x — 2y) p’ = 0.
1. cos (x 4 y) — sin (x — y) + [cos (x + p) - sin (x ——y)‘].y’ = 0.
x
8 aipt ngj_.i? =0.
9, (2x — 2p) dx + (2y — 2x) dy = 0.
10. lax+by)dx+ (bx + cy) dy = 0. Itt a, b és ¢ megadott sllandok.
11 Bx% 4+ ) dx + 2y (x — 2a) dy = 0. Itt a = allandé.
122 B2 —ay)de+ By —ax)dy = 0. Itt a — allands.
13. XG4+ —ax)dx+ [y(E+ )% +a®y]dy = 0. Itt a = sllands.

14. xpyPdx+ (24 +3by* - 02y —a?y + x2y — a2 b) dy = 0. Itt a és b meg-
adott allandok.

5. UEWydxe+ (1 + ) xdy _

(1 I xg~ yg)a/‘_ O.
Zy(x—1)
2 ~ =
16. In (2 4+ 1) dx o dy = 0,

117. (Bx2+ 4xy)dx + (2x2 4-3y%) dy = 0.

18. [Bax* 42 (a4 2h) xy + (b + 2h) y2 ] dx + [(a+ 2h) x> + 2 (b + 2R) xy +
+ 3by*]dy = 0. Itt a, b és h megadott 4llandék.
19, @x*y —12x2y 4 5x2 + 3x) p' + 6 x2p% — 8xy? + 10xy + 3y = 0.
x2y’
y

20.

+2xIn.y =0.

21. (cos x — x cos y) dy — (siny + y sin x) dx = 0.
x+ad x +a

Py e Py
23, L—=)dx+ (1 —x3 dy

(UL )

22, 2 ) dy = 0. Itt a és b megadott allanddk.

= 0.




24.
25,
26.
21.
28.
29.

30.

31.
32.

33.

34.

6.
9.

10.

12.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
21.
22,
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e’ dx + (xe¥ — 2y) dy = O,
(x* + y?) dx + 2xy dy = 0.
x(x—2y)dy —y(y — 2x)dx.= 0,
(Bx* 4+ 2xp — y?) dx + (x> — 2xy — 3 %) dy = 0,
(ycos®x —sinx)dy — ycosx (ysinx + 1) dx = 0,
(P +xy  + 1) dx+ 332 (xex — 6)dy = 0.
(1—cosy+ycosx)dx+(2—|—smx+xsmy)dy~0
P+ D2dx+ (2 +3xp )R 1) dy = 0.
(4x2+y2)Vx2+y2dx+3xyl/x2+y2dy—0
2x — 3y
dx ‘—~~——d = 0.
y *+ »: 7
ydx—xdy ‘ (2x2+y2)dx—]—xydy
= dx, : 35, - = 5
TR X > X+ xp? =0

B) lIntegrdls tényezé (Euler-féle multiplikdtor)

vy 4+ xp)dx —xdy = 0.

y@Cx 4+ pdx —x(2x—y*)dy =0. 3, xdy — ydx = (x — y?) dx.
ydx — (x 4+ y)dy = 0. 5. xdy — (x* + y)dx =0,
xdy‘—l—ydx=y2dx. 7. yrdx + x*dy — 2xy dy = 0.
y3Bx — 2y)dx + x(x — 2y)dy =0,

@xy + y®) dx + (2 x* + 3xy) dy = 0.

- 1
x+y)dy 4+ (x — y) dx =0, 11 dy = 665—5‘-ytgx dx.
1
dy = ytgx—c—s— dx. 13. ydx + (yex— 1)dy = 0.

e¥ (ydx — dy) = e* (x dy — dx).

(2y® —5ax®)dx + 3xy*dy = 0. Itt a = 4llandoé.

Bxy + 2% dx + (3xp + 2 x?) dy = 0.

(& — 2xy — 3y dx — (2 — 2xp — 3 x) dp = O.

Y@ +2p)dx 4+ x (32 4 2x%) dy = 0.

4x24+3y)dx + xydy =0, - 20, A—xp)dx + (xy — x®) dy = 0.
(X1 +2x2)% — ) dx + ()% + 223y — 2x%) dy = 0.

(x +y)dx+ dy = 0. 23. (3 +yYdx + 8xy*dy = 0.
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24,  xyPdx+ (y2 — 1) dy =0, 25, (1 —xp)dx+ (I —x2)dy=0.
26.  yprdx+ (xp+1)dy=0. 27 dx+[1+ (x+y)tgyldy = 0.
28. @ —2y* —3xp)dx +3x (2 + x)dy =0.

20,  (E—y2 4 1)dxt (@ =y*—1)dy=0.

30. @x2 4 xy +a®ydx+ (x +2y) (2 + a®)dy = 0. Itt a = allandé.

3. (B6y8— 19 dx+ (BGx8y + %) dy=0.

32. (+Dde+@y+y2P+y+Ddy=0.

33. (7x3+3x2y+4y)dx+(4x3+x+5y)dy=0.

34. l2xy+x2y+ dx 4 (x2 +y¥) dy = 0.
35. (x — y®) dx + 2xy dy = 0.

b) Fizikai feladatok I Legyen egy pirhuzamos sikiramlis sebességvektora:

v = ¢, cosai + ¢ sina i,

ahol ¢, = alland6 a sebesség abszoliit értéke, o. = 4llandé pedig a sebességvektor és
az x tengely pozitiv szira kdzti szog. Hatdrozzuk meg az ekvipotencidlis vonalak
egyenletét.

2. Egy az origéban elhelyezett forris (nyeld) iltal elSidézett sikiramlis sebesség-
vektora:

X . y .
v=cox2+ 21+¢0x2+y21' .

Ha Q jelenti a forras (Q > 0) vagy nyeld (Q < 0) erdsségét, akkor az itt szereplS
= 4llandé jelentése:

C0—2no.

Hatidrozzuk meg az ekvipotenciilis vonalak egyenletét,
3. Két, egymassal g Szoget bezdré fal kézotti dramlds sebességvektoras

V = CoXi — CoYi.

Itt ¢, = 4llands, és legyen x >0, y > 0. Hatdrozzuk meg az ekvipotenciilis vonalak
egyenletét.’

4. Helyezziink el egy x tengeHlyel pirhuzamos, ¢, = dllandé sebességid parhuzamos
sikiramlisba egy Q = 4lland6 b8ségii forrist. Az ered§ sikiramlds sebességvektora:

Q «x ., QO y
27 x* 4 2 l+§;tx2—}—y2]'

Hatirozzuk meg az ekvipotenciilis vonalak egyenletét.

v=1{¢ +
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5. Legyen egy az origéban elhelyezett és az x tengely pozitiv irdinydba mutaté
dipélus momentuma M. Az eziltal 1étesitett siksramlis sebességvektora:

T . 2y .
V=M et T M e

Hatérozzuk meg az ekvipotenciélis vonalak egyenletét.

6. Helyezziink az origbba egy az x tengely pozitiv irdnyiba mutats, M momen-

tumq dipdlust, az x tengely pozitiv irdnyiban haladé ¢, sebességii pirhuzamos 4ram-

lisba. (Idealis folyadéknak ,,végtelen hosszt* korhenger kériili pArhuzamos dramlisa.)
Az ered§ sikiramlas sebességvektora:

y2 — x2 . 2xy .

v=|cg+ M ——li—M "= _j

o F x2(+y2)2! @ 4 y28?

Hatérozzuk meg az ekvipotencidlis vonalak egyenletét.

Az eléz8 feladatban szerepld sikiramlasra szuperpondljun még egy I" erdsségd
potencidlos drvényt, (Ideilis folyadéknak ,,végtelen hosszi* korhenger koriili cirkuli-
ciés dramldsa.) Az eredd sikiramlds sebességvektora:

M x}{_+£ x

R L el e A

(o 57

Hatirozzuk meg az ekvipotencislis vonalak egyenletét,

4. § Altaldnos mégolda’si moédszerek az ismeretlen fiiggvény derivaltjara
nézve explicit alakban megadott differencidlegyenleteknél

2) Irdnymezdé. [zo-- Tekintsiik az
klinadk P
' =1f(x,p)

differenciilegyenletet, ahol f (x, y) az (x, y) sik egy bizonyos D tartomdnyiban értel-
mezett fiiggvény. Ez a differenciilegyenlet a tartomany minden egyes pontjdhoz meg-
adja annak az irdnytényezdnek az értékét, mellyel a differencidlegyenlet megoldisa
altal meghatarozott gérbe érintdje abban a pontban rendelkezik. Ha a D tartomany
minden egyes P (x, y) pontjiban az f (x, y) érték 4ltal meghatirozott érint8 irdnyat egy
egyenesszakasszal, in. vonalelemmel (Lie) abrizoljuk, akkor egy irdnymezGt nyeriink

v =f(x,y) ‘

differenciilegyenlet geometriai képe, a fenti értelmezés szerinti irdnymez8 gyakorlati-
lag kevéssé szemléletes. Bizonyos rendet vihetiink ebbe a képbe akkor, ha azokat a
gorbéket vizsgdljuk, amelyeken

v' = f(x, y) = dllandé.

Ezeket a gdrbéket — az azonos irdnyt vonalelemeket hordozé gorbéket — izoklindk-
nak nevezziik. ' . :
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Az egyes izoklinikhoz tartozd vonalelemek kozos irdnyédt gyakorlatilag kénnyen
megszerkeszthetjiik, ha pl. az

fl,y)=C

gorbének és az f(x, C x) = C egyenletbdl adédé x = x(C) 6sszefiiggéssel meghatarozott
x = x(C)
y =C x(C)

paraméteres egyenletrendszerd gorbének metszéspontjat az origbval dsszekotjiik. Ez az
egyenes a C-hez tartozé vonalelemekkel parhuzamos.
Az

y'=1txy)=C

izoklindk serege a differenciilegyenlet vonalelemeit elvileg dttekinthetd rendbe foglalja.
Az izoklindk segitségével az
V=1

differenciilegyenlet kozelitd megoldsat grafikusan dgy szarmaztathatjuk, hogy az
,eléggé stirtin‘ felrajzolt izoklindk seregén — szintén ,eléggé strtin* — kijeldljiik az
ott érvényes vonalelemeket, s ebbe az irinymez8be olyan gdrbéket rajzolunk, amelyek
a megfeleld vonalelemeket minden pontjukban érintik. Minden egyes ilyen gdrbe a
differencislegyenlet egy integralgdrbéjének kozelitd gorbéje.

Megjegyezziik azt, hogy a fenti médszer gyakorlatilag alig hasznilatos,* mert a
kozelités pontossaga altaliban igen kevéssé kielégits, s ltalaban egyaltalin nincs arany-
ban az izoklinak felrajzolasdnak nehézségeivel. Viszont a fenti szerkesztés igen sok eset-
ben elvileg 1ényegesen hozzdjarulhat a differencislegyenlet megoldisival kapcsolatos
geometriai viszonyok tisztizisdhoz.

A differenciilegyenlet integralgdrbéinek attekintésére lényeges, hogy azok maxi-
mum-, illetve minimumpontjait, illetve inflexiés pontjait is ismerjitk. A maximum,
“illetve minimum sziikséges feltétele, hogy

y=fxy =0
legyen. Ha még az
f(x,9) =0

gorbe ellenkezd eldjelii irdnytangens(i vonalelemeket hordozéd izoklindkat vilaszt ¢
egymastél, akkor ez az . .
fx,9) =0

¥
egyenletd izoklina valéban az integrilgérbék maximum-, illetve ‘minimumpontjainak
‘geometriai helye.
Az inflexi6s pontok geometriai helyének meghatirozasihoz képezniink kell az

y' =fc+f -y =Ff +fy'f(x:y)v

mdsodik derivéltat. Az
y’l — 0

< A differencidlegyenletek egyéb, gyakorlatilag hasznalatos, grafikus megoldasi médszereit iasd »
sorozat tovabbi koteteiben.
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gorbe az integrilgérbék inflexisés pontjainak geometriai helye akkor, ha e gorbe két olda-
lin y*’ elGjele ellenkezd (vagy y'"’ £ 0).

Az alibbiakban, néhiny egyszerd tipusd differencidlegyenlet izoklindit mutat-
iuk bes

a) y' = f(x). Itt f(x) egy, aza < x < b intervallumban értelmezett fiiggvény.
Aza<x<b —co<y< oo tartomany minden pontjihoz tartozik egy vonalelem.
Minden olyan ponthoz, amelynek abszcisszdja ugyanaz, ugyanakkora irdnytangensti.
vonalelem tartozik. Tehdt az izoklinik az ¥ tengellyel pirhuzamos egyenesek: f(x) — C,
azaz x = k.

B)y =gy Itt g(y) egy a ¢ < y < d intervallumban értelmezett fiiggvény,
A—w<a<oo,c<y<d tartomdny minden pontjihoz tartozik egy vonalelem,
Minden olyan ponthoz, melynek ordinitija ugyanaz, ugyanakkora irdrytangensi
vonalelem tartozik. Tehdt az izoklinik az x tengellyel pirhuzamos egyenesek: g(y) =C,
azaz y =k,

Y)y =flax+by+o). Itta~0,b5£0¢ésfegy,azr<ax-t+by +c<s

. . . : iz a. ., PR
intervallumban értelmezett fiiggvény. Az izoklindk — p ‘ranytangensd, pirhuzamos.

egyenesek: f(ax by 4 c¢) = C, azaz y=—ng+k.

Y <s intervallumban értelmezett
x

8) ¥ =f Y. Tt x5£0 és 1 egy, azr <
x
fiiggvény. Az izoklinik origébé! kiindulé félsugarak:
ff‘;’ =0C, azaz y=kax

e) '+ g@@y + h(x) = 0. Itt 8(x) és h(x) az a < x < b intervallumban értel-.
mezett fiiggvények,
Ha

g(xo) =0,
akkor az x == x, egyenes minden pontjdhoz az
Y = — h(x)

irdinytangens tartozik, tehat ez az y tengellyel pirhuzamos egyenes egy izoklina,
Legyen a tovibbiakban x, olyan, hogy g(x,) 7 0. Ekkor az (x4, ) ponthoz — az:
adott inhomogén linedris differencidlegyenlet 4ltal — hozzarendelt vonalelem az

N—Yo=— (£ — x) [g(x) o + h(x,)}

egyenes egy darabja. Ennek az egyenesnek a futépontja a (¢, 1) pont. Az ugyanakkora:
abszcisszaja, de kiilonbszs ordinitija (%0, 1) ponthoz tartozé vonalelem az

, N—=y1= —(§ — xo) [g(xo) y, + h(x,))
egyenes egy darabja. E két egvenes metszéspontjanak koordinitais

]__ _ h(x,)

R A
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azaz, csak az x, abszcisszatél fiiggnek. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az x = x, egyen eshez
hozzatartozo vonalelemeket meghosszabbitjuk valamelyik irdnyban, akkor olyan egye-
neseket nyeriink, melyek egy pontban metszik egymast. Az y tengellyel pirhuzamos
egyenesek egyes pontjaihoz hozzitartozé vonalelemek meghosszabbitisival nyert egye-
nesek metszéspontjainak geometriai helye a

E=x+ g(x) o
i (8(x) £ 0)
=7 40

paraméteres egyenletrendszerrel meghatirozott gorbe. (Itt x a paraméter, & és m pedig
¢ gérbe pontjainak koordinatai.)

Ha az adott linearis d1fferenc1a1egyenlethez tartozd fenti gérbét (az n. izopunktdl
gorbét) megrajzoljuk és az egyes pontjaihoz a hozzatartoz6 x paraméter értékét odairjuk,
akkor ezzel a differenciilegyenlethez tartozd irdinymezSt konnyen 4ttekintheté modon
rendezetté tessziik.

b) Sorozatos koze- Legyen az
lités (szukcessziv y' =fx1y)

approximacio, . ., . ,

Picard—Lindeldf) differencilegyenlet jobb oldaldn 4ll6 f (x, y) fiiggvény az.

x—xl<a=ow, y—ypi<b=oe
tartomanyban folytonos és korlitos, azaz
fxy)' =A
{ahol A egy pozitiv dllandd), tovibba ugyanott tegyen eleget az
[fy) —fy) =M py,— nl
(ahol M egy pozitiv illandé) Lipschitz-feltételnek, akkor az
1) =, + j £x, yo) dx,

Xo

X

ya(x) =y, + If(xr .}’1(x)) dx,

Xo

Va(x) = yo + [ fx, o(x)) dx,

Xo

Ya(X) = p, + Jf x’ Yn-1 (x)) dx,

Xo

R R I R R I R I I SR
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fiiggvénysorozat n — oo esetén — legalibb az
|x — x| < Min |a LAl
| < Min o, |

intervallumban — az adott differencidlegyenletnek, az Yo = y(x,) adott kezdeti fel-
tételt kielégits, y = y(x) megoldasahoz konvergil.
Az n-edik kozelitésre fennill, hogy

M| x — x, [¢

-y =2 3 HlECRE

k=n1

Ez az eljaras numerikus, kdzelit8 szimolasra is alkalmas. Ez esetben a jobboldali
integrilok kiszdmitisira numerikus, kozelité modszert kell alkalmazaunk, (Ezekrél
b&vebbet lasd a sorozat tovabbi kiteteiben !)

c¢) Kozelité meg- Ha az
oldas hatvanysor ,
alakjaban y'=f(x,y) .

differencilegyenlet jobb oldalin 4ll6 figgvény az

lx—X<a=o0, [p—ypl<b=oo

tartomanyban folytonos és korlatos, azaz 1 f(x,y): = A4, és az
P p) = 2 a; (x — x) (v — yo!
t,7

alakban hatvinysorba fejthetd, akkor az adott differencidlegyenletnek az Yo = y(x,)
kezdeti feltételt kielégits, y = y(x) megoldasa az x = x, hely kdrnyezetében az

yx) =y, + > & (x — x)*
=
hatvinysor alakjiban el6allithats. Ez a hatvanysor legalibb az
. b
X — Xo <Mm‘a, Z)
mtervallumban konvergens. A ¢, egyiitthatékat a

oo oo oo J
S - 1= Say - a3 e - xorf
k=1 1,7 k=1
egyenletben a megfelel§ egyiitthatok Ssszehasonlitisival hatirozhatjuk meg.
Példak
1 Hatérozzuk meg az izoklindk segitségével az

. ‘=1l+xy
differencidlegyenlet kdzelits megoldasit,
10 Kozonséges differencial egyenletek -— 44 231/VII.
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Az izoklinik gorbeseregének. egyenlete:
C=1+xy,

_c-1
y= x

azaz

Ezek egyenld sziru hiperboiék, melyeknek kozos aszimptotdi a koordinita-
tengelyek. A ’

A koordinita-tengelyek egyes pontjaihoz tartozé vonalelemek irdnyat a kovetkez8
meggondolassal hatirozhatjuk meg: :

Az y tengelyen x = 0, y pedig tetsz8leges. Ekkor a differencidlegyenlet szerint
. yl —_— C o 1.

Ha most a két vltoz6 szerepét felcseréljiik: x az ismeretlen fiiggvény és y a fiigget-
len valtozd, akkor a differencidlegyenletet .
: a1
dy. 1+4+xy
alakban irhatjuk. Ekkor az x tengelyen: y = 0 és x tetsz8leges, De akkor a differencisl-
egyenlet szerint
&y
dy
azaz, itt is :
o y=C=1 ,
Tehit az izoklindk gorbeseregéhez hozzitartozik a két koordinita-tengely,
mégpedig mindkett§ tg ® = 1 irdnytangensti vonalelemeket hordoz.
A vizszintes vonalelemek izoklindja (tg9 = C = 0) az
1

y=—

X

egyenletd hiperbola. Ez a gérbe egyben az (x, y) sikot harom résztartominyra osztja.
Ezek koziil a kozépsSben az integrilgdrbék érintd irdnytangense pozitiv, vagyis az
integralgorbék ebben a tartominyban — novekvd x-ekkel egyiitt — emelkednek;
a masik két résztartomianyban viszont az integralgdrbék érintS irdnytangense negativ,
tehat az integrilgdrbék e két tartominyban, novekvs x-ekkel egyiitt siillyednek.

Hogy az egyes izoklinikhoz tartozé vonalelemek irinyat meghatirozhassuk,
kiiszobéljik ki a C paramétert az

y=Cx
C=1+Cx®
egyenletekbdl, Igy az adédik, hogy

o |
xz_—‘-l—e,



PELDAK 147

illetve
Y=1_—%"

Ennek a gérbének az egyes izoklinikkal valo metszéspontjait az origéval Ssszekstve
megkapjuk a metszéspontokhoz tartozd vonalelemek irdnyat (37.- 4bra). Ennek a
gorbének azonban csak az az dga lesz érvé-

nyes, melynél valés C irinytangens értékek- "1
hez valés x értékek tartoznak. Mivel pedig ;

ha C < 0, akkor x2 >1,

-

illetve g
ha C=1, akkor 0 = x2< 1,
ezért ez a gorbe a

0<C<l1

frinytangensti vonalelemeket nem hatirozza

meg, !
Eppen ezért célszertibb, ha a vonalele-

mek irdnyat pl, az

|
C—1 | .
Yy = X P [} 3 x
37. dbra
izoklinkkal és a
—Cc =7
tgd =C = i

irdnyhiromszoggel hatirozzuk meg.
E két egyenletbsl C-t kikiiszobolve,
adédik az

T 1l1—x

egyenleti gbrbe. Ez az a gorbe,
amelynek az izoklindkkal valé met-
széspontjait, ha az y tengelyre vetit-
jiik és e pontokat a (—1, 0) ponttal
Osszekotjiik, megkapjuk a metszés-
pontokhoz tartozé vonalelemek iri--
nyédt (38. abra).

Figyelemmel arra, hogy a meg-
oldandé differencidlegyenlet linearis,
az irdnymez8t az a) &) pontban
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mondottak alapjan is megszerkeszthetjiik. Az ottani jeldléseknek megfeleléen, a mi

‘esetiinkben

g(x) = — X

h(x) = —1.
Tehit az x — O egyenes egyes pontjaihoz tartozé vonalelemek ir

4dnytangense

= — h(0) = 1.

y
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4t adja. Hogy eldont-
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1 .. . P . PO
Tehitaz y = — . hiperboldnak pozitiv x-ekhez tartozd dga az integrilgérbék

maximumpontjainak geometriai helye, a masik 4ga pedig a minimumpontok geometriai
helye.

Az inflexiés pontok geometriai helyét az y’’ = 0 egyenletbsl kapjuk:

X

Y=~ 1ye:

E gorbe valéban az inflexiés pontok geometriai helye, mert e gérbe pontjaiban

s

2
“ire7"

Ezzel a differencidlegyenlet integralgorbéit kozelitSleg megrajzolhatjuk (40. ibra).
2. Hatirozzuk meg az -

Y =yx

differenciilegyenletnek az y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégit partikuliris megolddsat
sorozatos kozelitéssel.

yl(x)=1+jxdx=1+%,

. .
y2(X)—1+f{x+~,dx—1+x +.2%,

X
¥ x3 X'E' x2 x4 xﬂ
ya(x)——1+J(x+—2—+-2~_Z)dx_1+§+m+2 -l
JUT
x2 xi X x2n
y"""‘1+E+2—-1+m+“'+2.—476.;.<2‘;,)=

212 1 [x2\3 1 (x2\n
BRRS R 1 I 65 ISR L P

) = lim 3,62 )= SLIE -

n— oo k=0 !

tehit

3. Hatirozzuk meg az .

y=x+y
differencidlegyenlet altalinos megoldasit hatx)énysor alakjaban,
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Feltételezziik, hogy a megoldds az
y=a,+ayx+a; x>+ a;®+axt+...

hatvanysor, mely az | x| = p intervallumban egyenletesen Gsszetartd, s i
¥ y az | x| = ¢ inte gy ,‘

y’= a]+202x+3a3x2+ 4(143(3-]— ';o
Helyettesitsiik ezeket be a differencidlegyenletbe:

al'—I—2a2x+3a3x2—|—4a4'x3+...=x+a,,+a1x+a2x2+a3x3+...,

vagy mésképpen:‘
a+2a,x+3a;xt+4a, B3+ =aq+ (@ +DxtaxP+a+...

Ez pedig x-ben identikusan csak akkor allhat fenn, ha x megfelel§ hatvanyainak
egylitthatéi mindkét oldalrél megegyeznek, azaz

a; = Qy,
2a,=a;+ 1,
3a; = a,
4a,=a,

5a5=a4,...

Ebbél kovetkezik, hogy

a,—-:am
q, +1
a, = “or'"é“ ’
a, + 1
% =55
2 — ao+1~_
1T 1.2.3-4°
1

Tehit
ao + 1 2

y=a,+aqx+

x0
5%

= (a, + 1)[1+x+2,+ +4,.» oo —x—1=

=(g+1e —x—1
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Vagy ha még
a, + 1= C’
végeredményben

y=Ce¢ —x—1.
4. Hatirozzuk meg az el6z8 feladatban szerepls
' y=x+y

differencidlegyenlet Altalinos megold4sit Taylor-sor alakjiban.

Feltessziik azt, hogy ha x = 0, akkor y(0) = a,. Ekkor az adott differencial-
egyenlet szerint

¥'(0) = a,.
Képezziik az ismeretlen fiiggvény magasabb renddi derivaltjaits
y' =14y,
y'=y",
yo =y
yO =y,

Behelyettesitve az x = 0, p(0) = y’(0) = a, értékeket:
y'(0) =a,+1,
y'"0) =ay+1,
yo0) =aq,+1,
YO0 =g+ 1,

tes s eerer e

Mivel y = y(x) Taylor-sora

" ree (4)
909 = 30 + 20 2 4 L0 0 VO 0 OOy
ezért a mi esetiinkben: ’
y=o+axtftla epBtlopttla, o

=@+ 1+x+2,+3,+4,+...’i —x—1=

=(a0+ l)e"-—x,—- 1,
Végeredményben

y=Ce —x—1,
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Feladatok

a) Az irdnymezd és Hatirozzuk meg az alibbi differencilegyenletek kdzelitd
az izoklinak meg- megoldisat az irinymez8 (izoklindk) megrajzolisa alapjans

rajzolasa
L x+yy =0 2 xy—y+le+yr=0
3. y’ —_ x2 _I_ y2. . 4. y.l = x + y.
1
50 y'=‘\/ﬁ—1. 6. y’=x2_y2.
7. y, =1 y2o 8. y" = (x -+ y)2.
9. xy'—y=x4+1, } 10. xy' 4+ 2y = 3x.

b) Kozelitd meg- Oldjuk meg az alibbi differenciilegyenleteket sorozatos
oldas sorozatos

oas, kozelitéssel, illetve hatvanysor alak]aban, az adott kezdeti
kozelitéssel, £
illetve hatvany- I eltételek mellett:

sor alakjdban 1. y =xy+1; y0) =1
2. y' =J1=3y% yp(0) =0. (Csak Taylor-sor alakjiban keressiik a megoldast.)
3. y=xt+3y%5y0) =1
4. y' = x + sin y; y(1) = 0. (Csak Taylor-sor alakjiban keressiik a megoldist.)
5. y' =14y y(0)=0.

7. §. Szinguldris pontok ‘
Haazy' = f (x, y) alaka differencidlegyenlet jobb oldaldn all6 f(x, y) fiiggvény az
[ x—xyl<a=o0, 'y —yl<b=oo -
tartomanyban folytonos és korlatos, azaz
fx, )1 =A (ahol A egy pozitiv dllandd),
tovabbi ugyanott eleget tesz az
f G p) — f,y) | = M 1y, — ;| (ahol M egy pozitiv 4llande)

Lipschitz-feltételnek, akkor az adott d1fferenc1alegyenletnek egyetlen egy olyan
y = y(x) megoldéisa letez1k mely az

X — X | =h

. b . .
intervallumban (ahol h az a és A szamok kisebbike) értelmezett és folytonos és

x = Xx,-ra az y, értéket veszi fel. (Megoldis egzisztencidja és unicitisa. L. még a
Bevezetés b) pontjat és a 6. § b) pontjat.)

Az alabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor az emlitett feltételek koziil nem
teljesiil f (x,y)-ra a korlitossig. Feltesszitk tehit azt, hogy az f(x,y) fiiggvény az
(x0, o) pont kornyezetében nem korlitos. Két eset lehetséges:
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ha (x,y) — (xg, y,). Ekkor —— 759 ( 7 — 0, Ha most az adott
. !
differenicidlegyenletet
de 1
dy  f(x3)

alakban irjuk (x az ismeretlen fiiggvény és y a fiiggetlen viltozd), feltéve, hogy erre
a differencidlegyenletre az egzisztencia és unicitis feltétele teljesiil, akkor van egy olyan

x = x(y)
o . dx . UTURTPP
megoldis, melyre x = x,, y = y, esetén & = 0, eszerint az integrilgdrbének az
(o, o) pontban az y tengellyel pirhuzamos érint&je van.

2. f (x, y) azonkiviil, hogy .nem korlitos az (x,, yo) pont kornyezeteben, nincs,
egyértelmii 4+ oo hatarértéke, ha (x,y) — (x,, yo), hanem a hatiritmenett8l fiiggs
hatérértékhez tart. Ilyenkor f(x, y)-nak szinguliris pontja van az (x,, y,) pontban.

Ha pl. f(x,7) =g§’;:f;; ,

azaz

. _ Px)
Q(x: y) ’

és van olyan (%0, ¥o) pont, ahol P és Q egyarint 0, azaz P (x,, yo) =0,0Q (%, ) =0
és ha még

P (x0: ¥0) P (x0s ¥0)

‘ Q% (Xos ¥o) Qy (x4r Vo)

akkor (x,,y,) szinguldris pont. Az 4ltalinossig megszoritisa nélkiil feltehetjik, hogy
Xo =10, y,= )

Tegyiik fel még azt, hogy a P (x, ) és Q (x, y) fiiggvények x és y szerint akir-

hanyszor differencidlhaték és helyettesitsiik e fiiggvényeket x és y szerint haladé
hatvinysoruk elséfokd tagjaival:

P(x, y) A3 P, (0,0) x + P(0,0)y,
Q(x, y) ~2 Q; (0,0)x + Q}(0,0) y.
Ha most a A-ra nézve mésodfok
Q0 —24 P00
Q,(0,0) .P;(0,0) —
egyenlet mindkét gyokének valds része nem 0, akkor a szingularis pont jellegének meg-

allapitdsa szempontjibél az elébb emlitett kozelités megfeleld.

(Ha ez a A-ra tett feltétel nem teljesiil, akkor a P (x, y) és Q (x, y) hatvinysorinak
els6fokd tagjai nem hatirozzak meg a szinguldris pont jellegét, s igy kiegészit8 vizsgilat
sziikséges. Ezzel azonban itt nem foglalkozunk, csak megemlitjiik, hogy ha A val6s
része 0, akkor a szinguliris pont centrum vagy fékusz, L. késdbb a+y) és 8) pontban.)

#£0,

=0
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Eppen ezért a szinguliris pont jellegére vonatkozé kulonboz6 esetek attekmté-
sére elégséges az T
ax—+ by a l £0

7

= extdy ‘a_h°‘

homogén fokszimd) differencidlegyenletet vizsgilni, az ongé kornyezet ében.
Allandé egyiitthat6ji : . .
g:.—ax—l—ﬁy ‘bahol |a
n=yx+dy : ly
linedris transzformaci6val 4talakitjuk a differencidlegyenletet a lehetd legegyszer{ibb
alakara (I. az 1. kidolgozott példat):
dn _ylex+dy)+d(ax+by) Alyx+dy) _An
i alcxtd)+plax+by) plx+py) pé'

{9

. és p ugyanannak a misodfokd egyenletnek a gydkeis
Ic —A a | _o.
| d b—A
A kovetkez8 esetek lehetségesek:
a) 7\1 = Ay, mindkettd valés, és egyezd eloleluek AL >A, >0 A transzfor-
miciok utan differencidlegyenletiink:

d _% 7
£ A £

vagy » '
dn _ A, df
i Ay f’

ahonnan ' ' "

' A

n=C-|¢" - (C=£0).

Az mtegralgorbék itmennek a £ = 7 = 0 kezdGponton, val amennyien érintik
ag-tengelyt.p =0és § =0 is megoldasok A § = m = 0 szinguldris pont un, csomd- -
pont (L. az 1. példat).

B) Ay 5= A,, mindkettd val6s és kiilonbdzs elSjeltiek: }\l — —k<0.A

: ]

an m
kS /&
o S
differenciilegyenlet iltalinos megoldasa:
n=Cl§™* (C#£0)

Ezek az integralgérbék nem mennek 4t a szinguliris ponton. Van azonban még két meg-
oldis: § = 0 és .= 0. A £ = 1 = 0 szinguliris pont 1in. nyeregpont (l. a 2. példat).
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v) Ay és A, konjugalt komplexek:
Ag=p—qi
Célszerli még egy linedris transzforméciét alkalmaznis
E=u-t+1ivy,

N=u-—1iv.
Ezzel a
e
Aq

3

|

1S
'

differencidlegyenletbdl lesz: ,

du —idv __ (p+ qi)(u—iv)
dut+idv (p—qi)@-+iv)’

vagy
(pv—qu)ydu=(pu-+ qv)dn.

Ez még igy is irhat6: ‘
udu+ vdy’ vdu — udv
@+ 2 =P PRI

ahonnan

InVu? + 02 +§-arctgg—= In|C|,

vagy ha az (u, v) sikban polirkoordinatikat vezetiink be: \

r=Ce 1 (C £ 0).

Az integrilgdrbék tehit logaritmikus spiralisok, melyeknek az origd aszimptotikus

pontja; mindegyik gérbe kozeledik a kezdS8ponthoz anélkiil, hogy az érint8 ekdzben

hatirhelyzethez kozeledne. A szinguléris pont un. fékusz (érvénypont). (L. a 3. példat.)
6) A Ay és A, gyokdk tiszta képzetes szamok:

Ay =gqi
Ay = —gqi.
Az el6z8 transzformdiciéval kapjuk (p = 0) az
‘udu+vdv =0
differenciilegyenletet, melynek altalinos megoldisas
u? + 12 =C.

Az integralgdrbék tehit zart gdrbék, melyek a szinguldris pontot koriilfogjik;
a szinguldris ponton egyetlen egy integrilgdrbe sem halad keresztiil. A szinguldris
pont un. centrum (kézéppont). (L. a 4. példit.)
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) A, =A, =A valés gyok. Ekkor a
le —A a .
d b—A

egyenlet diszkrimininsa:
: b—¢c2+4ad=0

’

és
b+4c
A= 5 * |
Az o és B szimokat meghatirozo egyenletrendszer a kovetkezs leszs
—b;ca+aﬁ=Q

da+£%iﬁ=&

Tegyiik fel, hogy ebben az egyenletrendszerben a és egylitthatéi nem mind
0-val egyenlSk. Ekkor a két egyenlet nem fiiggetlen, és pl.

a=a,

Alkalmazzuk a

m=y
transzformici6t. Ekkor lesz
dqp _ §+4An
d§ rg
vagy
dn 7 1
A

Ennek az 4ltalinos megoldasa:
1
n=, ElI§|+CE

Ezenkiviil még & = 0 is megoldés. Ezdttal az 6sszes integralgdrbék dthaladnak
az origon és érint8jiik vertikalis. A szinguldris pont ismét csomdpont.
Ha az el§zé8 feltevésiinktdl eltéréen, a
b—c

at+af=0

da+b;Cﬂ=O
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egyenletrendszerben az sszes egyiitthatdk 0-val egyenlk, azaz a =d = 0, b = ¢ =4,
akkor az eredeti differenciilegyenlet : .

& _y

dx x
alakd, melynek altalinos megoldésa:

y=0Cx

~ Az origb ismét csomopont (an. dikritikus csomdpont). Mindegyik integrilgdrbe
atmegy a kezdponton.

Példdk

1. Vizsgiljuk az
_ 12x - 41y
Y = 3;x 113y

’

differencidlegyenletet. Hatdrozzuk meg a szinguliris pont jellegét.

A differencislegyenlet jobb oldalin 4ll6 fiiggvény szémlaléja és nevezdje a
koordinita-rendszer kezdSpontjiban 0, tehit ez a pont szinguliris pont.
Az allandé egyiitthatéji

§=ax+/3y ‘ahol Ia' ﬂlio]
m=vyx-+0by v )

linedris transzformiciéval 4talakitjuk a differencidlegyenletet a lehet§ legegyszer(ibb
alakiira,
Az alkalmazandé. transzformécié szerint:

d¢ = a dx + B dy, dn =y dx -+ 0 dy.
A differenciilegyenletet igy is irhatjuk:

dy _ dx
12x+ 41y 34x- 12y °

ahonnan
dy =k (12 x + 41 y),

dx =k (34 x + 12 y).
(Itt k arinyossigi tényezé.)
Ezekkel a differencidlegyenlet igy alakul:

dn v (B4x+12y) +6(12x -+ 41 y)
dé  a@B4x-+12y) +B(12x 41y

Azt akarjuk elérni, hogy a sz4mlalé A, 1) és a nevezs pedig A, £ alakdiva valjék,
vagyis hogy fennilljon a

vBix+12y) +6(12x+41y) =A =24, (yx+dy)
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a@Gix+12y)+BA2x+ 41 =4,=24,(ax+ By
azonossag.
Ezekbdl a transzformécié — egyelSre ismeretlen — allandéira kapjuk a
(3¢ —A)y+126=0
12y + (41 —2;)6 =0,
illetve

B4 —2A)a+128=0
2a+ @l —A)p=0

egyenletrendszereket. Csupa zérustél kiilonbdz8 megoldds csak akkor van, ha A,

illetve A, a
34 —A 12 l -0

12 41—A]
misodfokit egyenlet gydkei.
Ha ezt kifejtjiik, kapjuk, hogy

AZ — 75 4 1250 = 0,

ahonnan
A ;=050 és A,=25.

A, és A, értékét behelyettesitve az egyenletrendszerek egy-egy, pl. els8 egyenleteibe:
—16y + 128 =0,
90 + 128 = 0.

Ezekbdl példiul
a=4, f=-—3,

y=3, 6=4.

Vagyis, ha alkalmazzuk a

£ = 4x — 3y,

n=3x -+ 4y A

linearis transzformaciét, akkor a differencidlegyenlet a kovetkezd alakt lesz:

3157 = 2? .

Ennek az 3ltalinos megoldasa:
‘ n=Cg¢ (€ 0).

Ezenkiviil még 1 = 0 és £ = 0 is megoldasok.
Tehit az eredeti differencidlegyenlet 4ltalinos megolddsa:

3x + 4y = C (4x — 3y)? - (€ £ 0).



" PELDAK 159

: ) 4 3
Ezenkiviil még két megoldas van: y = 3 és y= — x5 Az iltaldnos meg-

oldis dltal meghatirozott integrilgérbék méisodfokit parabalk.
A transzformicionil szerepl§ A, és A, értékek valdsak és megegyezd elgjeliiek,
tehit — amint az a transzformaciéval nyert differenciilegyenlet

.n=Cg

dltalanos megoldasibél litszik — a koordinita-rendszer kezdS8pontja csomdpont : az
Osszes integrilgérbék dtmennek e ponton. .
Az integrilgérbéket konnyen megrajzolhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a

£ =4x — 3y
n=23x 4 4y

linedris transzformicié csupan a koordinitarendszernek a kezd8pont kériili elforgatisit
jelenti, Ha ugyanis i-vel jeldljiik az x ten-

gely pozitiv irinyiba mutaté egységvektort 4
és j-yel az y tengely pozitiv irinyiba mu-
tart6é egységvektort, és hasonléan i’ jelenti
a § tengely, j’ pedig az 7 tengely egység-
vektorat, akkor fennall, hogy

" ‘
3 4 FELN .
vy . ]
=11 = LN e
1 5 + 5 ) ) "l ' ~ |
K : \‘\
és eszerint §
i'j'=0, /
vagyis i’ merSleges j'-re, tovibbi mivel az 41. dbra

i’ és j dltal bezirt sz6g koszinusza (—1)- .
szerese a j’ és i dltal bezirt sz8g koszinuszanak, ezért valéban — tiikrdzés nélkiili —
forgatisrol van sz6 (41. 4bra).

2. Vizsgiljuk az
) ,_24x—Ty
CIx+ 24y

differencidlegyenletet. Hatirozzuk meg a szinguldris pont jellegét.
Az el6z8, kidolgozott példdhoz hasonléan:

§=ax+py
nE=yx+oy
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linearis transzformiciét alkalmazzunk. Az itt szerepl3 egyiitthatokra csupa 0-t6!
kiilonbdz6 megoldast csak akkor kaphatunk, ha A kielégiti a

—_ 2 |
7T—A 4 -0
24 —T7 —A
egyenletet, azaz
AZ — 625 =0,

Innen A, = —25 és A, = 25, Ezekkel egyrészt

320 +248 =0,
azaz példaul
o =3,

p=—4
masrészt
—18y - 246 =0,
azaz példiul

vy=4
6 =3.
Ha tehat alkalmazzuk a
£ = 3x — 4y,
n=4x+ 3y
linedris transzformaciét, akkor differencislegyenletiink a kovetkez8 alakd lesz:
o _ _1
i - €°
Ennek az altaldnos megolddsa:
1

és ezenkiviil ) = 0 és £ = 0 is megoldasok. ‘
Ennek megfelelden az eredeti differencialegyenlet altalinos megolddsa:
3x —

=5 (€ #0),

vagy masképpen irva:
12x2 —T7Txy—12p2=C (C £ 0).

4 .
Ezenkiviill még y = — _-x és y = ii x is megoldasok, Az éltalinos megoldds

3 _
4ltal meghatirozott integralgdrbék egyenl§ szard hiperboldk, melyeknek aszimptotai

azy=—gx és y = X egyenesek. A koordinita-rendszer kezdGpontja nyeregpont,
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amint az a transzforméciénal szeteplS A, és A, értékekbdl is litszik: mindkettd valés,
és ellenkezs elSjeltiek. ) ) ) . :
Az integrilgdrbéket kénnyen megrajzolhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a

£ =38x—4y
M= 4x -+ 3y

linedris transzformacié csupin a koordinita-rendszernek a kezd8pont kbriili elforgata-
sat jelenti. Ha i és j az (x, y) koordinata-rendszer tengelyeinek egységvektorai és i’, j’ a
(€, m) koordindta-rendszer tengelyeinek egységvektorai, akkor

. 3. 4,
P=51—5)» ;

' i'i'=0,i%7=j2=1)
. 4, 3.
l=gl+gl'

Megjegyzés, Az adott differencidlegyenletet igy is irhatjuk:
(24x — Ty) dx + (— Tx — 24y) dy = 0,

Ha itt
P(x,y) = — Ty + 24x,
‘ 0 (x,y) = — Tx — 24y,
akkor .
- 0P _8Q L 7
67 — a—lx‘ I — »

Tehit az adott differencidlegyentet egzakt, Az él:‘.alénos megoldis igy szimithatd:
X y
[ 24x ax — [ax+24)ap=c,
; .

0
azaz
: 12x2 — Txy — 1232 = C,
vagy N

Bx — 4y) (4x + 3y) =C.
Ha C = 0, akkor vagy

vagy ' . \

Ezek origbn dtmenS, egymasra merdleges egyenesek.
Ha C o£ 0, akkor egyelSre csak annyi latszik, hogy a

12x2 — Ty — 122 = C

egyenlet masodrend(i gérbéket hatiroz meg, ' -
11 Kozonséges differenciil egyenletek — 44 231/VII.
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A koordinita-rendszer ali;almas elforgatisival hozzuk-ezt
aj, x** a5y =C
kanonikus alakra. (Elforgatéskor az egyenlet 4llandé, szabad tagja, C nem viltozik.)
Az elforgatas mértékét és az elforgatott koordinita-rendszerben szerepl a3, a;, egyiitt-
hatdkat a ’
: g
(12w 2 ‘?Ho
7 ‘ =
—g TRy

karakterisztikus egyenlet segitségével hatirozhatjuk meg.
A determinins kifejtésével adédik:

Mz_ﬁi_f’=0’
azaz
25
= 3
. .25
Mfz:—?"

Az elforgatott koordinita-rendszer egységvektorainak irinykoszinuszai, ezekkel a
kiszAmitott i, és i, Sajatértékekkel, a kovetkezOk lesznek: a

25 7T
‘12—"? €1x_—-2—81y=0
és
- 25 7
(_12—‘_?82.)(;—“2_621):0
egyenletekbdl :
D&y te,=T:—1
és ‘ *
. 8y 1€y = 1 87,
tenat .

(Elgz = Qr 8—% =8—§-‘= 1).
=1+ =17 )
yso |50
Haa koordinéta—rgldsze_rt gy forgatjuk el a kezdSpont koriil, hogy az x* és y*
tengelyek egységvektorai &; és &, legyenek, akkor az integralgdrbék transzformalt egyen-
lete a kovetkez§ lesz: C '

25 25
T oxw2 T 2 o
5 X 2 y C,
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vagy
x* — y* = K,

Ez az egyenlet pedig egyenld sziri1 hiperbolikat hatiroz meg, melyeknek kdz6s
féltengelyei az x* és y* koordinita-tengelyek (42. dbra).

A két kiilonbéz8 megoldasi
médszer azonos eredményre vezetett.
Még érdemes megfigyelniink, hogy
a (¢, m) koordinita-rendszer tenge-
lyei az (x*, y*) koordinitarendszer
szogfelez8 egyenesei, megfelelden
annak, hogy a 7

gn=C
hiperbolik egyenlete, a koordinita-
rendszernek a kezdépont koriili

P =g szoggel vald elforgatisival

x* —p* = K

alakra transzformilédik. Ennek iga-
zolésira elég azt kimutatni, hogy
pl. az &, és i’ vektorok 4ltal bezart

szog @ =: . . : 42. dbra

cos<p=>£'~i'=3 7_4‘_ 1 -5 — 1
s s s el T ym

. 3 Vizsgaljuk az -

Ty

differenciilegyenletet. Hatirozzuk meg a szinguldris pont jellegét. .

Az ‘
f A 1J=0'
1 1 —A

A2—2% 420
karakterisztikus egyenlet gyskei konjugilt komplex szimok (a valés rész.-nem 0):

. ]=1+i,

Ay=1—1i

azaz N

.o~

Tehat a koordinata-rendszer kezd8pontja: fékusz. -
A differencidlegyenletet igy is irhatjuk: _

(x — p)dx + (x + y) dy = 0.
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5-tel, kapjuk az

. 1
Ha végigszorozzuk g

dx + y dy)—[— dx 4 dy =0

X
[Tt ey

egzakt differencidlegyenletet. Ennek 4ltalinos megoldisa:

X+ 2 X2+ y?
T Y —miC
In}x® 2+ arctg, =ML,
(€ 50,

vagy masképp irva:

— arc tg%

V2 + 32 =Ce .

. ) Polarkoordinatikra attérve:

r=Ce?

Az integrilgdorbék  logaritmi-
kus spirélisok (43. 4bra).

4. Vizsgaljuk az

,_3x—y
43. dbra Y = x =3y
differencislegyenletet. Hatirozzuk meg a szingularis pont jellegét.
Az
11—
1—2 3 | 0,
. -3  —1—2|
azaz ‘
: A21L9=0
karakterisztikus egyenlet gyokei tiszta képzetes szimok:
A, =3i, ‘
A, = — 3i.

o
‘Tehat a koordinita-rendszer kezdSpontja: centrum.
A differenciilegyenletet igy is irhatjuk:

(—y +3x)dx + (— x+ 3y)dy = 0. _
Ez pedig egzakt differencidlegyenlet. Az 3ltalinos megoldast pl. ‘gérbe menti
integrallal szimithatjuk:

x y
f?;xdx +I(—-x—}—3y)dy=C,,
V] 0
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vagyis /

vagy
3x2—~2xy+3y2=C,

Az integr:ilgc'irbék masodrendii gorbék. A koordinita-rendszer alkalmas elforga-
tasdval hozzuk ezt az egyenletet kanonikus alakra. A karakterisztikus egyenlet:
. {3 —u -1 =0
-1 33—
vagy kifejtve: *

mE—6u +8=0,
Ennek az egyenletnek a gyokei, a sajatértékek:
' g =2,
Wy = 4,

Az elforgatott koordinita-rendszer egységvektorai ezekkel a saj4tértékekkel szi-
mithaték:

mivel 4 y :
(3""2)81 — & =0,
illetve * Y A
(3 —4) e, — &, =0,
ezért
) B 38, =111,
és
€ox 189, = — 111, -
tehat
g == ! i+ 1 g
1 V§' V2_ l!
o 1 s 1 . 2 2
8=—'-—:l+—_. a4y s
2 ) V2_, X +éy =¢
o(g, €5 =0, glz=g§=1.) 44. dbra

Haa koordinéta-tenglszert tigy forgatjuk el a kezd8pont kdriil, hogy az x* és y*
tengelyek egységvektorai ¢, és ¢, legyenek, akkor az integrilgbrbék transzformalt
egyenlete a kévetkezs lesz:

2x* | 4y*2 = C, (C >0).

Ez az egyenlet pedig ellipsziseket hatiroz meg, melyeknek k&z3s f6tengelyei az
x* és y* koordinita-tengelyek. :

Ezzel az integralgsrbéket mar kénnyen megrajzolhatjuk (44. dbra).
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Feladatok
Vizsgaljuk az aldbbi differencislegyenleteket: hatirozzuk meg a szinguldris pont \
jellegét:

'-—ij—_'y i ,_3"—2_}’_
1. “&_% 2. y_5x-2y'_
, 2x—2 , _ x—3y
3. y =4X—5J—): 4, y ——-3x_13y. .
5. X+ 2y



1. ELSORENDU, AZ ISMERETLEN FUGGVENY DERIVALTJABAN
IMPLICIT DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Specidlis alakd elsSrendfi implicit differencidlegyenletek
O Epreadiaet, | A
oku differencial- - °,
egyenletek Flx,py) =0

iltalanos alaki differencidlegyenlet bal oldaldrdl feltessziik,
hogy az ismeretlen fiiggvény deriviltjinak (y’-nek) n-ed fokii polinomja, melynek
egyiitthatoi az (x, y) sik valamely D tartoménydban az x és y valtozéknak folytonos
fiiggvényei és y szerinti parczalls derivaltjuk folytonos:
Fty,0)=a,60) 9" + 0,46 Ny +... +ayl, DY + ay) =0.

l
i

. 1oF |
Feltessziik még azt is, hogy a D tartominyban a,(x,y) 350 és ia_' = a>0,
y

ahol a = alland6é. Ekkor az algebra alaptétele szerint a D tartominy minden (x, y)
értékparjdhoz n szamu (valés vagy komplex) p’ érték tartozik, és ezek mind: kiilonbs-
zG8ek. Csak a valés értékekre figyelemmel, az adott differenciilegyenletbdl k = n olyan
elsGrendfi, y'-ben explicit differencidlegyenlet vilaszthat6 ki, melyek mmdegylkere

teljesiil — legaldbb a D tartoményban. — a megoldas egmsztenmé)ara és unicitisira
vonatkozé feltétel. Ekkor ugyams s .

F(xy}')y Y=y — h] [y — fz(x: J’)] e fk(x:}')]G(x:y’y’) =0,

tehdt L
v'=f1‘(‘x,y), v'=H .. ¥ = filx )

Ezeknek a differencialegyenleteknek az Gsszes, D tartomanyhoz tartoz6é megoldasai az
eredeti differencidlegyenletnek is megoldasai, és 1gy, ha ezeknek a dlfferenaalegyenle-
teknek altalanos megoldasav

(X, ¥, C) =0, ‘Pz(x: Vs C)=0,..., (Pk(xf b2 ?) ? 0, )

akkor az eredeti differenciilegyenlet dltaldnos megolddsa:

Pa%, 95 C) - @, 9, C) o o . %, 3, C) = 0.
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b) A differencial- Két esetet targyalunk
;g{fz!ll;tz'ig a) A differencislegyenlet x-ben explicit alakra nozhatds
F@y)=0 | x = f)
Vezessiik be az y’ = p paramétert. Ekkor egyrészt
X = f(p) R
misrészt pedig
. dy = p dx, v
vagy mivel .
dx = f'(p) dp,
ezért -
dy = p f'(p) dp.
Ez utébbibél

v=fpﬂm@+c.

A differencislegyenlet dltaldnos megolddsa paraméteres alakban :

x = f(p) |
y =jpf'(p) dp +C. l

B) A differenciilegyenletb8l x és y’ egy alkalmasan valasztott t paraméterrei
kifejezhetSk:
x = @(t),
y' = (o).
Ekkor a differencislegyenlet dltaldnos megolddsa — az eldbbi esethez hasonlé gondolat-
menet szerint — paraméteres alakban :

' X = (p(t)

y= [ g0 dt+C.

¢) A differencidl- Megmt két esetet targyalunk:

egyenletbdl > .
@« hidnyzik: a) A differencidlegyenlet y-ban explicit alakra hozhat6:
F(yy)=0 ‘ v y = f')
Vezessiik be az y’ = p paramétert. Ekkor egyrészt
. y = f(p),
masrészt pedig
x=2,

P
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vagy mivel ‘ P
dy = f'(p) dp,

=P
p

. Jf’(p) @, o
p

ezért

Ez utébbibél

A differenciilegyenlet dltaldnos megolddsa paraméteres alakban :

I x= J"&I)%ie

¥ =f(p) ;
|
+ C. I

B) A differencidlegyenletbdl y és y’ egy alkalmasan vilasztott t paraméterret
kifejezhetSk:
y =)
¥ =90 . .
Ekkor a differenciilegyenlet dltaldnos megolddsa — az eldbbi esethez hasonlé .
gondolatmenet szerint — paraméteres alakban :

, Y=o
]
‘ N RAGK
X = ———— + Co
, ' f () |
d) Paraméter . implicit di i3l let:
bevszet éack Legyen adott egy y’-ben zmplzczt ifferencidlegyenle
mddszere; meg- ' 1 =0.
oldas differen—g F @y 9)
cialds atjan | Tegyiik fel, hogy alkalmasan vélasztott u és v paraméterek
segitségével ebbdl a differencislegyenletbl x, y és y’ = P
kifejezhetdk: ‘ : :
x =g (u,v)
y =y
. Vi=p= @)
Mivel
dy
=4 =
x P
ezér:
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s igy az eldbb felirt paraméteres egyenletrendszer alapjin:

oy % 4 op o
éEdu-&—é;dv4—;((11,1)) §Edu+$d” R

-ahonnan :

%p _ 9y

av V) 5~ 3

du 9 op *

a—f — x(u, v) é%)

Ez pedig a v ismeretlen fiiggvény és u fiiggetlen viltoz6 K675t e.g‘)" elsGrendd, az isme-

retlen fiiggvény derivaltjsban explicit alaki differencidlegyenlet. Tegyiik fel, hogy
-ennek az iltalinos megoldasa: :

v = o (4, C),

akkor az eredeti differenciélegyehlet dltaldnos megolddsa, paraméteres alakban (u a para-
méter): :

x = o, 0 (g, C)
y = p(u, ® (1, C)).

Két specialis esetet tirgyalunk:
o) Legyen
Cy=fxy)

‘Paraméteriil x-et és y’ = p-t valasztjuk. Ekkor az el6bbi gondolatménet alapjin nyer-
jiik a :

ot

dp _”A“a_x
dx ~  of
. 9p

differencidlegyenletet. Ha ennek az ltalinos megolddsa
4 p=¢x0),
:akkor az eredeti differencislegyenlet dltaldnos megolddsa :

1

| y=flee&oN.

Megjegyzés. Ugyanarra a p és x kdzott fenndlls differencidlegyenletre
jutunk, ha az eredeti differenciilegyenletet x szerint differencidljuk és y’ = p-t az x
fiiggvényének tekintjiik: f o a

dy 9 p ' s
ix =P T ax
B) Legyen
=iy
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DLfferenaaljuk mindkét oldalt y szerint és tekintsitk y’ = p-t az y fﬁggVény ének:
‘ 1_of 8 dp

p o "op dy°

Ha ennek a differénciélegyenletnek az 4ltalanos megoldisas
p=pC0C),

akkor az eredeti differenicidlegyenlet dltaldnos megolddsa :

| 4x = f(y, p(, O)).

e) Lagrange- Legyen az el8z8 jelsléseinkkel megegyezGen
(d’Alembert~) AR ; , .
féle differencial- y' =p,
egyenlet:

és derivaljuk mindkét oldalst x szerint, p-taz x fuggvenyé-
nek tekintve: :

d
p = ¢(p) + {9'(p) x +‘ip'(p)} (75 .

y= o) x+y(y)

Ha ebben a differencislegyenletben x és p szerepét féicéé;éijiil{:- ;/a)zh'isineretlen fiigg-
vény és p a fiiggetlen viltoz6, akkor a ‘ ,

- dp+ () x_. ¥ @) — p0)

p(p) — p p— tp(p)

mhomogén linedris dlfferencxalegyenletre jutunk, Ennek az éltalénos -megolidésaA

legyen
' X = C(D(p) + X(p)r
akkor az eredetl differenciilegyenletnek az dltaldnos megolddsa paraméteres alakban:

x = Ca(p) + x(p)
={Ca(p) + x(p)} p(p) + w(p).

Ha a p = C, értéknél fennall, hogy

Kk P(Co) —Cp =0,
aKKor

l _
v | ¥ =(Co) x + p(Cy)
is megoldas, : : . o L
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1 C{laifa“t'_féle Ez a differencidlegyénlet az el8z8nek specialis esete. Dif-
ggf:;leent?‘él' ferencidljuk mindkét oldalt x szerint, akkor

y==zy + o)

' d
p=p+G+e@) L

. d
il ' =0,
vagyis L xTe@l=0
Két eset lehetséges:
. dp
. ‘ P o,
1. Ha i
akkor mnyilvin "p=C,
és igy a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa :
y=Cx+ ).
2. Ha x+o'(p=0, .
akkor ebbdl és az y=px+ o(p)

egyenletbdl a p paramétert kikiiszobélve, nyerjiik az iltalinos megoldas ltal meghata-
rozott egyenessereg burkols gorbéjét. Ez a gdrbe abrizolja a differencidlegyenlet szin-
guldris megolddsat (1. 2. § c)).

A Clairaut-féle differencislegyenletet ezek szerint a legegyszeriibben igy oldjuk-
meg:

1. A differenciilegyenletben y’ helyére C:t irunk. Ez adja az iltalinos meg-
oldist.

2. Az 3ltalinos megolddsbél és annak C szerinti derivaltjabél a C-t kikiisz6bolve,
nyerjiik az iltalinos megoldas altal meghatirozott egyenessereg burkol6é gorbéjének
egyenletét, vagyis a differencidlegyenlet szingularis megoldasat.

Megjegy zés. Clairaut-féle differencidlegyenletre vezetnek olyan geometriai
feladatok, melyekben egy gorbét érintSjének valamilyen tulajdonsaga alapjin kell meg-
hatirozni, ’ . : ,

Példdk*

1. Oldjuk meg az
. y’2~2y1x+x2_y2=0
differenciilegyenletet.

Ez még igy is irhaté: 0
(y —xP—y2=0,

vagy : ' @ =y—0 @ +y—x=0.

. * A kovetkezbkben tobbszor talilkozunk szinguldris megoldisokkal. A jobb megértés céljabo
ajanlatos elGbb a 2. § tartalmat atnézni ! . .
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Tehit az adott differencislegyenlet szétbonthaté az
v —y=x )
y+y=x
inhomogén linedris differencislegyenletekre. Ezeknek az 4ltalinos megoldisa:
' y—Ce +x+4+1=0,
y—Ce*—x4+1=0.
Igy az eredeti differencidlegyenlet éltalé;los' megoldisa e két megoldis szorzata:
C—Cle(y—x+1)+ex(p+x-+ D+ @+ D2=x2=0.
2 Hatdrozzuk meg azt, hogy az '
X2 =y (2 — x?) -
differencidlegyenlet milyen gorbesereget hatiroz meg (a = 4llandé)e

A differencidlegyenletbdl y hisnyzik. Bevezetjiik az y’ = p paramétert. Ha x-et
kifejezziik, kapjuk, hogy

ap
x= —— = f(p).
. V1 + p?
Mivel
: oy @
f(P) - (T+ pz)ll’ ’
®zért )
, i P . a
= dp+C=a| —"— dp+C=-_2__
y fpf(p) p + aI(l-i-pZ)" ip + Vl__'__szr
A differencislegyenlet 4ltalinos megoldisa paraméteres ‘ p
alakban; :

=i | (1)

ST TG -

Ebbdl a paraméteres egyenletrendszerb3l a p para- L §

métert  kikiiszobolhetjiilk és akkor nyerjiik a kovetkezd
egyenletet:

¥ —CPF + xt = q=

Ez a differencidlegyenlet 4ltalinos megolddsa. Az

integrilgdrbék olyan a sugaru korsk, melyeknek kdzéppont- \ )

jait az y tengely egyes pontjai alkotjik, és amelyek az

X =+ a, x = — a egyeneseket érintik (45. 4bra). . .
Az dltalinos megoldison kiviil x — +aés x=—aqa (yCreeea

is megoldisok, mégpedig szinguliris megold4sok. 45. dbra
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3. Hatarozzuk meg az
Tyt —3xy =0

differenciilegyenlet altalénos megoldasat
Bevezetve azy' =p jelolest, ez meg igy is irhat6:

©L.4p —-3xp—0

Vezessuk be a ¢ paramétert ugy, hogy p = t xlegyen. Ekkor a dlfferencdlegyenle»
tet fgy is irhatjuks
x3(1 + ) =3t

és innen
3t
*Tige
38
. P=rys
Mivel
dx  3(1'=26)
a ~ Q48?2 °
ezért

8 3(—26)
1T+68 (1462

_.(a-2538 L
v=3 S #+C

Ezt az integrilt az u = 1 + £ helyettesitéssel szamitjuk:

y_3J‘@_M+c_9[§;'__6I‘_i_‘_‘+c_

9 6 9 6

“getatC=—garmtiratC

dy =pdx =

Ebbdl pedig

I

Tehit a differencidlegyenlet dltalinos megolddsa paraméteres alakban:

. 3
1+6"°

B 9 @ c
S v=Tgawee tixe T

4. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet,
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Bevezetjitk az y’ = p paramétert

_p
A P
Mivel '
dy _2p+p
_ dp (1+p2’ :
ezért .
dy 2+4p
dx=Y - 2FP 4
, , T T a4+,
fgy :
dp
J(1+p)2 + f(1+p)2 itp*

1
1+ - +Iln 1+ p- +C

Tehit a differencidlegyenlet altalanos megoldésa paraméteres alakban:

_ P
LA

-

5. Hatirozzuk meg azt, hogy az

Vet yt=at
d1fferenc1a1egyenlet rmlyen gbrbesereget hataroz meg.
Bevezetve az y’ = p jelolést és a t paramétert, irhatjuks
‘ ‘ y=asiny,

p = acost.
Ekkor, mivel ‘

dy = a cos t dt,

. d oo
dx = o dgy
p
ahonnan

X =1 + C,
a differencidlegyenlet 4ltalinos megoldasa

‘¥ =asin (x—C),

175
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Az integralgorbék ezek szerint a amplituddjd kongruens szinuszgdrbék, melyek
egymastol x tengely irdnyt, C mértékd pirhuzamos eltolasban kiilonbdznek (46. dbra).
A differencislegyenletnek szinguldris megolddsai az ezeket a szinuszgdrbéket burkolé

y = 4 a, y = — a egyenleti egye-
nesek.
14
6. Oldjuk meg az
Ce-3 -2 -1 0 ’ ? ; 2
-~ - P ’ 3 _ P ! =

/ ,—’\\ PN N y txyy'+ 8y 0
)\ A\ AV SN N differenciilegyenletet.

R, AR Ez adifferenciilegyenlet x-ben
XD XD elséfokt. Ha x-re megoldjuk és be-
. , . AN NSNS . .. ’ S 4wtz

> = Q>3 vezetjiik az y’ = p jeldlést, akkor

_ ) y=asin(x-C) lesz: 2 »
R
46. dbra =T

-t tekintsiik fiiggetleh valtozénak és differencisljuk mindkét oldalt y szerints
1 _(p_ydp P 2

2y pildy 4y* ' p

1Innen

Ha az elsG tényez6t tessziik 0-val egyenldvé, nyerjiik
' 2

1
p= 43 y3 . .
Ha most ezt behelyettesitjiik az eredeti differenciilegyenletbe, akkor az
4 .
Y =357 x*

-szingularis megoldast kapjuk. :
Ha a méasodik tényezdt tessziik egyenldvé 0-val, akkor a valtozokat szétvilasztva
-és.integralva, adodik: : ) )

p=Cy*.
Ezt behelyettesitve az eredeti egyenletbes
3 3
Cy?'—4Cxy’ 8y =0,

ahonnan'az y =0 partikulﬁris megoldast elkiilonitve:

64:1) = (4C X - CS)Z,
ce . ,
wagy bevezetve a C; = i 4j allandét,

y=Ckx—-Cp ¥~



PELDAK . S - 177

Végeredményben teh4t a differenciilegyenlet 4ltalinos megoldaisa:

y=C; (x — Cy*
¢és két szingularis megoldisa; - '
y=0,
4
y= ﬁ x3.
1 Oldjuk meg az
x4 Des
y= ey | y' + y
differenciilegyenletet. "
Differencidljuk mindkét oldalt x szerint és vezessiik be az ¥’ = p jelolésts
. p (x + 2) e x (x+1)ex]dp
et [ o

Ez még igy is irhatd:
X (x+1)e_"][dp x+ 2 ]_0

x+1 & ||lax

dx x+1p—

Ha az els§ tényezs egyenld 0-val, akkor innen

(x + 1)2ex
2 .
P X

Ha ebbdl és az eredeti egyehletbél p-t kikiiszoboljiik, nyerjiik a differencisl-

egyenlet
Vi =4xe

szingularis megoldasit.
Ha viszont a méasodik tényez 0, akkor egy szétvilaszthaté valtozéju differenciil-
egyenletet nyeriink, melynek az iltalinos megoldisa;

p=Cx+1)e
Ha ebbdl és az eredeti differencislegyenletbsl p-t kikiiszébéljfik, nyerjiik az
1
— X —
y=Cxe 4 o

dltalinos megoldist.
8. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet.
12 Kozdnséges differencial egyenletek — 44 231/VII,
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Ez egy Lagrange-féle differencidlegyenlet. Bevezetiikk azy’ = p Jelolest és mind-
két oldalt derivaljuk x szerint:

p=1+@p—2p

Ez még igy is irhatd: ,
dp
—Dl2p £ L1} =0,
42 1)( Pt ) 0

Ha az els8 tényez8 0, akkor
p= 1,

és ezt behelyettesitve az eredeti egyenletbe, nyerjiik az

1
= X 5
szinguliris megoldast.
Ha a misodik tényez8 0, akkor )
2pdp + dx =0,
yl vagy integrilva:
. pP+x=C.

Helyettesitsiik ezt be az eredeti egyenletbe,
akkor nyerjiik az 4ltalinos megoldast paraméteres
alakban:

x=c—p2.

Kiiszéboljiik ki innen a p paramétert, akkor
Uy -C e 4(x=CY ou 9y —CR+4(x—CP=0.
Az integrilgdrbék ezek szeriat a

92+ 4x3=0- .

;gyenlett’i gérbévél kongruens gorbék és egymés-
47, dbra bol Ggy szarmaztathatok, hogy dnmagukkal par-
huzamosan toljuk el 8ket az y = x szogfelez6

1
egyenes mentén. Valamennyi integralgdrbe burkoldja az y =X + 3 szingularis meg-

oldast dbrazolé egyenes (47. abra). . ’
9. Oldjuk meg az

differenciilegyenletet (a = allando).
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Ez egy Clairaut-féle differencialegyenlet. Az &ltalinos megoldist rogtdn fel-

irthatjuk: - .
. a
= . y
y Cx+c
Deriviljuk ezt az egyenletet C sze- .
rint. Akkor yelrer
a )\\/b
X E2 = 0' /6
-2 \ 0 ' K
azaz \ 2
a : y =4ar
X = Ez » .
tehat
__ 2a .
y= Kol 48. dbra

E két egyenletbdl C-t kikiiszobslve, nyerjiik a differencidlegyenlet

V:=4ax
s-ingularis megoldédsat (48. ibra).
Feladatok
a) Gyakorlé ) Abbi i i =y’
) fiyakorlf Az alabbi feladatokban mindeniitt p = y°.
L pPHyy —x—xy=0. ,
xp?—2p 4 4x = 0. 3. pPy+plx—y)—x=0.

. X2p? — 2xy p + % = x2)% - x4,

5. P—EH+x+3ypP+ Py +x22+0%p—x3yt=0.

6. xp*+2xp—y=0. 7. xp*—2yp—x=0.
8. (dx® — dy?) cos x = 2 sin x - dx dy. 9. (p —-x)2=15 + x

10. xzpé—xyp+y2=0. 1. xp? (P —x%)p —xy=0.
12. PP—(x+y)p+xy=0, 13, p>—2xp—3ax2=0.

14, Vp? —2xyp =y — 2 15. y—xp?=x

16. 4y p® - 2xp + y = 0. 17. 4xy*p> =14+ 233p.

18.  (xp—pR=yps : 19 pPPhx(p+1)p+xy=0.

2

20 (y—xp)
22, xpPt2x(y—209p+y2=0, 23, pPPH+xtp=2x3y.

24 pPPH2xp=4x?y. 25, SBxyp>—23)2p+2=0,

26. P® -+ 4xy p = 82, 27. 2p®+ 2x2p = 3xp.

12%

= pd. 21. x2p® 4 2xyp = 9x — yi
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0 los

= a. Itt a=4llands.

2. x(1+4+p)=1 29, x(1+4p?)
30. x=ap+ bp’ Itt a és b dllandok. 31. x= 2P . Itt a = 3llando.
. -V]_ +p?
32 y=p242p. 33. yYixp=p
34, y=plnp. 35. PP—2xp—1=0.
36. et 4 p=x 37. y=p+Inp.
38, pP—y2(a—p) =0. Itt a = sllando.
39, xpP=1+p. 40. P—x*(1—-p =0,
41. pP+y¥r—3yp=0. 42, y = p2 eP,
43 yPE-1)=(@2-p> 44.  y(1—p?) = 2q. Itt a = allands.
45. y=p2—px+x;. 46. y=2px-+ p
x2
47. =4y (xp — 292 48, y=2px+-2_+p3,

49, x=py -+ ap? Itt a = 4llandé6. 50. y=xp+p-—p

b) Geometriai 1. Hatirozzuk meg azt a gorbét, melynek az érintdi a
feladatok koordinita-tengelyekkel ¢? = 4llandé teriiletdi hirom-
szoget zarnak be. ‘

2, Hatirozzuk meg azt a gorbét, melynél barmelyik ponthoz hizott érintének a
koordinita-tengelyek kozti darabja a = ilandé hossziisaga.

3. Hatdrozzuk meg azt a gorbét, amelynél az érinté a tengelyekbd! olyan darabokat
metsz le, amelyeknek sszege 2a = 4llandé.

4. Hatdrozzuk meg azt a gorbét, amelynél a koordinita-tengelyek, az érints és az
€rintési ponthoz tartozé erdinata 4ltal alkotott trapéz teriilete a® = alland6, Vilasszuk
ki az (@, a) ponton keresztiil haladé gérbét.

2.§. Szinguldris megoldasok. Burkolé gorbék

a) Explicit Adva van az ismeretlen fiiggvény derivaltjira megoldott,
differencial-
egyenlet y' =f(xy)
szingularis
megoldasai explicit alaka differencislegyenlet és az y(x,) = Yo kezdeti

feltétel. Ha az f (x, y) fiiggvény az (x, y) sik
D:|lx—x,| =a, (Y —=p | =0b
zdrt tartomdnysban folytonos és korldtos, azaz

fy)|=A,
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tovibbi eleget tesz az
[f @y —fp) | =My, —
Lipschitz-feltételnek (A és M pozitiv 4llandék), akkor az
' y' =f(xy)

differencidlegyenletnek egyetlen olyan. ¥y = y(x) megoldisa létezik, mely az
[x —x,| = h intervallumban értelmezett és folytonos fiiggvénye az x viltozénak

{h = Min,a,;z, » €5 X = xo-ndl az y, értéket veszi fel. (Egzisztencia és unicitis

feltétele.) g

Egy differenciilegyenlet olyan megolddsit, amely 4ltal meghatirozott gorbe
minden pontjiban teljesiil az unicitis feltétele, reguldris (kozonséges) megolddsnak
nevezziik. Az olyan megoldast viszont, melynek egyik pontjiban sem teljesiil az unici-
tis feltétele, szinguldris megolddsnak nevezziik. Egy szinguliris megoldis birmely
(x, y) pontjinak tetszSleges kdrnyezetében legaldbb két olyan integralgdrbe 1étezik,
mely keresztiilhalad ezen a ponton. Szingularis megoldisok csak azokon a pontokon
haladhatnak keresztiil, amelyekben a Lipschitz-feltétel nem teljesiil,

Eszerint az

Yy =f(xy)

differenciélegyeﬁlet szinguldris megoldasainak megtalslisa céljabél, elészor meg kell
dllapitani azon pontok geometriai helyét, melyekben a Lipschitz-feltétel nem teljesiil

.. 9 . .
(pl. azon pontok geometriai helyét, melyekben 5{; végtelenné vilik); ha ez a mértani

hely egy vagy tobb gdrbét képez, meg kell vizsgilni, hogy vajon integrilgérbéi-e ezek
a gorbék az adott differencislegyenletnek, és vajon egyetlen egy pontjukban sem 4ll-e
fenn az unicitds; ha ez a két feltétel teljesiil, akkor a talilt gorbe egy szingularis meg-
oldast dbrizol.

b) Implicit differen- Legyen most a vizsgilt differencidlegyenlet
cidlegyenlet ,
szingularis meg- F(x,y,9) =0 ‘
oldasai -

- alakd, amely az ismeretlen fiiggvény derivaltjdban implicit,
Ebben az esetben a differencislegyenlet szinguliris megolddsait tigy kereshetjiik meg,
hogy az

Fx,y9,9) =0

F (x,y,y)

8y’ =0

egyenletekbd! kikiiszobéljiik y'-t. Az igy nyert
D(x,y) =0

egyenlet meghatirozza az un. diszkrimindnsgorbét. Ha egy, ezen egyenlet 4ltal meg-
hatdrozott '

¥y = y(x)
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fiiggvény megoldasa az adott differencialegyenletnek, akkor ez a fiiggvény (ltaliban)
szingularis megoldas.* '

¢) Burkolé gorbék | Tegyiik fel, hogy az ltalénos,

F (x, V. ¥y ') =0
differenciilegyenlet altalanos megolddsa:

D (x,y,C) =0
ismert.
Haa
D (x, y, C) =0
oD (x, y, C) =0
aCc

egyenletekbd! kikiiszoboljitk a C paramétert, nyerjiik (iltaliban) az 3ltalinos megoldis
4ltal meghatirozott gorbesereg burkolo gorbéjének

px,y) =0 ’
egyenletét. Ha most még az ezen egyenlet dltal meghatirozott
y =yx)
fiiggvény az adott differencidlegyenletnek megoldasa, akkor ez a fiiggvény (altaldban)

szinguldris megoldis.

Példdk

1. Legyen a vizsgalt differencidlegyenlet:

A differencidlegyenlet jobb oldala:
flxy) =5

mindentiitt értelmezve van és folytonos, azonban a
of _ 2 -3
Y
derivilt végtelenné vilik, ha y = 0.
A differencidlegyenlet altalinos megolddsas

1
y=ﬁu+Qﬂ

* FElsforduthat azonban, hogy a fenti médon meghatdrozott y = g(x) fiiggvény nem ad szinguldris
megoldast, hanem az integralgorbék cstcspontjainak vagy érintkezési pontjainak a geometriai helyét.
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Ez az egyenlet harmadfokii parabolik seregével 4dbrizolhaté (49. 4bra).

Az iltaldnos megoldason kiviil — nyilvinvaléan — y = 0 is megoldis. Ez az
x tengely egyenlete. Az x tengely azon pontok geometriai helye, melyekben a Lipschitz-
feltétel nem teljesiil. Ez a megoldés szinguldris. Az x tengely minden pontjin két integ-
ralgdrbe halad keresztiils
egy harmadfoki parabola
és az x tengely maga.
Az unicitis tehdt itt nem
all fenn.

2, Legyen
Fx,pyy)=
=yp?24+3y2—-1=0,
oF
oy’
E két egyenletbdl

=2y =0,

»¥=1,
vagyis

49, dbra

y==+L

E két fliggvény kielégiti a differencidlegyenletet, vagyis ezek a differencislegyenle
megolddsai. Azonfeliil szinguldris megoldasok, mert egyik pontjukban sem 3ll fenn azt
unicitis, E két egyenes egy szinusz-gorbesereg két burkoléja.

3. y?2—3y3=0.
Az jltalinos megoldas:
_ 4
Y= ropt
Az y? = 0 diszkriminins az y = 0 megoldast adja, mely azonban reguldris, mert az

x tengely &sszes pontjaiban fennill az unicitis, Az y >0 félsikon értelmezett meg-
oldisok nem érik el a diszkrimindnsgorbét.

4. Az
, 1
‘ y=xy'+ 7
Clairaut-féle differencislegyenlet 4ltalinos megolddsas
1
= C X + —e
d C
Ha ebbél az egyenletbdl és az
. 1
=0

egyenletbdl a C paramétert kikiiszoboljiik, nyerjiik az ltalinos megoldis dltal meg-
hatirozott egyenessereg burkolé gorbéjének az egyenletét:

y? = 4x,
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Ez az egyenlet adja a differenciilegyenlet
= szingulris megoldisit. Ha a differencial-
= egyenletet igy irjuk:
xp?—yy'+1=0,

akkor kideriil, hogy ez y’-re csak akkor ad-
hat valés értékeket, ha

2 —4x=0.

Geometriailag ezt ugy értelmezziik, hogy
az 32 — 4x = 0 parabola konvex oldalin
s vannak integralgdérbék: a parabola érint8
egyenesei; .viszont a mdsik oldalon egy
sincs. A parabola épp az az integralgdrbe,
50. dbra mely az (x, y) sikot ilyen értelemben ketté
osztja (50, dbra).

Feladatok
Hatirozzuk meg az alibbi differencislegyentetek szingularis megolddsait:
L y=x'+y% 22 y@'+D=@&+Dy.
3. y=uxy +2Vay’. Itt a= sllands.

S 2 3
4. y=x'+r2r—1 5 y=x'+50 +1.

)

Y e ‘
6. y—1xy+ V“ + i’;”_*’;f Y2 . ltta, b és h allandsk.

’

ay
7. y=xy' + ﬁ‘_l__:y,z . Itt a = allando.

8 y=x'+y —yhlyl.
9. y=uxy'+ )1 —yp2—yarccosy. '
10 y=xy+Vl+y%—y' @ +y*+1).

3. §. Trajektéridk

) _Giirbes,elgeg Legyen
izogonalis _
trajektoridi és f(x,y,C) =0

gy, C)=0

két egyparaméteres gorbesereg egyenlete. Tegyiik fel, hogy a misodik gorbesereg
mindegyik gorbéje ugyanakkora (@ = 4lland6) sz6g alatt metszi az elsé gorbesereg
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valamennyi gdrbéjét. Ez esetben a masodik gorbesereg egyes gorbéi az elsdnek izo-
i1: IR saq: 7T fe s " .
gondlis trajektoridi. Ha specidlisan o = 5+ azaza két gorbesereg egyes gorbéi egy--

mist derékszdg alatt metszik, akkor az izogondlis trajektéridkat ortogondlis trajektoridk-
nak nevezziik. .
@) Derékszogd koordindtdk esete. Legyen adva egy egyparaméteres gérbesereg.

egyenlete:
f (x) ¥, C) = O:

€s az  sz6g. Keressiik az adott gorbesereg egyes gorbéit w szog alatt metszG izogonélis'
trajektéridk egyenletét.
Az
f (x, Vs C) =0

of . of ., _
é}+5; y' =0

és

egyenletbdl kikiiszobsljiik a C paramétert. Igy nyerjiik az adott gorbesereg
F(x,y,9) =0

differencislegyenletét. Az izogonilis trajektérisk differencidlegyenletét ebbél tigy nyer--
hetjiik, hogy ' helyére az

y —tgow

1+y' tgw

kifejezést irjuk:

l y—tgo |
| e iR

; akkor az ortogonalis trajektéridk differencidlegyenlete:

L]

Ha speciilisan o =

F‘x,y, —;1—,,=0.

B) Polérkoordindtc_ik esete. Ha a gorbesereg egyenlete polirkoordinitikban is-

meretes:
fr,e,C) =0
¢s az ehhez tartozé differenciilegyenlet |7’ = ? jeldléssel
{ V2

‘F(T,(p,f'):O,
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akkor az iZogonilis trajektéridk differencidlegyenlete:

r4+rige -0

r—rtgel

F(r, QT

]

az ortogondlis trajektéridk differencidlegyeniete pedig:

.

F‘r, P - ;l =0.

fizikai alkalma- trajektdridit evolvenseknek nevezziik. Az eredeti gorbe

zasok pedig ezen evolvensek birmelyikének az evolutija, vagyis a

gorbiileti kdzéppontjainak geometriai helye, Ha az evolutira

fonalat feszitiink és bizonyos pontbdl kiindulva ezt.a fonalat lefejtjiik, akkor ezen fonal

birmelyik pontja evolvenst ir le. A kifeszitett fonil ugyanis mindig az alapgorbe,

az evoluta egyik érintGje, és a fonal lefejtésekor a fonal barmelyik pontjnak pillanatnyi
elmozdulisa az érintére merdleges iriny1.

1. Keressiik az

A}
b) Geometriai és l o) Evolvensek. Valamely goérbe érintSinek ortogonilis

. y = ¢(x)
egyenletii gérbe evolvenseit.
A gorbe érint8 egyenesseregének egyenlete:

. y— o) —@'(®) (x —t) =0.
{Itt t a paraméter.)
Az érintd egyenessereg differenciilegyenletét megkapjuk, ha az

y =) +o'(® (x—19
y' =o'(t)
egyenletekbd! kikiiszboljiik a ¢ paramétert.
Legyen y’ = p, akkor t kikiiszobolése utin a kdvetkezd differenciilegyenlet

adédik:
y — xp = f(p).

Az evolvensek differencidlegyenletét tigy nyerjiik, ha p helyébe — ;-t irunk:
x 1
+ 2 =1
y P I P »
vagy

x-tpy=p f‘—%) = g(p).
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Ennek a differencidlegyenletnek az iltalinos megoldisa a keresett evolvensek egyen-
lete par améteres alakban:

1 2O,
7=y | O s
rg'(p)

_ N PED) L,
=8P e %”fm"”

2. Legyen az alapgdrbe egyenlete paraméteres alakban:
x = ¢(u)

y =yp(a).
Ennek az evolvenseit keressiik, '
Ha ennek a gorbének az u paraméterértékhez tartozé P pontjsban az érinté iriny-
szoge U, akkor

p'(a)
te ¥ = —
g ‘P’(u) 2
€s innen
Sinﬁ=_.’._'—l———', COS’D=*—¢;—'C
Vo= +yp® Vo™ + 97

Az evolvens merlegesen szeli az alapgdrbe érintSit. Keressiik tehat, hogy a gérbe P
pontjabél az érintSre mekkora 0(u) tavolsigot kell felmérniink, hogy a 1étrejové 4j gorbe
érint8je merd8leges legyen az alapgorbe érintdjére.

Az 1 gbrbe egyenlete:

’

P
x=p+0 —P
. V‘PI2 'I" 1/)'2
1PI
y=9p+0 e,
Vo +97
A szimitis egyszerdsitése végett & helyett legyen
4]
= on
Vo + =
a meghatirozandé ismeretlen, Ezzel
x=¢+tg’
y=yp+ty'

a keresett grbe egyenlete. Annak a feltétele, hogy ez a gérbe merSleges legyen az alap-
gorbe érintGjére, a kovetkezs:
p (A 46) +ep”
q),(1+tl)+tq)ll

v,
,lpl
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Innen t-i‘e kapjuk a :
"+ y'y
99,2 + lplz
inhomogén linedris differencidlegyenletet. Ennek az iltalinos megoldisa:

1 -
S— 61 —JV‘PIZ +l[)12 dul .
Vo + 97

Igy a keresett evolvensek egyenlete, paraméteres alakban:

e+ Ctr1=0

t =

x=g— ,2+ me’2du+cv'2+

P’ B 2
= _———— +Ip du+c—’ .
MR e Vot Vo™ +v"

B) Paralelgirbék. Ha az .
y = o)

egyenlet(i gérbe normalisaira, a gérbétdl szamitva, annak egyik oldalira, az dllandé &
tavolsagot felmérjiik, kapjuk az adott gorbének paralelgdrbéjét.

Egy gorbe paralelgdrbéi, a gérbe normalisainak ortogonilis trajektoridi.
A gorbe normilisainak egyenlete:

]
J""P(t)=“q7@ (x — 1)

Ha ebbél és az
1

0]
egyenletbsl a ¢ paramétert kikiiszoboljiik, nyerjiik a normalisok differenciilegyenletéts
y— 1y =g(y).
Ebbdl a paralelgsrbék differenciilegyenlete:

’

y=—

1 ’ l
x+J’J’( =y g(—}‘,) ’
vagy az ¥’ = p jeloléssel:
x+py=p-g(- -5] = f(p).
<) Feliilet esésvonalai. A
=f (xr‘J’)
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kétviltozés fiiggvény a térbeli (x, y, z) koordinita-rendszerben egy feliiletet hatiroz
meg, A z = édllandé Sikok altal kimetszett gorbéket az (x, y) sikra vetitve, nyerjiik a
feliilet szintvonalait:

fx,p) =C.

A szintvonalak ortogondlis trajektéridi adjik a feliilet dn. esésvonalait. Ha az
{x, y) sikon nyert esésvonalakra mint vezérgérbékre 2 tengellyel pirhuzamos alkotéji
hengerfeliileteket allitunk, akkor ezek az adott feliileten kimetszik a legmeredekebb
lejtésti vonalakat,

Ha egy témegpont a
z = f(x, y)

egyenletd feliileten a nehézségi erd hatasara tgy esik (a z tengely pozitiv irinya a nehéz-
ségi gyorsulds iranyival ellentétes), hogy esése kozben illandéan az adott feliileten
marad, akkor a pilyagérbe a feliiletnek egyik legmeredekebb lejtésti vonala lesz. Vagyis
4 pilyagdrbe vetiilete az (x, y) sikon a feliilet egyik esésvonala lesz.

0) Erévonalak, dramvonalak. Legyen

v(r) =p(x,p)i+ q()j

gy potenciilos sikbeli erStér vagy egy potencialos sikiramlds sebességi vektortere.

Az ekvipotencislis vonalak ortogondlis trajektéridi az adott erftér erdvonalai,
a sikiramlids dramvonalai.

Mivel az ekvipotenciilis vonalak differencislegyenlete
px,y)dx + q(x,y) dy = 0,

ezért az erévonalak, illetve dramvonalak differencislegyenlete:
p(xy)dy —q(x,y)dx =0.

&) Hétani alkalmazds. A homogén test sikbeli stacionrius h34ramlisst az azonos
~ hémérsékleti pontokat 6sszekotd izotermakkal és ezek ortogonilis trajektéridival,
a héiramlds dramvonalaival lehet jellemezni.

Ha a héiramlas vektora: ,
v(r) =grad u(x,y) = p (x,») i + q (x, )},
akl_&or az izotermdk (u (x, y) = C egyenletii vonalak) differenciilegyenletes
p(xy) dx+ q(x,3) dy = 0,
€s a h84ramlis dramvonalainak diffetgnciélegyenlete:
Pxy)dy — q(x,y)dx=0.
Példak

1. Hatirozzuk meg az
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egyenessereg izogonilis trajekt6ridit, ha a két gorbesereg egyes gdrbéinek metszésy
sz6ge : :

co;é;—r (tgw = Kk).

Az egyenessereg differencidlegyenlete:

y = :

-

Y
X

, Az izogonalis trajekto—
{w=70°) rizk differencidlegyenlete:

Y-k _ v
1+ky' x’
vagy
debmemeefeeneneenca ey —kx=y+ kyy".
Ezt még igy is irhatjuk:
xdy —ydx =
=k (xdx +.yady).

Ennek a differenciilegyen—
letnek egy integrild ténye-

z8je:
51, dbra 1 —
42
Ha ezzel végigszorzunk, nyerjiik az
xdx+ydy 1 xdy—ydx
. 24y k24
egzakt diffeténciélegyenletet. Ennek az ltalinos megoldésas
. .
i—ln(x2+y2)=k-arctg£~+ln|C| : (C £ 0).

Ezt még igy is irhatjuk:
- IE arc tg §
Ery—cd ",
vagy polirkoordinitikban:

h-]

r=Ceé.
Ez pedig logaritmikus spirdlisok egygnlete (51, abra).
Ha specidlisan © = g— , akkor az ortogonilis trajektoridk differencidlegyenletes

1y

’ ?

y X
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vagy a valtozdk szétvilasztisa utin:
xdx 4+ ydy=0.
Ennek az iltalinos megoldasa:
x2 4+ y?2 =C.
Ez pedig origé koriil rajzolt koncentrikus korok egyenlete (52. ibra).
2, Keressiik az
x2 4% = a2

kor evolvenseit.

A kor érint8 egyenesseregének az
egyenlete:

y—VE—e—

Ebbdl

x—1¢t)=0.

t
Vaz )
t

Vet — 2 *
Ha e két egyenletbdl kikiiszobéljiik a
t paramétert és bevezetjitk az y’ = p jels-

Iést, kapjuk az érintSk differencidlegyen-
letét:

’

y=

82, dbra

_ y—px=all+p%
Ebbd! az evolvensek differenciélegyerilete:
x+py=allTFp

Ha ezt a differenéiélegyenletet megoldjuk, kapjuk az evolvensek paraméteres
egyenletrendszerét:

x=a‘ ! -+ P arctgpl—-_g—{’_:,
Witp V1+4+p° Y1+ p2
y=a[ LA ! arctgp,+~£_—_.

Vi+p2 V14p° V149

A p = tg p helyettesitéssel egyszer{ibb alakban:
x=a(cosp + psin ¢) — Csin ¢,
y = a(sin ¢ — ¢ cos ¢p) + C cos ¢.

C = Oesetében kapjuk azt az evolvenst, mely a kér x = + @, y = 0 pontjabaol
indul ki (53. 4bra):
X = a(cos ¢ + @ sin @)

y=a(sin p — ¢ cosq).
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3. Keressitkaz y=ach z lancgdrbe evolvensét.

A b) a) 2. pont jeldléseivel legyen

N
¢ =u : zp=ach;,
v r E
' =1 . p'=sh_,
PNCUERPTG u 2L a7 u
V(p2+y;2=ch;, J.th2+tp2du=ash5*

53. dbra

A keresett evolvensek egyenlete tehit:

u
x=u—amd+
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A C = 0 értékhez tartozd evolvens: T Tl e

. u
x=u—ath -,
a

. a ) Coee e g
y= . o
chl .
a
; 1
Ez a traktrix egyenlete (54, abra). A ch ;lu- =g helyettesitéssels ,

x=a lntgg—' cost

y=asinv,
4. Hatirozzuk meg az ‘
y=x

misodfokd parabola paralelgﬁrbemek
egyenletét,

A parabola normahsamak egyen-
lete:

1
y—-t2=—2—t(x—t).

Ha ebbél az egyenletbél és az o4, dbra

egyenletbsl a ¢ paramétert kikiiszoboljiik és bevezetjitk az y’ = p jeldlést, kapjuk a
-normalisok differenciilegyenletét: " : :

1 ‘ 1
Y= ip +px+ 3
Ebbdl a keresett paraielgérbék differencislegyenletes
1 1
. —_ _ n3 e
Xtpy=gp+5p

Differencidljuk ezt y szerint:

1 ; dp 2 dp
p +P+}’E (4 + 5 3 dy
vagy o -
) “dp Y01
+ —y|l=--+p
dy( r .V) » p

13Kozbnséges differenciil egyenletek — 44 231/VII.
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Ha itt y-t tekintjiik ismeretlen fiiggvénynek és p-t fiiggetlen viltozénak, akkor

ebbsl a
pPP+1dy
p dp

3 1
— _ n2 _
=3Pt

inhomogén linedris differencidlegyenlet adédik. Ennek az ltalinos megoldidsas

y

358, dbra

Es ezzel

p
X = =~ - C pree————'Y
2P Y
E két egyenlet egyiitt adja a ke~

resett paralelgdrbék  paraméteres
egyenletrendszerét (55. 4dbra).

5. Tekintsiik a
2z=ax?--by* (a és b allandoky

egyenlet(i paraboloidot.
Ennek (x, y) sikra vetitett szint-
vonalai az

ax?+by:=2C
egyenlet(i gorbék.

A szintvonalak differencidl-
egyenlete:

axdx +bydy =0.

. Az esésvonalak differencidl-
egyenlete:

axdy —bydy=0.
Ennek az 3ltalinos megoldésa
ya = Cl xO

Ez lesz az esésvonalak egyen-

- lete {56. 4bra).

6. Két péirhuzamos, ellenkez8
elSjeld elektromos toltéssel ellatott
svégtelen hosszi** vonal elektrosztati-

56, d ra kai erétere :
a—x x i, Q -y Yy i
271:80 (@a— 02+ 52 +x2+yzjl+2n§,, ((a—x)2+y2+x2+sz”

(Ha y = 0, akkor x £ 0, x 3£ a.) -
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Itt az (x, y) sikot Gigy vélasztottuk meg, hogy a két parhuzamos vonalra merdle-
ges legyen. A +Q tSltésti vonal a (0, 0) pontban és a —Q tsltésti vonal az (a, 0) pont-
ban dofi az (x, y) sikot. &, a leveg§ dielektromos 4llandéja.

Hatirozzuk meg az er§vonalak egyenletét. (L. még az I, 5, § 8. péld4jat 1)

Mivel az ekvipotenciélis vonalak differencislegyenlete:

a—x x

o _

: Q -y
2qe, ‘(a——.x)z—l—y2 x2 -} 32 dx +

Y gy —
27:80‘(a—x)2+y2+x2—|-y2de_O’

azért az er§vonalak differencidlegyenlete:

Q

y ; y Q a—x X
27 g,

(a_x)2+y2_x2+y2)dx+2ﬂeo '(a_x)2+y2+x2+y2}dy=00

Ennek az altalinos megoldisa:

Q y a—- X _
Tus, (arctg"C arctg }—-C.
Ez még igy is irhatd: p
y  a—x
. — tg —==C,,
arctgx arctg 5 C,
vagy
y a—x
.
14222
Rendezve:
YV —ax+x=kay,
vagy
kap? a)?
-4+ -

a@ .
=5 @ +1). 57, dbra

Ez az erévonalak egyenlete. Ezek pedig a (0, 0), (a, 0) pontokon keresztiilmens
olyan kordk, melyeknek kozéppontjai az x — g egyenletii egyenesen vannak (57, abra).

1. A potencidlos orvényt el8idézs sikiramlds sebességvektoras

vV =

y .- x ’
Cox?j,_'Tzl_Cox’f_':—y—zl (x#0, yz£0).

13*
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Az drvény magia egy az (x, p) sikot az origéban merSlegesen 4td3fS egyenes, a for-
ghs értelme az 6ramutatd jirdsival megegyezik és ¢, egy pozitiv 4llandé: 2n ¢y = I' =
= cirkulécié. .

Hat4rozzuk meg az sramvonalak egyenletét. (L. még I. 5. ° 7. példdjat!) Az ekvi-
potencislis ‘vonalak differencidlegyenlete:

y e X gy —
c0x2+y2dx c°x2+y2dy 0.

Az 4ramvonalak differencidlegyenlete
ebbdl adédik: :

X
Comdx—f- Co

Ennek az altaldnos megolddsa:

'coanx2+y2=k,

y —
x2+y2dy—-0.

vagyis az dramvonalak egyenletes
X2 4 y2 = C2,

Ez pedig az origd koré rajzolt kon-
centrikus korok egyenlete (58. dbra).
8. Tételezziik fel, hogy egy homogén testben a staciondrius hédramlds az (x, y)
sikkal parhuzamos sfkokban azonosan folyik le (sikiramlas), s igy a viszonyok jellem-
zésére elegendd az (x, y) sikban lejatsz6d6 folyamat vizsgilata. Legyen az egyenld
hémérsékletii pontokat Ssszekdtd gorbék (izotermak) egyenlete:

x2 -y ,

iycte=t €>9 | y

Hatirozzuk meg a hGaramlas
dramvonalainak az egyenletét.

Az izotermak konfokalis ellip-
szisek, melyeknek fokuszai az (1, 0)
és (— 1, 0) pontok. Ennek a gbrbe-
seregnek a differenciilegyenlete:

(xy' —») (x + )=y, -
vagy o
wy?4+ (=2 —1)y —xp=0.

Az 4ramvonalak differencidl-
egyenletét ebbdl gy kapjuk, hogy

1
y’ helyébe — )74 irunk, fgy

xy xX—y*—-1
=g __Z,____ —xy=0,
y ' y : 59, dbra
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vagy

S o

WY+ —p -1y ~ay =0, o -

vagyis ugyanazt a differenciilegyenletet kapjuk. Ennek a magyarazata az, hogy az adott
differencidlegyenlet p’-ben mésodfokdi; minden ponton két gorbe halad keresztiil,
melyek koziil az egyik ellipszis (C > 0), a misik pedig egy konfokilis hiperbolasereg
egyik gorbéje (— 1 < C < 0), A konfokslis hiperbolsk a konfokalis ellipszisek orto-,
gondlis trajektéridi. Tehit a keresett dramvonalak égyenlete: . )

LS A 1<cC  (69. 4bra).
1+C+"é=., - < <O (9°ara)‘1

Feladatok , ; .
a) Gyakorlé J Hatdrozzuk meg az alébbi feladatokban megadott egyenletdi
feladatok * gorbesereg' izogonilis trajektéridinak egyenletét, A meg-

~ adott @ = 4llandé jelenti az adott és.keresett gorbesereg
egyes gorbéinek metszési szdgét, C pedig a paramétert.

1. x'z‘-l—iyz—2Cx=O;vm=%. 2. r;2Cms¢$ m=g.
3. x-’—3xy2=.’C;‘va)—n=%. 4. “y“=Cfx; m=-g2£.
5. ﬁ+c¢=a{m=%:Ma=m@®;

o AT =ds 0T, In o i
ZunLHﬂ+C@;Q%;& m=g;

8 -t bp=Cy m=gma és b allandok,

9 g=C@—n%:m?%.“ .m;‘y=¢ﬁmu_w=§.
11. y=C(x+‘a)e"; m=%. Itt a = 3llando6,

12, th? x 4 th? (32 4+ C); mf——g.

ER i o=2. Itta=4llands..
od C y = H W—E. tt a = 3llan .-
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14. r=tg(p+ O); ¢o=g‘.

15, (P+a)sing+Cr=0; ’m=%. Itt @ = dllands. .

6 r—=— S . o="C 17 r=C(+2cosq); 0=

’ T 14+ 2cosp’ T2 : o 2 2°
T k14

18. x2-—y?2=C; w;l:—é. 19. x4+ y2 = 2C x; co;t—2.

200 r=Ccospo; m;ﬁ%. Itt p = 4llandé.

2. w=C; o=3. 2. FA-Cpyr=1; o=3.
T ' . L n

23. r=C (1 4+ cos p); 0=75. 24, r = Csin p; m;éé.

25. ax?+2bxy —ay*=C; oJ--— Itt a és b allandok.

26. ®+32—2Cx —a*=0; ca=£2. Itt a = allandé.

2. y=C+)2x; o=3. 28. 3+ =Cx; o=7.

29. mp=C@+y o=73. 3. #=CC+%y); o=73.

6) Geometriai és . . . Hatirozzuk

fizikai feladatok ‘ L ‘a ZEUk meg A%

2+ 4ax =0 (a= allando)
egyenletdi gorbe evalvenseit mint az érintinek ortogonalis tra;ekténalt
2, Hatirozzuk meg az

x=2ucosu— 2sinu,
y=2usin u-+2cosu

paraméteres egyenletrendszerrel megadott gorbe evolvenseit mint az érint8inek ortogo-
nalis trajektoridit.

3. Hatirozzuk meg az y = ¢* fiiggvény gor béjenek paralelgorbéxt mint a normali-
sainak ortogondlis trajektdridit.
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4.  Hatirozzuk meg az
(x—2 + 32 =a® (a= illando)

‘hengerfeliilet esésvonalait mint a szintvonalainak ortogonilis trajektérisit.
5.  Hatirozzuk meg az - _
(y—22=2px (p= éllandé)
parabolikus hengerfeliilet esésvonalait.
6. Hatirozzuk meg a

(2z—x)y2 =8
egyenlet(, cisszois vezérgdrbéjli hengerfeliilet esésvonalait. .
7. Hatirozzuk meg a -

2 X457

x2 —y?

feliilet esésvonalait,

8. Egy, az origéban elhelyezett forris (nyeld) altal elSidézett sikiramlis sebesség-
vektora:

_ x . y .
V=gt tagialh

Ha Q jelenti a forrds (Q > 0) vagy nyelS (Q < 0) erdsségét, akkor az itt szereplS ¢, =
= jllandé jelentése: '

Co = 2—0;' .
Hatérozzuk meg az dramvonalak egyenletét. (Lasd még 1. 5. § Feladatok b ) 2.)
9, Egy homogén testben el34lls sikbeli hdaramlist az

®—pypr=C

izotermdk jellemzik, Hatirozzuk meg a h8iramlis dramvonalait.

10, Helyezziink el egy x tengellyel pirhuzamos ¢, = 4lland sebességi sikiram-
lisba egy Q = 4lland6 béségli forrist. Az eredd sikiramlis sebességvektora:

_ Q x ., O y .
VT mapit e wppet

Hatirozzuk meg az éfamvpnalak egyenletét. (Lisd még 1. 5, § Feladatok 5) 4.)

11. Legyen egy az origéban elhelyezett és az x tengely pozitiv irinyiba.mutaté
dipélus momentuma M. Az eziltal létesitett sikiramlis sebességvektora:

_ 2 — x? . 2xy .
V=M M mh

Hatirozzuk meg az dramvonalak egyenletét.
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12. Helyezziink az origéba egy, az x tengely pozitiv irdnyiba mutats, M momen~
tumt dipélust az x tengely pozitiv irdnyiban haladé ¢, sebességii parhuzamos dram-

k)

lisba. (Ideslis folyadéknak ,,végtelen hossza* kérhenger koriili pirhuzamos aramldsa.)
Az ered§ sikiramlas sebességvektora: e -

2 2 .
v = L_fy By

2+ )

ot Moyt T
Hatirozzuk meg az iramvonalak egyenletét, - o - DA
13. Az el3z8 feladatban szerepld sikiramlisra szuperponaljunk még egy I" erSsségii
potenciilos 6rvényt. (Idealis folyadéknak ,,végtelen hossza™ kérhenger koériili cirkula-
ci6s aramldsa.) Az eredS sikiramlis sebességvektora:

po2 Dy gy T x
(x + 2P 2nx2+y2] t Er T "

Hatarozzuk meg az iramvonalak eg‘ygnlé(ég. :

v=’co+M

e .
o

e e

1
mmd e e



II1I. SPECIALIS TfPUSU
MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

L § Hlanyos masodrendu d1fferenc1alegyenletek

a) y’ =t(x) | A d1fferenc13]egyenlet kozvetleniil - kvadratirdkkal meg-

oldhats, , _

Ha ugyanis Co h

y"' = f(x),

akkor egy els§ integrals ‘ ‘
v =[fax+c,

és ebbdl S S

I ——

b) A differencial-
egyenletbdl .
y hlényzﬂ:‘
F(x,y,y"')=0

A dlfferenclalegyenlet elsorendure vezethetd vtssza, ha u)
ismeretlen fiiggvényt vezetiink bes: : i

y'=p.
Ekkor ugyanis: R

és igy a megoldands differencilegyenlet elsérendire _reqlukélt a{lakia: |
Fx,pp)=0. -
Ha ennek az ltalinos megoldasa:

. G(x,p,C1)—0
akkormé;csaka et
G(x,y Ct)—O

differenciilegyenletet kell megoldanunk. Ennek az dltaldnos megolddsa :
Coen o R 3T

¢ (x:.}’yCI,Ca) =0,
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202
vagy paraméteres alakban :
x=0(p,C)
=(p,%
y—Jp dp dp + Co
¢) A differencial- A differencidlegyenlet elsdrendiire vezetheté vissza, ha Gj
egyenletbdl ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:

« hidnyzik:
Flypy .y')=0 y' =p,
&s y-t tekintjiik fiiggetlen valtozénak. :
Ekkor ugyanis
._4 _dpdy dp
Y= T dy.dx dy "’

¢s igy a megoldandé differencidlegyenlet elsérendire redukalt alakja:
=0.

dp
F 'y, P gy P
Ha ennek az 4ltalinos megoldasa:
G (yy py Cl) = 0

akkor mir csak a )
Gy, y,C)=0
dnfferencxalegyenletet kell megoldanunk. Ennek az dltaldnos megolddsa

D(x,y,Cp,Ce) =0,

vagy paraméteres alakban :-

IY=¢mC
1 d
xfjp d"’d +c,. '
Példak
1. Oldjuk meg az P
: y'sinxcosx —y' =0

differencislegyenletet. i
A differenciilegyenletbdl y hidnyzik. Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be:
y' = p; fiiggetien viltoz6 marad x, tehit y*’ = p'.
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Behelyettesitve:
) p’sinxcosx —p =0,
Ez az els6rendii differencidlegyenlet megoldhaté a viltozdk szétvila, . cisivals
' p _ _dx
p sinxcosx
Mindkét oldalt integralva:

Inijp =ln C,gx]|,
vagy

tehdt

p=Cytgx

y' =Cytgx.
Ebbdl djabb integrilissal:
y=Cy—Cyln cosx|,
Ez az 4ltalinos megoldis. '
2. Oldjuk meg az
'@ +1)—e —y' =0
‘differenciélegyenletet. S
A differencidlegyenletbdl y hidnyzik. Az y* = p, y'' = p' helyett esitéssel:
" xp' (e +1)—e —p=0,
vagy a valtozokat szétvilasztva: ’ k
a_et1
v x e +p
Mindkét oldalt integrailva: .
In x =t C(+p)l,
vagy

x = C, (e? + p).
i1ivel

ezért

A mi esetiinkben

dx
i =G+,
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tehat
d
%—pcwh+m

vagy a valtozékat szétvalasztva-
dy = (Clp &+ Clp) dp.

Mindkét oldalt integrilva:

y=C1pep Clep+C1 +C"

Tehit az adott differencidlegyenlet 4ltalinos megoldisa paraméteres alakban:

x=C;(e +p) -
T
y—Clpe"—CleP—}-ClE—I-?,.

3 Oldjuk meg a )
c Yy =yt =0

differenciilegyenletet.
A dlfferenmalegyenletbé'l x hxanyz1k U1 xsmeretlen fuggvényt vezetunk bea

y' = é, 4 fuggetlen valtozé° y‘ Ekkor y Zy
A dlfferencxalegyenletbe behelyettesitve‘

vagy ‘
dp\ _
p‘2y,-— ;1;,) =0,

Két eset lehetséges: ‘ ’
a) p=0, és akkor y = C egy megoldas

b) 2y — % = 0, és akkor a valtozokat szétvilasztvas

dp = 2y dy.

Mindkét oldalt integraljuk: ) C
L =Gy

vagy p helyébe y’-t irva és a viltozdkat szétvilasztvas

. - ody
dx == ——
V2+C1
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Mindkét oldalt integrilva:

L .
+C= e
- Y _(w__1
vHa C, =0, akkor + T, B ;*
dy
Ha C, >0, akkor- Arc
! fy 24 C1 VC] *® V:
1 y -
Ha C, < 0, akkor I-—-—=— arth  ——
v+ C, 'C1| j Vlcll
Igy a differencidlegyenlet osszes megoldasais -
» y=0C,
-1
y= — x + G 4

v =VC g JC, (x + Cy,
y=—VGalfTC «+Cy
4, Oldjuk meg az »

V—1=$f

differencislegyenletet. _ ‘
A ditterencidlegyenletbdl x hidnyzik.. Az p’ = p, y' = Zi p helyettesitéssel:

-1 = i A
p yp &y
A viltozékat szétvilasztva: .
dy P
= = - dp,
y p—17 -

Ebbdl integralassal:
- In y =ln'C, +p+Inp-1j,
vagy
y=Cie?(p— 1)
Masrészt, mivel

dx;l

d}'—;’ Z
T 1oay
dx = - 2 d

T b P

o
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vagyis a mi esetiinkben:

dx = C, eP dp,
tehat

x=C,e? 4+ C,,

A differencislegyenlet 4ltalinos megoldasa eszerint:
v=C2(p— 1
x=C,e? +C,

¥ ' 8

5. Fiiggessziink fel egy homogén, illandé kereszt-
metszetdi, teliesen hajlékonynak és nyaithatatlannak fel-
tételezett kotelet az A és B pontokban. Tegyiik fel to-
vibba, hogy a kotél minden pontjdra ugyanakkora
q(x) = g = 4lland6 (kg/m), fiiggSleges irdnyd terhelés
nat. Hatarozzuk meg azt az v = p(x) fiiggvényt, mely a
«Gtél egyensilyi alakjdt meghatirozza (60. 4bra).
< Ragadjuk ki a kétélnek az x és x, abszcisszik ko
ottt szakaszat. Az ezekhez tartozd P és P, pontokban
60, dbra ¢rintdiranya T ¢és T, erd hat. Bontsuk fel ezeket vizszin-
tes és fliggSleges irdnyt komponensekre, majd irjuk
fel a P és P, pontok kozotti kotélrész egyensulyat kifejezd egyenleteket (L Bevezetés,
9, példat).
A vizszintes iranys erSkre:

H = H, = allandé.
A fiigg6leges iranyu erdkre:
x
V—-V,= {J(x) dx.

£

Ez utbbibél, ha P, — P. akkor

ZZ = q(x).
Mivel T érintSiranyq, ezért
4
y = ﬁ »
s igy
. 1oav
_ V' =8 i’

vagyis , :

Hy" = qx).

Ez a kotélgorbe differencidlegyenlete.
A mi esetiinkben 3 = allandé. A kezdeti feltételek legyenek a kovetkezOk:

p(0) = 0, y'(0) = 0.
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A differencidlegyenlet altalinos megoldisa kétszeres integralissals
11
y=glz9x +Cix+Cyl.

Eszerint a kotél egyensulyi alakja masodfokd parabola,
A kezdeti feltételeknek is megfelels megoldas:

— 1 2
y=gzg?*;

Megjegyzés. Haa kotelet csak a sajat stilya terheli (g(x) = dllandd) és a B

vizszintes irdnyt feszitd er§ ,,elég nagy*, akkor a fenti példanak megfeleld kozelits
alak lesz a kotél egyensulyi alakja.
6. Legyen egy allandé keresztmetszetd, ! hosz-
szisdgl, homogén vizszintes rid az egyik végén
befogva, A mésik végén, tehit a befogis helyétél
!'tavolsigra P = 4llands, fiiggSleges iranyd ter-
helés hat, Hatdrozzuk meg a rugalmas ( silyponti)
szdl egyenletét (1. Bevezetés, 6. példat).

A rid tetszés szerinti x helyén a hajlito ,
nyomaték (61. 4bra): 61. dbra

M..—.—.P(I—-x).

Ha E a rugalmassagi modulusz, / a keresztmetszetnek a sulypontjin atmend, vizszin-

tes tengelyre vonatkozé mésodrendti nyomatéka és o a salyponti szal gérbiileti sugara,
akkor

Misrészt, ha y = p(x) az a fiiggvény, mely a stlyponti szilat meghatirozza,
akkor '

3

a +y®?

o+ LYY

Feltehet6en, a kis lehajlés miatt y’ olyan kicsiny, hogy 1 mellett y’2 elhanyagol-~
haté. Igy kozelitSleg: :

1
C =4y,

(S}

A vilasztott koordinita-rendszerben y'* és M megegyez$ elSieldiek.
Igy a keresett differencidlegyenlet:
o _Pl=1x
R -
Kétszer integrilva:

P Xt ix?
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A kezdeti feltételek: p(0) =0, és y'(0) = 0. Az ezeket is kielégits partikuldris
megoldis:
_P#_®
Y=TE|2 &l
A végpont fiigg8leges iranyt elmozdulasa, a rid lehajlasa:
' pB

f=y) = 3TE
Ebben a pontban az érint8 irdnytangense (iin. sz6gjarulék):
pp
y : = p'(]) = —

8 ga=y0=57%"

1. Fiiggessziink fel az A és B pontok kozott egy homo-
gén és alland6 keresztmetszetii kotelet, melyet csak a sajit

stilya terhel, Hatdrozzuk meg az egyensulyi alakot. (62. dbra.)
\/ Legyen a hosszegység stlya: -y kg/m, Ekkor az absz-

cissza egységére vonatkoztatott sily:

[e]
, g _
62. dbra g =vz =vVL+y2

gy a megoldandé differenciilegyenlet (1. az 5. példat):
"oy X 1 L .,72

Uj ismeretlen fiiggvényt vezetiink be: y’ = p. Ekkor y'’ = p’, és igy, mindjart

a valtoz6kat szétvilasztva: ‘

9 _Y g4

‘ V] +p2 H

vagy mindkét oldalt integrilva:

o ar‘shp=3[’;<x+cl),

vagy ebbdl: .

’y .

= sh *~ (x +C)),

P P J

illetve

, Y

=sh L (x+C)).

y =sh +C)

Ezt integtél§a, a differencislegyenlet altalanos megoldasa:

H .
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Az egyenstilyi alak a lincgérbe alakja.

A C, és C, integraldsi allanddkat, valamint a H (vizszintes irinyt) er8komponenst
gy kell meghatiroznunk, hogy az adott L hosszisagn kotél az adott A és B pontokon
atmenjen. o

Ha A (x,, yy) és B (x5, y,), akkor fenn kell 4linia a kdvetkezd két egyenletnek:

H
n=_chp @+ C)+Cy

H
yo=_ ch g (s +C) +Co

Masrészt

L=jvr172dx=

X Xy

Rim
Nm—— B

H
y'dx = b 'x) —y' ()] =

H .
- y[sh Y e+ Cy — sh};(xﬁcl)] .

Ez a hirom egyenlet egyértelmiien meghatirozza a hiarom 4llandét (C,, C, és H).

8. R belsd sugari, L hosszasagt hengeres csSben, stslodissal staciondrius aram-
lésban folyadék dramlik p, — p, nyomaiskiilonbség hatdsira. Hatirozzuk meg az dram-
lds sebességét a henger sugarinak fiiggvényében (1. Bevezetés, 8. példat).
A megoldandé differencidlegyenlet: ‘
v 1 dv  p,—p
, drr"rdr— T Lm
(Itt m a sirlédasi egyiitthato.)

.

A differencidlegyenletet tigy oldjuk meg, hogy elsdrendfire redukaliuk a ?: =u

4i ismeretlen fliggvény bevezetésével. Ekkor a megoldandé differenciilegyenlet — a

— p_zf—h—& = k egyszer(isit§ jeldléssel — igy alakul: \

Ez egy elsérendfi inhomogén linedris differencidlegyenlet, melynek altalinos
megoldasa:

k= 1
u=,r +C 77
azaz :
dv k -
=gt
Innen integrilissal adédik:

v=: rP+Cilnr 4 C,

14 Kozonséges differencial egysnletek — 44 231/VIL.
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Ez a differenciilegyenlet ltalinos megoldasa.
Az integralasi dllandokat a kdvetkez$ feltevéssel hatdrozzuk meg:

Az iramlis sebessége nyilvin mindeniitt csak véges értékii lehet. Mivel pedig
Inr — —oo, har — 0, kell, hogy C, = 0 legyen. A C, illand6 pedig abbél a feltevésbSh
szamithaté, hogy a cséfal mentén (r = R) a folyadék tapad, tehit v = 0, és igy

ComkRe

Végeredményben az ismert (Hagen—DPoiseuille-féle) paraboiikus sebességelosz-
last jellemz8 ,

k k
- AN ; ve=_r— i R?,
TE
e e — azaz .
e = S » v = p_i_{__p_l (R — r?)
63. dbra

osszefiiggés adodik (63. ibra). .

9. Szabadon lengé rendszert létesitiink oly médon, hogy egy rugét, a rierSsitett m
tomeggel ellentétes végén befogunk; megnydjtjuk bizonyos hosszisigra és szabadon
hagyjuk. Strlédas és egyéb energiafogyaszté kériilményektdl eltekintiink ! Ez esetben
a kitéréssel ardnyos és azzal ellenkez§ iranyt erd, az {in. visszatéritS. er§ ébred. frhats
tehit, hogy

P=—ry.

Itt az r ardnyossagi tényezd az tn. rugdallandé (az egységnyi kitérésre — megnyulisra
vagy megrovidiilésre — es§ er8, Megjegyezziik, hogy szokds rugéillandénak az itt
szerepld r reciprokat is neveznis
¢ = 1
=
ez pedig az egységnyi visszatéritd er8hoz tartozé kitérést jelenti).
Ezzel a kérdéses mozgas differencidlegyenlete:

ay
mae = =T Yy
vagy :
@Ey 1
Y ly=o.
dt® T m?

Oldjuk meg ezt a differencidlegyenletet és vilasszuk kia ¢ =10, v=1, g— =0
kezdeti feltételekhez tartozé partikularis megoldist. (Megjegyezziik, hogy az adott
differencidlegyeniet az itt targyalttd! kiilonbsz3, mas, egyszerlibb mddszerrel is meg-
oldhaté, éspedig mint allandé egyiitthatéji mésodrend(i homogén linedris differencial-
egyenlet. — L., a IV. fejezetet.)
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A differencidlegyenlet elsdrendfire redukilhaté ?; = v bevezetésével.

Lesz
&y _av &y _dv
2 “dy dt dy
Ezt behelyettesitve:

dvu—F —y= 0.

A viltozokat szétvilasztva és integralvas

. .
J‘vvdv= —;n—jydy+Cv

r——_
m 2"

b= ]/?.c,___y2

Egyszerfiség kedvéért (és csupan a valés megoldasok.ra flgyelemmel az 4llandé-
nak csak pozitiv értéket _engedve meg) legyen

2C, = CL

Z - VC“Hf )

Ebbdl integralassal adédik:

_ V—arcsm”/ y’—t-{-C,,
vagy
arcsm”/r- «} V!-}-Cv
m

Ebbdl a differencilegyenlet iltalinos megoldasa: ‘

y=C,|[Pain(]f L ey

Az integrilisi illanddkat a kezdeti feltételek behelyettesitésével hatdrozhatjuy

‘ I=C, V”ﬁ sin Cy;
dy r
d—t =C2COS ”/—f; t+ C4]'

Fejezziik ki innen v t'

Akkor

meg:

és mivel
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ezért
O = C2 (o0 ] C4. .
A C, = 0 esetet ki kell zarnunk, mert ekkor y = 0 volna, Ezért kell, hogy
cosCy =0
legyen, azaz
7
C4 == 2— + k .
Ezzel _
=C, —sin)s Tl
¢s innen ‘ N
r
C, =+ l i
— | m

k = 2n 4 1 esetén a negativ, k = 2n esetén pedig a pozitiv elSjel érvényes).
A kezdeti feltételekhez tartozd partikuliris megoldis tehat:

y=ilsin”/%l_+g+kn',

§agy felhasznilva a sin (‘a + g + k& n) = T cos a Osszefiiggést, ez igy is irhatd:

=
y = { cos V- t.
} m

A rezg8mozgis korfrekvencidja:

® r
(U m'

\ _
Ty = C.o?-‘ = 2n_V'§ .
0

A masodpercenkénti rezgésszam:

A telies rezgés ideje:

1w 1 r
Vo= 5 =5 = — || —.
Ty, 2x0 2xfym
" A nyugalmi helyzetbdl (kézéphelyzetbsl) egyszer kitéritett tomeg tehit — a
tdmeg és a visszatérit erd (illetve rugdéllandd) nagysagato! fiiggd frekvencidval —
iinearis (egyenes menti) harmonikus rezgémozgast fog végezni. A kilengés (amplitudd)
nagysaga a kezdeti kitéritéstdl fiigg és allandd, vagyis az egyszer elinditott mozgas.
periodikusan ismétlddve, allandéan fennmarad (csillapitistél eltekintettiink f).

10. Ha a hosszd egyenes rudat a két végén nyomo erdk terhelik, akkor — bizonyos
koriilmények kozott — a rad kihajlik (keriileti feltételek: y(0) = p(I) = 0).
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Az A ponttdl x tivolsigban a
hajlité nyomaték :

M=Py (64. ibra).
" Igy a rugalmas szil differencidlegyenlete (I. 6. példat): ‘
oo iy | Y ‘ .
I1E” A
y
P Po v__’_lé:f_‘_jrp -
vagy az a? = B jeldléssel: | - _-:
y' 4+aty=0, nd, dbra

Ennek a differencidlegyenletnek az ltalinos megoldasas
y=~Cysinax -4 C,cosax.
A mi esetiinkben iltaliban az adédik, hogy

C,=C,=0,
vagyis
y=0,
a rad nem hajlik ki,
Ha azonban
sinal =0,
vagyis
al=ka, (k=123,..)
azaz .
1E .- .
P=P,=kqn>" 3 (kritikus terhelés),
akkor

y=C;sinax,

barmilyen C, értékkel is megoldass. Ilyen terhelésnél a rid egyenstlya kozombos
(indifferens), a radnak szimtalan sok lehetséges egyensalyi alakia lehetséges A rid a
legkisebb keresztirinyt er8hatasra kihailik.

1. A fizikai ingdnak a fiiggGlegestdl val6 eltérési szdge: @ a kovetkezd differencial-
egyenletnek tesz eleget: .
d2

1£= — lImgsin g,

Itt ¢ jelenti az idSt, I az ingénak a forgistengelyre vonatkozé tehetetlenségr
nyomatékit, ! a sdlypontnak a forgdstengelytsl valé tivolsigit, m az inga tomegét.
végiil g a nehézségi gyorsulast,

’ E hidnyos differencidlegyenlet megoldésira alkalmazzuk a
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‘helyettesitést. Ezzel

dp .
Ip - = —Ilmgsinop.
de

Ebb&l — a valtozokat szétvilasztva — és integrdlva:

pZ
I;:lmgcos<p+C,.

Legyen @ = 0 esetén p = p,, akkor

Ip"—lmg—l—C,,

vagyis

I@P*—pd)=21lmg(cosp — 1).
Ebbél pedig

p—V +-———(cos¢p—1)

vagyis '
. w [ Ton ,_,________I

i = + —— (cos p — )

A tovibbiakban csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor van olyan p=a
kitérés, melyre d(tp = 0; kizarjuk tehat az ,,atforduld inga* esetét. o értéke akkor @

szélsGértéket, tehat a maximalis kilengés szogét jeldli. A @ = a helyen tehat

S mmnen

o-v 42 g(cosa-—l),

p% = — ..__’-.-g (cosa — 1).

Ezzel a p-re talalt elsSrendfi differencidlegyenlet igy médosuls

dp _|/21mg
a= T {(cosp — 1) — (cosa — 1)],

vagy

dp - 2l_mg( .o O . o P
HT_V ,-251né——2sm2),

végiil

ap 4zmg-——‘—“( = v
Et-—v T sin 2—sm§.
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Szétvilasztva a viltozdkat:

L e

sin?® — smzq;

Ha feltessziik, hogy = 0 1dopontban (p = 0, akkor ebbdl integralassal:

IV I {  do
2V img |- *
§ Vsixa2m—sin22

Itt a jobb oldalon felléps mtegral nem felezheto ki elemi fuggvenyekkel csak az
an. elliptikus fiiggvények segitségével.

Megiegyzés. Kis szogkitérések esetén, amikor a -
sin p A3 @ kdzelités megengedett, a megoldando dxfferenaal-
egyenlet igy médodul:

d*p
1;172—=—lmglp. . Ps \

Znnek a megoldasa pl. a 9. példa mint4jira hatirozhaté meg. 2!/¢\ |

12. Az (x, y) sikban egy m tomegpont mozog egy, az ori-
g6t6l mért tivolsigival arinyos ‘erd hatisira. Induljon a 65, dbra
t =0 iddpillanatban az (a, 0) pontbdl, az x tengelyre
meroleges v, kezd8sebességgel. Hatirozzuk meg a pontmozgds pdlyagorbéiét (65 dbra),
Legyen a tomegpont a ¢ idSpontban a P (x, y) pontban. A rihaté er6 P O i iranya,
¢s abszoldt értéke & r, ahol 7 jelenti az O P tavolsagot. és k arﬁnyossagx tényezé.
A tSmegpontra hat6 erd x és y irdny GsszetevSie:

a *

P,=—krcosp = —kx,
illetve ¥ P
_ , P,=—tkrsing =—ky.
A mozgisegyenletek:
mi= —kx,
tlletve .
mij=—ky
Mindkét differencidlegyenlet hidnyos masodrendii differencislegyenlet.
A .
dx Al
) (E = U,
lletve o
dy

dt
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helyettesitéssels ‘
@ _ kx
mu dx = ’)
illetve
my wo__ kv
dy )
Ezekbdl
ok
ll2 + x2 == Cl’
m
illetve

k
2 2 _C
Ve + m y *»
Az integrilssi dllandSkat megkapjuk, haaz u =0, v = vy, x = a, y = 0 értéke-
ket behelyettesitjiik., Ekkor lesz
k 2 k 2
u® - nX = @ R
illetve

I3
2 — pe.
1’2+my Vi

Visszairva az eredeti valtozdkat, lesz:

dx -

Jt_VmVa_xz'
dy k vgm_
azt""—VmVT v

Ezekbdl a differencislegyenletekbsl — az x = a, y = 0, t = 0 kezdeti feltételel
figyelembevételével — kapjuk:
V k
X = a Cos t,

m .
m . k g
y=v0Vk 31nV"~lt.

Ez a két egyenlet a pél&agérbe paraméteres egyenletrendszerét alkotja, A ¢ para-
métert kikiiszébolve, kapjuk az

illetve

tlletve

*
&V om =t
i

egyenletdi ellipszist.
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FELADATOK. a) GYAKORLO FELADATOK

ladatok

rr

feladatok L 4

2.

4.

60

8.
10.

12.

14.
16.
18.

20.
22.
23,
25,
27,
28.
30.
31
32.
34,
35.
37.

" 39,

" 1—Inx

= ——,

x2

1 +sinx)?2y” + cosx =0,
y' =sin ley =
—-Jy
2xy” +y' =0,
y'n =y1 + ex,

T gyl

y' = ;y' + x sin x.
xlnx-y" =y’ 4 x1n? x.
xy'' —y' =3

2y" 4y =0.
w'+14y2=0.
y(l—Inp)y"” + (1 +1ny)
v’ =y

2y% =y — Dy,

_ 1
i

3.

50

7.

9.
11.

13.

15.
17.
19.

21,
y2=0.

24.

26.

217

. 142x
Y e T
(2 +4x+3)*y" 4 x4+ 2=0.
A—=x)y" +xp' =0,

vy =y — x4+ 2x
yll+2yl=ex.

xzyll —_ 2xyl ——— 3.

Yty =e

Yy =1

' =1+ y=
oo W2

Y =iy

3
2

yu i (1 +y12) .
6y 2y" —y) =1L

VOR+D) (¢ -+ y"By2—4y +1)=0.

y' (1 —}—y"") —-3y" =0,
y'+y2=1

Y +(x—a)y?=0.Itt a
2yy" = y’2,

yylvl + 'y’2 4+ 2a2y? = 0, Itt @ = allandé.

yll (y —_ 1) p— 2y12'
w'=2y"

1
0o + 12=‘
y YVt 0.

29.

= 4llandé.

33.

36.
38.

40.

' —yt=y"Iny.

yu — xym’
yyll =yl2 + yyla‘

' =1
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6) Geometriai és 1.  Hatirozzuk meg annak a gdrbének az egyenletét,

fizikai feladatok amelynél a normalis hossza a gérbe pontjatdl az x tengelyig
egyenld a gorbiileti sugdrral.

2. Hatirozzuk meg annak a gbfbenek az egyenletét, amelynél a normailis hossza

fele akkora, mint a gorbulet1 sugdr.

<

mi2

3. Az m tdmegpont sikmozgéast végez egy, az origbbdl feléje irdnyuld - vonzé-

erd hatisira. Itt m a tomeg, r a tavolsag, k aranyossagx tényezd. At=0 1dopontban az
k-

(a, 0) pontbél v, > sebesseggel az x tengelyre merdleges irdnyban indul. Hatdroz-

zuk meg a palyagorbe egyenletét.
Alkalmazzunk polarkoordinitikat és vegyiik f1gyelembe, hogy a gyorsulasnak
. radwszvektor-xrényu és erre meroleges dsszetevdi:

4 = "dt'

dr do d*e
=2 dt dt +r dae

4. Az m tomegpont az x tengely mentén mozog, m1kozben az origé fel¢ 1ranyulo,
m k% x nagysagti erd hat ra, Hatdrozzuk meg az x = x(¢) fiiggvényt az x(0) = a,%(0) =0
kezdeti feltételek figyelembevételével.

5. Egy hengeres rid csavard lengeseit az

d21p Glp -

maE 7

differenciilegyenlet hatirozza meg. itt ! m jelentt a lengési kézépvonalra vonatkozta-
tott tehetetlenségi nyomatékot, ¢ a kitérés szogét, ¢t az iddt, G a torzidémoduluszt
(csusztato rugalmassag1 tényezdt), I, a keresztmetszet polaris misodrenddi nyomaté-

I

kat | d atmérdjd kor-keresztmetszetné] 1, d?; ) és  a rid hosszat,
Oldjuk meg ezt a d1fferenc1alegyenletet at= 0 P = @y, gf = 0 kezdeti fel-

tételek fxgyelembevetelevel

6. Az [ hossziisdgn, dllandd keresztmetszetfi, homogén, vizszintes, egyik végén
befogott riidon p kg/m egyenletesen megoszl6, fiiggSleges terhelés van. Hatdrozzuk
meg a rid legnagyobb lehajlasat.

7. Az | hossztisdgi, allahdé keresztmetszetd, homogén, vizszintes, egyik végén
befogott ridra a szabad végén M mkg hailité nyomaték hat. Hatirozzuk meg a riudvég
lehajlasat.

8. Az | hossztisagl, két végén aldtimasztott, dllandé keresztmetszet(l, homogén,
vizszintes radon p kg/m egyenletesen megoszlo, fuggoleges terhelés van.. Hatirozzuk
meg a rdd legnagyobb lehajlasit.

9, Az el5z8 feladat, ha a terhelés a rad kozepén (—-nel) p kg fuggoleges iranyt,
koncentrilt erd.
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io0. Az ¢l6z8 feladat, ha a P koncentrilt er az egyik alitimasztistél @, a misiktd]
b tavolsigra van (@ + b = 1),

' .- i - - - . s ot , m k2
11. Az x tengelyen mozgd m toOmegpontra egy az origé felé uanyulo. ~s~ bagy-
sagt visszatérits erd hat (k az aranyossagi tényezd8). Haa t = 0 id6pillanatban x = q és
dx. k : :

i =a hatérozzuk meg az x = x(¢) fiiggvényt.

12. Az el8z8 feladat, ha a kezd8sebesség Z; = - :—:— .

13. Az x tengelyen mozgd m témegpontra egy, az origdbdl a pont . felé mutats
%{ﬁ nagysiga taszit6 erS hat. Haa t = 0 iddpillanatban x = a és Z: = Z, hata-

rozzuk meg az x = x(t) figgvényt. .
' k
14. Az €l628 feladat, ha a kezdésebesség Zf - |
15. v, kezd8sebességgel, fiiggsleges irdnyban felfelé hajitunk egy m tomegfi tes-
tet. Tételezziik fel, hogy a levegd ellenilldsabél szirmazd erS a sebességnek (m k)-
szorosa. Hatdrozzuk meg a h,,,, magassigot és az ennek eléréséhez sziikséges ¢ id6t,
16. v, kezdSsebességgel, fiiggdleges irdnyban felfelé hajitunk egy m tomegfi tes-
tet. Tételezziik fel, hogy a levegd ellenallisibél szirmazé erS a sebesség négyzetével
aranyos (k az aranyossdgi tényez8). Hatirozzuk meg azt a végsebességet, mellyel a test
a féldr(:: visszaesik. ‘
17. Egy lovedéket v, kezd8sebességgel, a vizszinteshez képest o szdg alatt 18nek ki,
Tegyiik fel, hogy a levegs ellenillisa a sebesséogel aranyos. Hatirozzuk meg a palya-
gorbe egyenletét. S ) : . :
18. - Az m tdmegpontra egy az origbétdl meért tavolsaggal arinyos taszité er$ hat
A t = 0 idépillanatban az (a, 0) pontbél, az x tengelyre mer&legesen, v, kezdsebes-
séggel indul. Hatirozzuk meg a palyagtrbe egyenletét.

.

2

19. Az m témegpont az (x, y) stkban mozog. Az origdbédl % nagysagu vonzéerd

‘ s 2
hat rd. Ha a ¢t = 0 iddpillanatban az r = a, p = 0 pontbdl, v, = kVa kezd&sebesség-

gel indul a ¢ = 0 egyenesre merSleges irdnyban, hatirozzuk meg a palyagorbe egyenle-
tét -polirkoordinitikban,

20." Az eldz8 feladat, v, = L

Va

2. §. Hidnyosra visszavezethetd mdsodrendd differencidlegyenletek

kezddsebességgel. -

a) Masodrendi A maésodrendd linearis differencidlegyenlet sltalinos alakia:
© " linearis

differencial~ a(x) y” 4+ b(x) y' + c(x) y = f(x).

egyenietek

Ha f(x) = 0, akkor a differencidlegyenlet homogén lineris
‘ egyébként inhomogén linedris, Feltesszilk, hogy a(x),
b(x), c(x) és f(x) valamely & < x < g intervallumban folytonos fiiggvények, és itt
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a(x) 5£ 0. Ez esetben — a differenciilegyenletet a(x)-szel végigosztva — nyerjiik az

'+ HX) Y+ fx) y = f5(x)
differencidlegyenletet.

Anélkiil, hogy részletekbe bocsatkoznink (1. még a IV, fejezetet, tovibba a soro-
zat tovibbi koteteit), megemlitjiik, hogy ennek a differencidlegyenletnek az Altalinos
megolddsat dltaldban nem tudjuk meghatirozni. Ha azonban ismeretes az adott differen-
cidlegyenlethez tartozé

Y'+ @Y +fo) Y =0

homogén linedris differencidlegyenletnek egy partikuldris megolddsa, Y,, akkor az adott
differencidlegyenletet az

y = u(x) Y,

helyettesitéssel hidnyos misodrenddre lehet visszavezetni. Ha ugyanis ezt a helyet-
tesitést végrehajtjuk, nyerjiik az

Y,k @Y AR YD (Vi Vi fa Yo u =1

differencidlegyenletet, melyb8l — figyelembe véve azt, hogy Y, 2 homogén lineiris
differencidlegyenletnek egyik megoldisa — az u = u(x) ismeretlen fiiggvényre az

Vi + Q@Y +f,Y)u' =/,
hidnyos miésodrend(i differencislegyenlet adédik.

homogén "o
,,dimenziéiti“ F (y 'y 1yf x) = 0
differencial- . . . .,
egyenletek differencialegyenietben (itt F az argumentumainak raciona-
lis egész fiiggvénye legyen) a véltozoéknak dimenziészimo-
kat a kdvetkez8képpen: Legyen x-nek és a dx differencidl-
nak a dimenzi6ja 1 és igy x* dimenzi6ja k. Legyen tovabba y-nak és a dy, d2p differen-
cijloknak a dimenzibja n és igy ¥ dimenzibia in.

A dimenziészimnak ilyen értelmezése alapjan

5) Masodrendi | Tulajdonitsunk az

d . ...
y = a“‘; dimenzidja: n — 1,

d%y . e

v =27 dimenziéja: n — 2.

dx?

Ha most az adott differencidlegyenletben mindegyik tag dimenziéja, vagyis az

egyes tagokban szereplé viltozok dimenzidinak ésszege megegyezik, akkor a differen-
cidlegyenletet homogén dimenzidjunak nevezziik.

A hornogen dimenziéjG misodrendi dxfferencxalegyenletet hidnyos méasodrendfire
lehet visszavezetni, az

x =€,
y=vew

transzformécibval (1. még I. 2. § d)).
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Példak

1. Oldjuk meg az
Xlnx -y —xp' +y=x2In%x
masodrenddi inhomogén linedris differencialegyenletet, ismerve a hozzitartozé homo-

gén linedris differenciilegyenletnek egy partikularis megoldasit: Y, = x.
A differencidlegyenlet Altalinos mégoldasat

y=ux

alakban keressiik, ahol u = u(x) egyelére ismeretlen fiiggvény.
Mivel

‘

y' =u+t+ux
Yy =20+ u' x,
ezért ezek behelyettesitésével: ' _
. ' Blnx4+ 2x%Inx —xD)u =x2In?x,
vagy (x £ O feltevéssel): 7 . p
W xlnx+ 2Clhx—Du' = n?x
Ez pedig az u’ = p, u’’ = p’ helyettesitéssel a
Cpxlnx+ 2lnx —1)p=1n*x

elsGrend(i inhomogén linesris differenciilegyenletre vezet.
Ennek az altalinos megoldasa: .

lnx 1 .
p=C,~£§-+2-lnx.
vagyis
, Inx 1
u =Cl ;—2—+§h’lx,
ahonnan
1 1
u=Cl{-—xlnx——i +;—xlnx—2x+C,

vagyis végeredményben:

y=Cox—C,(Inx+1) +"C;(lnx— .
2. Oldjuk meg az
xyy' + xy?=yy’
differencidlegyenletet,
A differencidlegyenletben szereplS egyes tagokhoz hozzirendelhet§ dimenzié-
szamok: ‘
2n—1, 2n—1, 2n—1,
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Tehat, ha n = 0, akkor valamennyi tag dimenziéja — 1, azaz a’differenéiél'-
egyenlet homogén dimenzi6ju.
Alkalmazzuk az

X = el
transzformaci6t. Zkkor
PR G
LA P
v By dyy
V' =g~ @l :
Ezeket behelyettesitve: ; »
dy dy dy 2 dy
2 — Y - —2u .ot | L po—8] — - —a
EY\d2  aul® +e[due ] Y au® ?
vagyis 2 2
al, Y 2 [— 9 dy
e—%yduﬁ-l_ldu} N @)
vagy

oy o oqdyp dy
yd'u—é-'-(d—u’ ="

Ez pedig egy hidnyos masodrendd differencidlegyenlet.
A szokasost6! eltéré médon egyszertibben is meg tudjuk oldani, mert a differen-

cislegyenletnek mindkét oldala teljes differencil:
' d| dy\y d
@l @)= & o™

Mindkét oldalt integrdlva:
d

y “d% = yz + Cse
Ebbd! viszont a valtozokat szétvilasztva és integrilvas
¥+ Cy=Cye™;
vagy visszatérve az eredeti viltozokra: '
»¥ 4+ C,=Cyx%
Ez az adott differencidlegyenlet 4ltalinos megoldasa.

Feladatok
7) Linearis Oldjuk még az alabbi misodrenddi linedris differencidl-
g;fyf:;fe‘igi{al' egyenleteket, ismerve a-megfeleld homogén linedris dif-

ferencidlegyenletek egy-egy partikuléris megolddsit (Y):
1. nx— Dy’ —xy' +y=(lhx—x?* Y,==x
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2, W' - A+ x)y +yp==xe; ¥, =ex,
17 ’ sin x

3. xp'’ 4 2y" - xy = 03 Y1=T.

4 y"'sinfx —y'sinxcosx 4+ y=sinx; Y, = sinx.

5. =242y — Xy + 2x -y =0; Y, =,

6. (2x—x2)y”+(x2—-2)y’+(1—x)y=4x4-10x3+12x2; Y, = x2
7. y”+(tgx~—2ctgx)y’+2ctg2x-y=0; Y, =sinx.

8. x2(l—2lnx)y”+x(1+2lnx)y'—4y=2xlnx—3x; Y, = x4
9. (xcosx—sinx)y"+xsinx-y'—’sinx-y=xcos2x; Y, =ux

10. sin? 2x - y'' + sin 4x -y’ — 4y = 0; Y, =tgx

b) Homogén 1. x2p’ = 2y.
. ndimenziéja* - ’
differencial- : -2 Xy’ oxy —p=0,
egyenletek

- 3, Xy = 2xp’ 4+ 2 =x.
¢ xpy=xpt R 5. Xy =@-—-x0n
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IV. ALLANDO EGYUTTHATOJU ES ILYENRE VISSZAVEZETHETO
LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

a) ll_nhqn"logén » Az n-ed rendd linedris differencislegyenlet ltalanos alakja:
inearis .
differencial- a.(x) y .+ a x) P L 4 al(x) p
egyenlet altala- Al) Y Ay () R + eyt +
nos megoldasa 4+ a; (%) v’ + ay(x) y = f(x),

ahol 2z aix) (i=0,1,2,...,n) egyiitthatdk ¢és f(x) aza<x<pB intervallum-
ban folytonos fiiggvények és a,(x) == 0, Ha f(x) = 0. az egyenlet homogén, kiilénben
inhomogén. :

Az inhomogeén lineris ditferencidlegyenlet megoldasa szorosan osszefiigg az
ugyanazon bal oldallal bird

a(®) YO g, 1(x) YU 4 L 4 ap0 Y 4 a(x) V' a0 Y =0

homogén linearis differencidlegyenlet megoldasival. Ennek az éltalinos megoldasa,
ha Y, Y, ....Y, egymistd] linedrisan fiiggetlen n darab partikuldris megoldas,
a kovetkez§:

Y=CVY +C, ¥+ ...+C, Y,
Az thomogén linedris differencislegyenlet y 4ltalinos megoldidsa méarmost egy
Vo partikuliris megoldasnak és a homogén egyenlet Y altaldnos megoldasinak dsszege:
y=y0+ Y=y0+cl Y] +C2 Y2+“’+Cn an ¢

Az Y, Y, ..., Y, megoldisokat dltaliban nem tudjuk el8allitani, ha azonban
ezeket ismeriiik, akkor y, meghatirozhat6 az dllandék varidldsdnak médszerével. E cél-
bél keressiik y,-t az

Yo=Cix) Y1+ Cox) Yy + ...+ Cp(x) ¥,
alakban. A C,(x) fiiggvények derivaltjai a kovetkezd lineris egyenletrendszerbd! szamit-
haték ki
CY,+C Y, +...4+4C,Y,=0
CY +CY,+...4+4C, Y, =0

C, Y+ C, Y24 . +C,Yr2=0
C YD 4 C YV, . +C, YD = 1 .
CoE 7 v a, (x)
Mivel az Y. (i =1,2,...,n) figgvények egymistdl linedrisan fiiggetlenek,

ez az egyenletrendszer egyértelmtien megoldhaté az ismeretlen C,(x) fiiggvények deri-
valtjaira, Ezekbc’Sl‘ pedig integralassal kapjuk a C,(x) fiiggvényeket.
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b) Allandoé egyiitt- Az
hatéju homogén y
linearis diffe- @y da, YVt ay Fay Fa,y=0
rvencidlegyenlet -

(a, 5= 0)
4llandé egyiitthatdjt homogén linearis differencidlegyenlet altalinos megoldasa;

_ y=Cieé>*4-Cyet* 4 .,. 4 C, etn,
ahol '
A(i=1,2,...,n

az

a, A" +a, A"+ aA2 A faq, =0
karakterisztikus egyenlet gyokei. (A; 52 A,, ha 1 3£ k.)
Ha azonban A; =4, = ... =2, (m = n), akkor a megoldis megfelel§ része:

(o8 +C2x+,..+me’"—1)eM°‘. _
A komplex gySkparoknak megfelels rész valés alakban irhat6 a kdvetkez6 mintara:

Ha
Ay =a+1iB,
. A-g = — lﬁ’
akkor az altalinos megoldasban szerepls
Cy eM* |- C, eha*

tagok helyett — az Euler-féle dsszefiiggések alapjan — irhatd:
e** (C, cos B x 4 C, sin £ x).

Ha a komplex gydkparok is. tSbbszorosek ( m= g), azaz ph

Ay =7\2=..._=7\m =a+ 1
és ’
A =7\m7,.2 =...=Ay,=a—Bi
akkor a megold4s megfelels része helyett, valés alakban irhatjuk:

@ {(C, +Cox+ ... 4+Cpxm ) cos Bx -+ (Cpppy +Crpya X+ . ..o +-Cy,, x™1) sin Bx}.

¢) Allandé egyiitt- Hia az allandd egyiitthatdjun
hatéju inhomo- " , .
gén linearis A Y +Co vV Ly Fa Yy Fay = Hx
differencial- . . ) . L.
egyenlet meg- inhomogén linearis differencidlegyenlet 10bb oldalin allé
oldasa kisérle- f(x) fiiggvény csak olyan tagokbél 4ll, melyeknek csak

tezo feltevéssel

véges szdmu linedrisan fiiggetlen derivaltjaik vannak, akkor
‘ az allandok varidlisinak hosszadalmas médszere helyett az
inhomogén egyenlet y, partikularis megoldasat kisérietezd feltevéssel (prébafaggvénnyel,
Ansatz) hatirozhatjuk meg. Ilyen fiiggvények az alibbiak: 4

a e’ a cosf x, o sin B x; oy Xk ay Xk ay x +ay,
vagy ezek tetszSleges linedris kombinacidia.
15 Kozdnséges differencidl egyenletek — 44 231/VII.
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a) Mindenekel8tt dsszeirjuk az f(x) tiiggvényben szerepld tagokat és kiilonbdz8
deriviltjaikat (az 4llandé egyiitthatok nélkiil). Ha ezek kdzill egyik sem szerepel az
adott differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet megoldasai kozott, akkor ezek-
nek linearis kombinaciéja alakjdban kereshetiiik az y, megoldast. :

. Pl ha
flx) = x2 e2* - sin 3x,

akkor, mivel a jobb oldalon szerepld tagok és deriviltiaik (az 4lland6 egyiitthatGk
nélkiil):

X2 e, x €%, e**, sin 3x, cos 3x,

na ezek egyike sem megoldisa a homogén differenciélegyenletnek, akkor feltessziik,

hogy ,
Yo =(Ax2+Bx+C)e2"+Dsin3x+Ecos3x,

ahol 4, B, C, D és E egyelre ismeretlen 4landékat jelentenek.

B) Ha az eldbb emlitett fiiggvények koziil némelyek szerepelnek a homogén
rész megoldasai kozott, akkor mindenekeldtt igy osztjuk csoportokba az el6bb emlitett
fiiggvényeket, hogy egy-egy csoportban az egymésbél derivaldssal szarmaztatott tagok
legyenek. Ha ezen csoportok valamelyikének egyik tagja a homogén rész megoldisa,
akkor ennek a csoportnak mindegyik tagjat megszorozzuk x-nek azzal a legkisebb ki-
tevditi hatvanyaval, mellyel megszorozva, mar e csoport valamennyi tagja kiilonboznt
fog a homogén rész megoldasaitél. A prébafiiggvényben azutin ezekkel a tagokka!
helyettesitjiik a sz6ban forgé csoport eredeti tagjait.

Pl ha f(x) ugyanaz, mint eldbb, két csoportunk van:

x2 2x, x 2%, o

sin 3x, cos 3x.
Tegyiik fel, hogy a homogén rész megoldisas
(Cy +Cox) e Cyes.

Mivel az elsé csoportbél e2* és x e2* megoldasai a homogén differencislegyenlet-
nek, ezért a prébafiiggvény:

v-—-x“(Ax“—i—Bx—i—C)e‘Z*—|—Dsin3x+Ecos3x.

Megregyzes. A lengéstanb6l vett analégia alapjan a 8) esetben azt mond-
juk, hogy rezonancia esete 4ll fenn. x-nek az a kitevdje, amellyel képezett x hatvanyt
szorzoként alkalmazzuk, rezonancia esetében jelzi a rezonancia tObbszordsségének
szamit. foy a felhozott példdban kétszeres rezonancia 4ll fenn.

d) Euler-féle Az
gﬁ?ﬁ:ﬁcw- By XY @y XYY L e XYY+
egyenlet + a0+ agy = %),
4n. Euler-féle differencidlegyeniet — melyben az a, k=0,1,2,...,n) egyiitthatok
allanddk — az :

XxX=¢e€
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helyettesitéssel alland6 egyiitthat6jn linearis differencidlegyenletre redukalhaté.
(Hasonlitsuk 6ssze ezt az eljarast a IT1. 2, § b)-ben mondottakkal )

Az Euler-féle homogén lineiris differencidlegyenletet meg lehet oldams az
Y = x* kisérletezd feltevéssel is.

Példik

1. Az
Blnx p"’ —xy +y=x2In%x

inhomogén linedris differencidlegyenlethez tartozoé
XnxY' —xY 4+Y=0

homogén lineiris differencidlegyenlet ltalinos megoldisas
Y=Cix+Cy(lnx+1) (I III. 2, § 1. példat).

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsit az allandék varislasanak médszeré-
vel keressiiks

Vo == Cox) x + Co(x) (In x + 1),

Ekkor
Cix+C(nx+1)=0
N ,
C,+C = In x.
Ebbdl
Ci=mhnx+1,
: C,=—1x,
€s innen }
C] =xln X,
X2
C2 = - §-
Tehat
xZ
Vo= z (Inx — 1).

o

Végeredményben az adott differencidlegyenlet altalinos megoldasa:
X
2 Az ‘
. 1)III — 2yll —— 3yl + ]Oy — 0
homogén linedris differencislegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet:

A3 — 2A% — 34 + 10 =0, !
Ennek gyékei
AMA==2,A=24+LA;=2=—1i

15*
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gy az altaldnos megoldas:
y = Cy e~ & + e (C, cos x + Cysin x).
3, Az
1 ’ J— 1
v’ + 3y 2y = re

inhomogén linedris differenciilegyenlethez tartozé homogén egyenlet:
, V7437 2V =0, '
A karakterisztikus egyenlet:
A2 434 42=0,

Ennek a gyokei:
. Ay =—2,A,=—1L

A homogén egyenlet 4ltalanos megoldasa tehat:
Y =C, e 4 Cye*
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasit az dllanddk varislisinak
modszerével keressiik, \ _
Yo = Cq(x) e + Cy(x) e=*

alaiiban. Ekkor
Cie* 4 Cie*=0,

1
- -2 ., e=* =
2C e Cye T e
Innen
e et
C=—15% & G&=rya

s ebbdl integralissal:
' C,=In(+1)—e

CQ = 1!1 (e" + 1)0
Ezekkel : :
yo=e"=tln( +1) —e e *In(e + 1)

Az adott differenciilegyenlet altalinos megolddsa tehat:
y=e"2{ln (e + 1) — e} + e In(*+ 1) 4+ C, e Che ™

4. Az
p gyt — By’ + 3y =6x — 1lx — 14

differencidlegyenlethez tartozd karakterisztikus egyenlet:

A LA —BA4+3=@A—12@R+3)=0
Ennek gyokei:
Ay =Ay =1

Ay = — 3.
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Igy a homogén egyenlet ltalinos megoldssas
Y = (C) 4 C, x) ex 4~ Cye3x,
-A jobb oldalon 4116 x2, x és derivéltjaik alapjin feltessziik, hogy
» . YVo=Ax*+Bx+C.
Ha ezt behelyettesitjiik az éredeti"differenciélegyenlejcbe:
BAx 4+ (— 104 +3B)x + (24 — 5B +3C) = 6 x* — 11x — 14,

Ha a kisérletez6 feltevés valéban megoldast ad, akkor ennek az egyenletnek fenn
kell dllnia minden x-re, vagyis ' .

34=6
~ 1044 3B=—11
24 — 5B + 3C = — 14,

azaz
A=2 B=3, C=—1.,
Tehat
YVo=2x*4+3x— 1.~
Végeredményben _
y=(C;+Cox)ex+Cye 3% 4 2 x2 + 3x — 1.
5. Az

yo + 8y’ 16y = 0
homogén linedris differencilegyenlether tartozé karakterisztikus egyenlet

A% 8A% 416 = (A2 4 4)2 — 0,
s ennek gydkei:
. )\1=)\?=2i, }\3=A4=—2i.
Igy az 4ltalinos megoldas, mindjart valés alakban:
y=1(Cy + C, x) cos 2x + (Cs + C, x) sin 2x.
6. Az :
ylll +yu‘= x2 + 2x + ox

inhomogén linedris differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlets
YIII + YII — 0.
A karakterisztikus egyenlet:

AL AZ=A2(A 4+ 1) =0,
Ennek gyokei: _
Ay=XA,=0, A, = — 1.

A homogén rész ltalinos megoldésa:

- Y=C +Cox+Cye =
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Az inhomogén egyenlet jobb oldaldn 4ll6 fiiggvényekbdl és deriviltjaikbol
Ax2+Bx+C+HDe ’

adédnék prébafiiggvénynek, azonban figyelemmel arra, hogy BxésC szerepel a homo-
gén rész megoldisai kdzott, az elsé harom tagot x2-tel kell szoroznunk:

yo=x2(Ax*+Bx-+C) +De=Axt*+Bx*+Cx*+De~
Ha ezt behelyettesitiiik a différenciélegyenletbe:
124 x® - (24A+GB)x+GB’+ 2C + 2D e* = x>+ 2x + e~
'Az egyiitthatok Gsszehasonlitisibél kapiuks: '
124=1,
244 + 6B =2,

6B - 2C =0,
2D =1,
s innen
1 1

fgy az adott differencidlegyenlet ltalinos megolddsa:

1 1
y=Cy+ Cyx+Cye ™+ i§x4+ ‘233‘0

7. Az
y'’ + 4y = 3xcos x

differenciilegyenlethez tartozd
Y'4+4Y =0
homogén egyenlet megoldasa:
Y = C, sin 2x + C, cos 2x.

Az adott egyenlet jobb oldaldn 4llé x cos x fﬁggvény és derivaltjai a kdvetkezd
tagokat adjak (allandé szorzoikat elhagyva): :

X oS X, X sin X, cos X, sin x.

Mivel ezek koziil egyik sem szerepel a homogén rész megolddsai kozott. ezért a
prébafiiggvény: :

y0=Axcosx-l-Bxsinx—l—Ccosx—l—Dsinx.
Ha ezt behelyettesitjiik az adott egyenletbe, kapjuk
3A x cos x + 3B xsin x 4+ (2B + 3C) cos x +- (3D — 2A) sin x = 3x cos x,
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és ebbél

fgy 2 keresett 4ltalinos megoldas:

‘ 2 .
y=Clsin2x+C2cos2x+xcosx+§sm x.
8. Oldjuk meg az
2y 2y — 2y =14 x?

Euler-féle differencidlegyenletet.
Alkalmazzuk az
x=¢é

- helyettesitést, Ekkor
,_ Gy dt _dy 1
V' =a &x T ar x?
w_dy 1 dy 1
e 2T a B

azaz
° ’ dy
xy = d_t »
A o @y dy
Y T@ T e

Ezeket behelyettesitve, lesz

ddy  dy 2
. it =1
Ez mér egy 4llandé egyiitthatdja lineris differencidlegyenlet.
Ennek az 4ltalinos megolddsa:

= ! -2 . o2,
y=0C,é+C,e 2-}- e

Visszairva az eredeti valtozdkat:

C 1 1
y=C,x+;22——2+ 4x2.

9, Egy mechanikai lengirendszer sajat lengéseit (6nlengéseit) leird differencisl-
egyenlet — ha feltessziik, hogy a sebességgel ardnyos csillapitds mikodik —;

dj’_I_sd

Y =
Mo T g Ty =0
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Itt m a tdmeg, s a csillapitds tényezSie, r a rugballands, y a nyugalmi helyzettSl mért
kitérés (kilengés) és t az idd.

Ez a differencislegyenlet 4llandé egyiitthat6ji homogén linearis, Karakterisztikus
egyenlete: \ '

A kévetkez3 jeloléseket bevezetve:

s A 1]/ s% r‘
2——’5:0' es 2.2 n?-—-4ﬁ=mc,
a differencislegyenlet 4ltalanos megoldasa:
p = e~ (A e»t - Bemod),

hol A és B az integralasi illandok.
Aszerint, amint az ®, valds, zérus

o ' vagy komplex, hirom iellegzetes eset
aperiodikus hatdrhelyzet adédik: :
7 a) Aperiodikus mozgds. Ha
/ N o @ - VUE T
/ a2 O\ < o =5 4T
) X=4 . ¢ 2 m? m
= valés, azaz
0 i 4 ? [} ’ s r
i me

akkor lengés nincsen. Az aperiodikus moz-
gis a (t = 0) kezdd idSpontnak megfeleld
mozgasallapot szerint (maximum elérése
utin vagy anélkiil) aszimptotikusan meg-
sziinik; éspedig annil gyorsabban, minél
nagyobb az s 4llandé. Ez esetben a mozgis-
egyenlet hiperbolikus fiiggvényekkel igy
irhat6:

y=e(C;sho,t+ Cychat).

66, dbra A mozgas lefolyasit a t =0,y =0,

illetve t = 0, y = y, kezdeti feltételek ese-

tére, kiilonbdz8 nagysigd csillapitds mellett a mellékelt gorbék szemléltetik (66. abra).

A gyakorlat szdméra annak az esetnek van jelentdsége, amelynél a mozgas t = 0
id8ben a kezdépontbél indul. Ez esetben:

y=Ce %sho,t.
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A maximum a

L

e O — 0

id8pontban jon létre. A maximalis kitérés pedig, ha a ¢ = 0 id8pontban a sebesség

[%],zo =p, az C;)o — Vr—;- jelolé ssel: <

vy o+ coc)“é_%
Your = o lo =,
A maximilis kitérés annal kisebb, és a ki-
téritett tomeg annil lasabban kozeledik a
nyugalmi helyzethez, minél nagyobb a csilla-
pitis tényezGje (s).
b) Csillapitott lengés. Ha

1Y/ | r .
Tm T tm T
képzetes, akkor y
Apeo=—0 +io,

67, dbra

és ezzel a megoldas:
v=e"(Asinw, t + Bcosw,t) = Ce "sin (o, t + ¢).

A mozgds most az w, kbrfrekvenciival végbemend, csokkend amplitudéji csillapitott
lengés. Az A ¢és B, illetve C és p 4lland6k értéke itt is a ¢ = 0 id8nek megfelel§ mozgs-
allapottél fiigg. A mozgast dbrizold gérbe az
n==+Ce™
hatargérbék dltal hatarolt teriiletsavon beliil halad (67. 4bra).
Ha a t = 0 id8pontban y = 0, akkor az
y=Ce sinam,t
fiiggvény maximumainak helyét a
. . @, @,
smcoct= SINY == ———— == =
Vo2 +o2 @
Osszefiiggés hatdrozza meg, ahol w, = gz a rendszer csillapitatlan dnlengési frek-
venciajat jelenti.
A csillapitott lengés lengési ideje:

roF o

- »
o2 Vr 2 Yol —o?

m 4m?
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27 .
vagy bevezetvea o = a @, € Ty = f jeloléseket:
(1]
27 ‘ 1

Tc = = ___——‘2 = 19 7T

o, J1 —a V1 —a?
és o
o, =, |1 — o

E képletekbdl lithatéan, ha az a (tehit a csillapitis) novekszik, a rendszer lengési

ideje né, a csillapitott dnlengési frekvencia pedig csokken. Aza 1 esetben T, — oo
és o, — 0, azaz a mozgas aperiodikussi vélik (68. dbra).

A csillapitott lengdmozgisnil két egymdsutin ko-
vetkezd egy irdnyt kitérés viszonya a kovetkezS médon
hatarozhaté meg:

Legyen t, id8ben az n-edik maximum yn» akkor a
t,+ T, idében p,,s az (n + 2)-ik maximum. Irhato:

yp,=Ce hsin (o, t; + @)
és

Ynpe=C e~o+Te sin [, (t, +T) + ol

Minthogy azonban T, a'lengési idS, ezért

sin (@, t, + @) = sin [0, (& + T + @1,

P és ezzel

s
68, dbra In_ _ ol — 627?‘..

y n+2
Ezen arény logaritmusa az tn. logaritmikus dekrementum:
s 2 s
A= — TC = oo
2m Vam r — s

©) Aperiodikus hatdrdllapot. Ez lényegében a két el8z8 eset kozdtti hatarhelyzet.
Ekkor

r s2
m 4m’

illetve o, = 0.
A karakterisztikus egyenletnek egy kétszeres gyoke van:

§

A=h=hy=—0=—5—.

A differencislegyenlet altalinos megolddsa tehat:

y=e A+ Bi).
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Az itt ad6dé mozgis ugyancsak nem periodikus. Lefolydsa hasonlit a nagyobb
csillapitisokndl adédé mozgaséhoz, csak gyorsabban csokken O-ra. Bizonyithat6, hogy
e hatarhelyzetben, adott impulzus mellett a legnagyobb a (lengés nélkiili) kitérés és a
leggyorsabb a kitérés lecsokkenése. A rugés visszatéritS erGvel ellatott mutatds miisze-
rekben éppen ezért kivinatos az aperiodikus hatdrhelyzetet megvalésitani vagy leg-
~ alabbis megkozeliteni. ‘

10. Kényszeritett (gerjesztett) lengések. Szabadlengésekre képes rendszerben
kényszeritett lengéseket gerjeszteni kétféle modon lehet.

Az egyik méd az, hogy a tdmegre kozvetleniil a

P=D;sinw,t
gerjesztd erd hat. !
A masik lehetdség pedig az, hogy a rugd befogasi helyét mozgatjuk az
X = a, sin @, ¢

torvényszerliség szerint.
Az els§ esetben a differencidlegyenlet:

a2y dy . .
mat—z +s—‘—£ +ry=>P;sinw,t,
a misik esetben pedig:
d?y

dy‘ ‘ .
m@—l—sa—}—ry:aorsmcokt.

A két eset matematikai szempontbdl egyenértékti, csak az
a,r =P,
helyettesités sziikséges ahhoz, hogy az egyik esetr8l a masikra dttérjlink.
A megoldandé differencidlegyenlet inhomogén linearis, 4llandé egyiitthatokkal

és periodikus gerjesztéssel. A differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet a
rendszer Snlengését hatirozza meg (Vy,). Az inhomogén egyenlet dltalinos megoldasa:

V=Y + ykény§z‘ ‘ . .
a) A csillapitds nélkili dllapotban (s = 0) a megoldisok a kovetkezSks

Yem = C sin (o, ¢ + @),

Itt @, = 1 r% , C és p pedig az integralési 4llandok.
AZ pyenys-re €8Y partikuldris megoldds lehet példaul:
Venys; = A sin o t‘ + B cos oy t.
Az A és B dllandékat a differencislegyenletbe valé behelyettesités Gtjin hatdrozhatjuk
meg. Ez aton adédik, hogy B = 0 ¢és

P,

A= ——.
r— moj



236

mozgis ered8je, Az egyik frekvencia

IV. ALLANDO EGYUTTHATOJU LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

Az adott differencidlegyenlet aitalinos megoldasa tehit:

. Db .
Y?CSIH(Wotf¢)+:“7%a%Slnwkt°

A 1étrejov8 mozgis tehat két lland6é amplitudéjd, de eltérd frekvencidjii lengd-

-f

-

W o e e e e —— A ——— —— — — — — — ——

69. dbra

Az

1

1

r . ;> “se
@y == |/ —| a rendszer 6nlengési frekvenciija,
m

a misiké pedig azonos a gerjeszt8 periodikus erd frek-
vencidjaval. Ez a kényszeritett lengés.

Az dnlengés amplitudodjit és fazisszdgét a kezdeti fel-
tételek szabjdk meg. A kényszeritett lengés amplitudéja a
fentiek szerint az egyenlet -4lland6ibél meghatirozhaté;
fazisszoge pedig (amikor s = 0!) zérus. Csillapitatlan 4l-
lapotban tehit a kényszeritett lengés elmaradis nélkiil
kéveti a gerjesztd erdt.

Minthogy e csillapitatlan esetben az egyszer fel-
keltett onlengés is allandéan fennmarad, tehit a két
leng8mozgis eredfje: vagy interferencia, vagy modu-
lalt lengés.

A kényszeritett lengés amplitudéja (4) a gerjeszts
er frekvencidjatdl is fiigg. Ha bevezetjilk a

@y

@y
paramétert, akkor

P, _ P 1 1

A= 5 — . ==, .
r—me} moj 1—p2 01—

12— V tényezd az n. nagyitétényezd (69. abra).

Az dnlengéshez viszohyitva, igen kis gerjeszt8 frekvencia (w, << ®,) esetén
kényszeritett lengés amplitudéja gyakorlatilag:

P, P
— L~ 2 azaz A= a,
mao2 B

Noveked§ v-vel V is névekszik. Ha o, — @,, azaz v — 1, akkor V — oo. Ezért
az w, = @, esetben rezonancia all fenn. _

v tovibbi névekedésével a V és ezzel egyiitt A elSjele is megvaltozik, nagysiga
fokozatosan csokken és aszimptotikusan elttinik, (Ha » — oo, akkor A — 0.) .

Megjegyezziik, hogy az 4brazolt diagram (69. dbra) a kiilonboz8 v = gf‘ értékek-

()
hez tartozd staciondrius illapotok V amplitudétényezdit tiinteti fel, Id8ben is valtozé
szaporasdgl kényszeritett lengésekre a diagram nem vonatkozik. A differenciilegyen-
let, illetve annak felirt megolddsa ugyanis csak stacionarius mozgssi dllapotokat jelle-
mez, a kényszeritett lengés begerjedési folyamatara felviligositist tehit szintén nem ad.
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A diagram azt is mutatja, hogy rezonanciinil (o, = @,) a kényszeritett lengés
kitérése végtelen nagy. A valésigban ez nem kovetkezik be azonnal, hanem csak bizo-
nyos begerjedési id6 utin, amely azonban a fenti egyenletekbdl nem szimithaté ki.

b) Csillapitds jelenlétében (amikor s = 0), a fenti differencidlegyenletek megoldasa
csak abban tér el, hogy az 6nlengés hosszabb vagy révidebb id§ utin lecsillapodik,
az illandéan fennmarad6 kényszeritett lengés pedig a gerjesztS er6hoz képest egy meg-
hatirozott fizisszdggel elmarad. Eszerint:

Yo =Ce sin (.t + @), -
ahol
=5 ¢ —/r _ ¢
=5 & o VE—Z,m_W
C és @ pedig az integralisi allandok.
A kényszeritett lengésre itt célsze- .

riibb, ha a kdvetkezd alakii proébafiigg-
vénnyel kisérleteziink:

Yrénysz == K sin (mk t—m),

ahol a K és ) éllanddk a differenciil-
egyenletbe valé visszahelyettesités 1itjan

adédnak:
_ PO /] * v
- 0 k4
Vir — mep)? + sl 70. dbra
S,
t _ . ?f
BN = o}

Az r = m & Ssszefiiggésnek és az ape-
riodikus hatirhelyzetet jellemz$

Sh = 2 V’n—r él
T X . . . 2
csillapitdsi tényezdnek a figyelembevé- earcig 224
. s @y, .
telével, valamint a » = -£ és az o = :
@, o ' : 2 PR
s .
= .- paraméterek bevezetésével: 71. dbra
) ‘
D, 1 ' 2a v , o
=0 tgn = —— (L 70. és 71, dbrat).
meg V(1 — 122 + 4022 ' 1=
Itta

V — 1
V(l — 22 L 4022

tényezSt ismét nagyitétényez8nek nevezziik.
v-nek mindena = 4llandéhoz tartoz6 gorbéje egy maximumig emelkedik. Ennek
helye:

v=|1-2a3
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r s2

’ ‘[ﬁ’k Ivmax = Vﬁ LT

A maximum értéke:

max =

1 1) 4mE P
2 )T —a® amr—s2°

Ez az bsszefiiggés minden zérustél kiilonbozd a. értéknél véges Vi ,-ot, tehat
véges amplitudét ad. (Ha o — 0, Vi, — 00.) :
A V,,,-hoz tartozd fazisszdg tangense:

dmr — 252

. 1
(12 Nlvmex = i 2 = V 2 *

Ebbdl kiadédik az is, hogy csillapitatlan lengésnél:

T

a—0, tgn — oo, nN—5-

Ha egy bizonyos a, illetve s értékhez kiszdmitjuk a rendszer csillapitott Snlen-

gési frekvencidjat, akkor irhaté:

\

r s2
@, = || - ——"—.
¢ m 4m? .

Az 5sszehasonlitdsbél megillapithaté, hogy a maximalis kilengést adé kényszeri-
tett frekvencia [0y Jymax csillapitis esetén nem esik ssze a csillapitott rendszer @,

-

a."r 72, dbra

Az egyensly feltétele:

onlengési frekvencidjival, hanem annal kisebb:

[wk ]Vmax < @y

Emiatt csillapitis jelenlétében tulajdonképpeni rezo-
nanciarél mar nem is lehet sz6. Kis csillapitisoknal
azonban a két frekvenciaérték nagyon kozel esik egy-
mishoz. '

Megjegyezziik még, hogy a V tényezs v > 1 eset-
ben a zérust annal jobban megkdzeliti, minél nagyobt
a v; més széval nagyon gyors gerjesztésnél a tdmeg
gyakorlatilag nyugalomban marad. Az ) fazissz6g pedig
novekvd p-vel annil gyorsabban koézeliti meg a w érté-
két, minél kisebb a csillapitas.

11. Vastag. falii cs6 faliban keletkezd fesziiltségek
belsd talnyomdas esetén (72. dbra):

d

@, +do) x4 d)de —o,xdp—20,sin = dx = 0.

2
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A
. dp  dp
- Sin —2—— ~ ?
kozelitéssel ez igy irhatd:
d(o, x)
T;~ — 0'1 = 0.

')
w
©w

A fesziiltségek kifejezhet8k a Hooke-torvény alapjin a fajlagos megnyilisok és

az E rugalmassigi modulusz segitségével, .

Az x sugar megnydlik u-val, igy az érint8irdny fajlagos nyulds:

. __27r(x—|—u)—27rx_ti
t 27 x T x

Az eredetileg dx hosszisigli él megnydilik du-val, igy a sugiririnyd fajlagos

nytlis:
du
g = —,
T dx

O S ; ” . o L., , .
Az érint8 irdnyiban ébreds o, fesziiltség E’-vel nytijtja az élet, o, pedig

roviditi |itt m az un. Poisson-féle szam] .

fgy

T,

Ee =0, -1,
és hasonléan
o
Eg=0,— ”—: .
Igy a fesziiltségek

E
_:'__m_l (m & + er)o

me
Em
| O =i (& + me,),
vagy mas alakban

o — Em u du
T m2 —1 x Ec’ !

Em |u du
= —T|x T )

Visszahelyettesitve ezeket az egyensdlyi egyenletbe, és

%P+m%ﬁ— T &

u duJ _

m? — 1

0.

o,
—TI __vel

mkE

¥

-gyel egyszerdisitve:
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240
A differencialast elvégezve, és m-mel egyszerfisitves
, d°u du
. aé 4+ x E —u=0.
Ez egy Euler-féle homogén lineiris differenciilegyenlet. Ennek az dltalinos
megoldisa:
: . 1
u=Ax+B-.
x
Az integralasi 4llandékat a kdvetkez8képpen hatirozzuk meg:
A belsd hengerpaldston, ha x = r, o, = — p (azést negativ, mert osszenyomas n.
A kiilsd hengerpalaston, ha x = R o, =0, .
~ Mivel pedig ‘
u B
=4t e
és
: e _, B
dx x2’
azért
Em
O = 1 A(m+1)—— (m—11,
vagy rovidebb irisméddal, ha ,
mE , mE
akkor
B, .
g, = A] - ‘i;—. .
fgy ha x = r, akkor ‘
B
| c—p=a- 2,
és ha x = R, akkor
B
‘ O _ Al - }T;‘ .
Ezekbdl
pr
Al = Rg _ 7'2 ?
pr2R?
Bi=p—m-

Ezzel egyrészt R
pre R?
TrE R —rz( T
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és
r2 R?
o=+ 5.
t R — 2 x2
masrészt

- ___pr fom — R
U—ﬁ(R_rZ)’(m 1)x+(m+1)-x§‘.

2

A feszﬁltse’gek kifejezéseibdl l4thaté, hogy mindkét féfesziiltség legnagyobb
abszoltit értékii a csé belsd palastian (x = 7).

A Mohr—Guest-féle elmélet szerint a megengedhet§ fesziiltség pl. folytvas
cséveknél: : ‘

r T TR | TP

pr ’r‘~’+R2__ r2:R2J 2 R?

Innen pedig’

j— (T»
Ve —2p

vilasztand6, ahol o jelenti a megengedhets hizé fesziiltséget, p a folyadéknyom4st.

~

Fj.ladatok

a) Gyakorlé - 1. ¥ = 2" —y" 4 2p = ch 2x.
feladatok
2. 4y"” — 4y’ 4 17y = 3 x2, ‘
3. yll/ + 3y1' + 3y' +y p— xe_.x. 4‘ yll — 6y' + 13y — 39‘
Sy =4y 4Ty = 14, 6. . y'—2 —3y=2x+1,

7.y + 9 =x2
8  y' — 10y + 25y = 25 x* + Bx -+ 17.

%9 Y=y —2p=3ex 10 '+ 9y =9ex,

11. y' =2y L y=~6e - 12. y'" — 9y = 6 cos 3x.

13.  »" + 6y + 13y = 30sinx. 14 49" 4+ y=4sin 12‘ .

15.. y' -5y + Gy = 2x e*, _ 16. Y+ 2y' + 5y = xsin x.
17, y" — 6y + 9y =3 x2 e, & 18 36+ 24y" + 13y = €’ sin ;‘
19. »" 4+ 2)" 4 5y = xe~* cos 2x. 20y 4y 44y LAy = 106
21y 429" oy = x5 4 20 2% + 120x.
22. Y =3y 4y’ — 2y =0. 23. y'—2p" 4 5y’ =3,
24,y — 8y 4 16y = 2x — 1. 25. Y@ _py—shax
26.- xPy" —3xy' 4 3y = x2 27. x%y'" -+ 3xy’ 4 5y = 2 cos In x.
28, X2y —2xy’ 4+ 2p = K8, 29. 2y 4+ Txy’ + 13y = xIn x.

16 Kozonséges differenciil egyenletek — 44 231/VIIL.
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30. a2y +xy +4y =1n*x T3 By + 322y +xy;=x2. =
- ’ . 1 ‘
32. By + 2}x2y" +xp’ —y= 2 ;
1
33, By 3xy" =3y = Exf 34, x2y’ —6p=38x% _
35. xy"' —xy +y=xln®x. - 36. x2y" +4xy’ 42y = — cosx.
37. 2y +4xy' +2p = Vi——?. 38, x2y'xy—y= Ve —1. |
iy 1 , —
39. - 2x2y" 4 3xy —3y= 15 % 40. /4 2y — 2xy’ + 2 = Vx.
b) Fizikai - - I 1.  Egy tomegpont mozgisit a kovetkezd differencidl-
feladatok egyenlet hatirozza meg: -

d?x dx

2 62x = 500.

C3 25, -+ 962x = 500

Hatirozzuk meg a lehgééidé’t. Mennyi id6 alatt csdkken az amplitudé a kezdeti értéknek
a felére? :

2. Egy rugbra erdsitett egységnyi tomegd test masodpercenkénti rezgésszama 250,
A kezdeti amplitudé 2-sec alatt a felére csokken. Feltételezve azt, hogy a csillapitdsbor
eredd erd a sebességgel aranyos, hatdrozzuk meg a mozgds differencidlegyenletét.

3. Egy inga egy | hossztisag, egyik végén felfiiggesztett, 4llandd keresztmetszetd
homogén ridbél 4ll. Ethanyagolva a csillapitist, hatirozzuk meg a lengésiddt kis ki-
lengések esetén. -

4. Egy R sugarii, m tomegti, vizszintes helyzetd tarcsa fel van ékelve egy fiiggSleges
helyzetii rogzitett tengelyre: Ha a tircsit a fiiggbleges tengely koriil ¢ szoggel elforgat-
* juk, a tengelyben . : : '
_ B M=keo
csavaré nyomaték ébred. Ha a tarcsit elengedjiik, a tengely — rugalmassiga folytin —
torzidlengéseket fog végezni. Tegyiik fel, hogy a masodpercenkénti lengésszam:. n.
\ﬁatérozzuk meg a k aranyossigi tényezst.

5. Egy m tdmegpont egy az origén keresztiilmend egyenes mentén mozog Ugy,
hogy az origét6l mért tavolsig c-szereséve egyenld nagysagd, és az origd felé irAnyulé
erd hat ra, s a csillapité erd a sebesség b=Szerese. ‘Hatirozzuk meg azt az m értéket,
amelynél a mozgas aperiodikus lesz.

6. Egy 21 hosszdsagt, dllando keresztmetszettl, vizszintes rud a két végén meg van
timasztva. A kozepén P fiiggSleges erd terheli. Tegyiik fel, hogy a rud témege elhanya-
golhat6 a P erdhdz képest. A P er8 hatdsara a rid lehajlik, Sziintessiik meg a P terhelést,
akkor a riid transzverzalis rezgéseket fog végezni. Mekkora a masodpercenkéntirezgés-
szam.

7. Az L onindukci6-tényez6jd tekercsben el8alle  fesziiltségesés L*Z{;’ az R
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H
1
ohmikus ellenllisban R i és a C kapacitdst kondenzitorban ¢ f i dt, ahol 7 az dram- -

{
erdsség pillanatnyi értéke. Kapcsoljuk sorba az L énindukcija tekercset, az R ohmikus
ellenalldst és a C kapacitasii kondenzitort. Kapcsoljuk le az dramkérbe beiktatott kiilsd
elektromotoros erdt és hatirozzuk meg a rezgSkor frekvenciijst. Mi a feltétele annak,
hogy rezgések jdjjenek 1étre?
8.  Egy gerenda az x tengely mentén a (0, 0) és az (I, 0) pontok kézstt helyezkedik el
Kihajldsa az x abszcissz4jt pontban egyenl§ y-nal, amely kielégiti az

Y = af(x)

- differencislegyenletet, ahol f(x) a terhelés, a pedig "egy a gerenda anyagitél és a kereszt-
metszettS] fiiggs allandé. Hatirozzuk meg a gerenda alakjat, ha f(x) = 1, és a gerenda
végei be vannak fogva. '
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MEGOLDASOK
. : BEVEZETES
¢) Differencial- 1.y =2x
eglyenletéek
. jelentdsége és , y
szZarmaztatasa 2. y=2 P
no__ ’ B — .y—
3. =0 4  y=7.

5. x+yy =0

73. dbra

. x+yy _x—yy

70 = ’5. 8. 2 = —
y=xy' +Yy ‘ L+ -

10. y'"' +y=0.

12. A B e 3y'y''2 =0.

9. x =ylny'.
11 y' =2 +y=0
2 —y2— b ‘
13, gt 27 T 1y —1=0. .
y*+ pe y 14

Ebbdl a differencislegyenletbdl kiolvashat6 az, hogy az adott parabolasereg 7
janak kétszeresével (73. dbra). '

‘<~l‘<

=2x, .

szubtangense egyenld az érintési pont abszcisszd
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15.  y? + ¥y = R Az y = + R fiiggvények a differencislegyenlet szingularis
megoldasal (az adott kdrsereg burkols egyenesei; 74. abra).

(1 + '2)3
16. —v,%— Ii’2 vagy "
1 '2)*/» . R .
( _;;): ) + R. Ez a diffe- ] -~
rencidlegyenlet azt a nyilvinvalo » /7\\77(7 m
tényt fejezi ki, hogy az adott gor- 3 3 R H 3 3
besereg Gsszes gorbéinek gorbi- M
leti sugara mindeniitt illandé: ~ 41 e
e=R " 2 2 .2
17. Y =0 74, dbra

vagy 3y 'y — 5y’'"2 =0,

18. {y" 3J =0 vagy — 9p''2y® 1 45y" p’"’ p — 40y''"3 =0,
19. A kérsereg egyenlete:
(x—CR+(y—Cr=(¢g—Cr+C (75. 4bra).
A keresett differencidlegyenlet pedig:
Y- +x2Zy— )]+ x—gf+y@x—y)=0.
20. A korsereg egyenlete:
(x—CP+(y—Co =
A keresett differencidlegyenlet:
V'l =y —1—y —y2—y?=0.
21. . A korsereg egyenlete:
(x — C)? + y2 (@ — C)?sina
(76. ibra).
A keresett differencidlegyenlet:
y2y? cos?a + 2pp’ (@ — x) sin®a -
+ ¥ —sinta(a — x)? = '
22, Az
tx—C)P+(y—C)=

. &b, dbra

&
' “flC, C)) =0
egyenletbdl:

~
————

’ R
C1=>*yc—|—V—l_?:?;é

C, = y—VT
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" y

76. dbra .
ésigya keresett differencijlegyenlet:
_ R e
flx+————y' y— g=——| =0
Vi7" 7 Y4y

23. A gﬁfbesereg egyenlete:
y—=C=Cy(x—C)

¥

A keresett differencidlegyenlet:
2y// (y — x) _ yi2 __]__ 2y' —_ 0‘

24. A gérbesereg egyeﬁlete:

y=Cx(x— a)

a (77. 4bra)
i.." | A keresett differencidlegyenlet:
o .7', 5 rCrixa o yx(x—a)—y@x—a=0,
77, dbra : 25. A_gérbésef;; ‘egyenlete:
=%si_fﬂ;‘; Ci=CiCr0

A keresett differenciilegyenlet

2]?’ ylll — 2y:.12 = 0.
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26.  xyy" +xy?—ypy'=0.
27.  y"'+ 2%y + (E+ @)y =0,
28. A'TS. sbrabol:

s=rcos(a—q>)=e“¢cos(a—q)).

Ebb4l a keresett differenciél,egyeﬁle&

78. a’b_ra

d3s

= 2amg+w2(l+a2)s;0.

29. y [ +yParcigy’ —y'l==x 30. y(1+y?=2.
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L ELSORENDU, AZ ISMERETLEN FUGGVENY DERIVALTJABAN
ELSOFOKU KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Szétvdlaszthaté valtozéja differenciélégyenletek’

a) Gyakorlé . Ha x£ —1 és y5£2, akkor y —2=C(x+ 1);
feladatok y = 2 kdzonséges (regularls) megolds.

1 .
2, Ha x £ — 5 és y £ 0, akkor y* = C (2x + 1)3; y = 0 kdzdnséges (reguliris)
megoldas.

3. Ha x££ —2 és |y| 1, akkor y2 — 1 —C(.wc-}—2)2 y = + 1 kozdnséges
(regularis) megoldasok. ,

4, Ha |y|£1, akkor (y® — l) (x2 4 6) = C; y = _—t 1 kozdnséges (reguliris)
megoldisok. ‘

5. Ha x-£0 és y 7~ 0, akkor ln | xy i +y=C; y=0 kozdnséges (regularisy
megoldis.

6. Ha (yi £ 1, akkor (1 — 3 =C(1 + x?); y = 4+ 1 kozdnséges (reguléris)
megoldésok.

7. Haxz£0ésys£1, akkor y = -—_(*:_—c ; y =1 kdzonséges (reguliris) meg-
oldas. i

8. Haxs#0,y#0 ésy;éwg, akkor x(2y +3)=Cy;y=0éy=—5
kozonséges (reguliris) megoldisok.

9. Haxz£0,x5£2¢ésy+ —1,akkorx (x — 2) = C(y + 1); y = —1 kbzdusé-
ges (reguliris) megoldis., .

1. x+y=C(—x) .

11. Ha |x|5£1 és |y|5£ 1, akkor x+y—C(1+xy),y_ + 1 kozonséges
(reguliris) megoldasok.

12. Ha |x|{ < ja. , akkor x = asin(y + C).

w

13. Ha ¢ £ a—; ~+ k 7 (ahol k tetszSleges egész szam) és r 74 0, akkor 7 cosp = C3

r=1_0 kézénséges (regularis) megoldas.
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14. r = C cos? . 15. e ___1~ = C,
) : cos @

16. Ha |r|<|a]|, akkor r*= @®sin (2x + C).
X a

17. Ha.]r[>!a|, akkor r—-m.

18. ev—ex4C 19. x4 e =C.

20. Ha x3£0, x3£1 és y£ —1, akkor xp = C (x = 1) +1); y=—¥F
kozonséges (regularis) megoldas.

21 Ha x£0¢és|py| £ 1,akkorl + y=Cx2(l —y);p =1 kozonséges (regula-
ris) megoldas.

22, Ha y£1, akkor * + 3y +61ln|1 —y| =C.
23. Ha y£0,e» =1 4 Ce*; y = 0 kozonséges (reguliris) megoldis.

24, Ha x£0 ¢ y;ég+kn (k egész szam), akkor e* = C x cos y;

y= g + kn kézonséges (reguldris) megoldasok.

Cx

x+1°

26. Ha|x|>1és|y|>1, akkor x® —1+ )" — 1 =Csp =+ 1 szinguls-
ris megoldisok. ‘ -

2. Haj|x|<], akkory=tg(C+Arcsin.x)=%£—:_.~X2%—_x.
—x2—C, x

25, Ha x3£0 és xz£—1, akkor 241 =

Ccos’x—1
- 28, Ha |y|#£1, akkpry—c—cosﬁ—x»l:_l’
megoldisok. '
29. Ha x#0 és | x| 1, akkor y==€—(’i:£)
! (x2 —1)'%°

"y=11 kozdnséges (reguliris)

30. Ha x £ 0, akkor x2 —Fya =In[Cx*(14y)].
3. y+b=C(2+a+x L) '
32. Hax;éO,akkory+a~’ln(yz+a2)=;C+x—;-.
33. y4—l—y2=x4+x2+c. 34 xsiny = C.
35, y=Cextinlnx+a),

36. y=+1;p=th(x+C); y=cth(x+ C).

C—de

37. y=m—o
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a : .
g e c) ha nz#£1l
38 y= g(n LA %
‘ tg@inCx), ha p=—1

. 2
39. y=0;y=sgn(x+C)'(x‘_;C')

i
.

: Lo - .
(A 79. dbran pl. vastag vonallal berajzolt
gorbe is integrilgbrbe !) _ ‘
" 40, Ha [x|<1l és |y|<]l, akkor
arcsiny = + arc sin x + C (vagy mais-
képp irvas y |1 =2 F x VI —»* =C);
ha |x|>1 é |y|>1, .akkor y+
-+ V32 =1 =C (x + V2 — 1) ;megfelels
atalakitisok utin mind a2z |x|<1,|y|< 1,
mind az|x|>1, {y|>1 esetben kapott
altalinos megoldds igy is irhaté: x% -
42Cxy +y2=1—C% Ez pedig egy
kipszeletekbdl 4116 gorbesereg: mind-
egyiknek az origd a kézéppontja,y = + x
a fétengelyek, | C | << 1 esetén ellipszisek,
|C |>1 esetén hiperbolik, y = +1, a
gorbesereg burkold egyenesei: szinguliris
megoldisok. Ha y-t tekintjiik fiiggetien

v

C=2 Ca-2
.2

\
\
\

——— 1 S e - @

\ o X Y
) x% 2ny0y'- 1-¢*
e-L ) - .
S ENL/CF\, .
- -3 -2 -1}/ g ! ) 2 3 x
C=0—7¥, e
- fal oy 1 ————
AV AN .
\
‘l
2 cerpoy
C=-1 . ’ C=1
C--Z'l ) © X ez
" 31 o - ol ek o

80. dbra
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valtozdnak és x-et ismeretlen fiiggvénynek, akkor x = + 1 szintén szinguliris megol-
«dasok (80. dbra).

41. Ha |x|<1, |yI<], akkor‘ a.rcsiny—l—y],/l—y2 C - arcsinx 4
+ x)1 =% ha [x|>1, iy >1, akkoryVyz—-1—1n|y—|—Vy2—l|—-C+

,+fo E—1—In[x+}x—1]]
42, y=In(Ql4+Ce 7).

—_Cx2 -
43, Ha{y|-£1, akkor y = i T g; ; ¥y = —1 kozénséges (reguliris) megoldss.
1 ~
44. y=eCx 45. y=Cxe *

46.  y = O,

47, x| <1, |y|>1esetény=£1; xVyz—liVl—ﬂ%Cy-

1

y+ x

48. tgxtgy = C, " 49. y=Cxe .

: ' ' 1 10
50. cos x cosy = C, . 51. —-2-—=C——1nsmx.

cos? y 3

52. Hay#£0,|x|<1,akkor y=CeVi=¥; y =0 kozonséges (reguliris) meg-
oldés. . -
53, 3y+y*—9ln|x|=C.

54.  Ha [y|<1, akkor In|x+ JT+ x| =arcsiny; y= + 1 szinguliris
-megoldasok. ’ .

: 5] i .
55, Ha |x| <1, akkor l/l__*—;——-C(y—l-Vl—}-}ﬁ); ha ;x|>1, akkor
F1 ' ' ‘
Jiti=co+vem.

X -

56 . Haystka (k egész szam), akkor e *=In Ctg 3 y kan (k egész szim)

kozonseges (regularis) megoldasok

+C ' ' ‘
57. Ha|y|< 1, akkor Vl.f__yz = lx—+Cx 3 ¥y = £ 1 szingularis megoldisok.

x+y

518d Ha x£0, y£0, akkor Cx=ype ™ ; y=0 kdzonséges (reguliris) meg-
oldas. ‘

59. IWmCVI+ 2 +arctgy =0.

CE—1 "
60. Ha x3£0, [y| £ 1, akkor p = %— 3 ¥ = 1 1kozdnséges (reguléris)

megoldisok.

61. 3y2=arctg?i2x-—l—C. \ 62, 2= lnC

2x +3’ IJ‘H&z
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63. Ha y-£1, akkor y =1 — —————; y =1 kdz0nséges (regularis) meg-

cle+1’
oldas.

64. Hay=£0, x£— 1 , akkor C em—:’ = V2x + 1; y = 0 kozonséges (regﬁléris
meégoldais. - )
65. Ha y £ — %— , :{kkor Q4 x? (} +2)=C;y=— ;— kozbnséges (regﬁlé-
ris) megoldis. ' '

66. Hax £ — 1, akkor y = — x + In C (x + 1)

R .
67. Ha y£0, akkor x = J—;« +InCy; y =0 kozdnséges (regularis) megoldis.
68. y=C|1+4e*

69. Ha x £ 0, akkor x% (1 + y%) =C.

70. Ha x:£ 0, akkor (1 + x?) (1 + y?) = Cx%

‘ xz y2 R x2 y2

s&c " spe = 2. saet

P4 .
73. Ha y£0, akkory = Ce™; y= 0 kdzdnséges (reguldris) megoldis.
74. Ha |y|>|m|, akkor ar ch%l =+ x_j'};_C ; y=m szinguliris megoldas.

5. y=x;2(3—)») 43—~y +5=0.

71.

76. y=1
7. P—1=2In(*+1)—2n(+1).
8. Ji—ef+i—p =L 79 y=(x+ 12
80. y=1 '
5) Geometriai ‘ I 1. y=Cx%
feladatok ’ : :
2. »=Cx
3,  y¥+2x2=C. 4 yY—-x2=C,
5. 24+yr=Cn 6. xy=2. '
. +x—2
. P#=7-2x; k=1 8 y=e ",
9. P—x=25. 1. yx+1)=4
1. y=2x. , 122 x®+32=C, xy=C.
13. x—Cl+y'=kK;y=+1"h 14. xmyn = C, '

?

15, r=Ce. 16 r = Csin ¢.
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17. r2 = C sin 2¢. 18.
19. ri+C) + 2k=0. 20.
C
21 Inr = k—(i_j__—_—) . 22.
=
23. y2=C x; x> =Cy. 24.
‘ x4 .
25 y=2kch 5.
<) Fizikai feladatok | L Q=0Q,e k.
2. r=r,—kt 3.
1 T T
. = — by — r—a 23 5~
4 t T3 ar cth T, arc ctg T,
6. 14 perc. ‘ 1.
8. 151 seé. ! 9.
10, T =591,9 — 187,61nr; 1833000 cal.
1l. 2 945 000 cal. ’ i2.
13, =21, ' 14.
r
15, x=07)=¢ T,ahol T<O0. 16
17. T =T, -+ Ce 2, ahol C integrilisi allandé és a =
1
18 k! (P +54q|-
19. 0,00136-szorosa az eredeti fénymennyiségnek.
20. In P = 5343 (1 - l . 21.
p, T, T
22. 1,38 Ora. ) 23.
24 a-th(bt -+ c), ahol a, b és ¢ allandok.
25. 1 = x4 C. 26.
27. - p = 1,033 e~ kg/cm?. ‘ 28.

klny =x+C,

r=rksin{p +C); r==rk

L 2%
" cos(p+0)

;s r=2k

Goémb vagy korhenger.

40 perc miilva.

6,58 nap.

5,6 perc.

9

T ='-§ x; 691200 cal

k = 0,00053 cal/cm sec C°.

1:._21”;5
n-2
n
Q

k+aryln ;2

.

1

2kar,

233

vr%[k—l—ar,,ln:—2

!
al

r=ry+ ks -

0

Forgasi hiperboloid vagy sik.
r=Ce vagy r=Ce%

4 kg.
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RR—T ‘
29. p=pye '," , ahol p, a levegé nyomdsa a Fold felszinén és ka p=kp
dsszefiiggésben is szerepld a]landé. _
- P a.
30. p=pe+ Q—.é* .

3.  p=p,e %, ahol p, a tengelyre illeszkedd pontbaﬁ a nyomas.

. 2 a2 .
32. =1 =1, — 1V e, 33. F=klh
X g g
| O mg
34. Az ered§ erdnek a vizszintessel bezirt szoge:a.tga = — 7 mar s Innen
- ’
Z = gg'xz -+ C.

- 35, G5mb, melynek a kdzéppontjdban van a fényforris, vagy pedig az r> = a sin 2¢
gorbének egy az origéra illeszkedS egyenes koriili megforgatasaval szarmaztatott
feliilet.

d) Vegyes ' 1. 285 ~2 11,3-szorosa. » .
feladatok 2 06
R gramm.

3. 16,7 kg. B 4. 4 6ra 25 perc malva,
5. 2,08 kg, - : ‘ 6. 99,59%,.

7. 0,18%,. _ 8. 65,2 perc.

ab (ekt — ebkt)
9. 7,16 kg. 10. X = W .

2. §. Szétvalaszthaté valtozéjira visszavezethetd differencidlegyenletek

a) fce;m}(:tx:l? a)y =flax+by+o.

1 ’;:—i}}_ceu ' 2. y=%V§tg[2V§(x+C)]—~Z—x.
5. xsiny = x® 4 C. 6. ,y=x—;f_}’_—(—:.

7. tgi»g—{':lf—;ia._ h 8 y=—x+tgx+Ck

: 1
9.  x=— 2y +Ce2y

10. . 2Vy—2x+4ln’!Vy—2x—2|=X+C~
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B) Hormogén (fokszdmi) differencidlegyenletek : y' = f";'
1. In}x® + 32 = arc tg-; -+ C; vagy ugyanez polirkoordinitikban: r = C e°.

2. 1 4 2Cy — C2 x* = 0 (81. dbra).

3. (x4+yrEex+yr==C. -2

4. y2=—x21n[‘Cx'. . /

5. y2 = x? -+ Cx (82. abra).

6. xe V:‘i = C, ?
v

7. xé&=C. : ¥

9, xy-cosif:C.

: + - 2xzc
10. .. y= xix;}—g) " (83. dbra). 1+2Cy-Cx"~0
) 81. dbra
11. x(x — 3y)2 =C. ;
12 ylx+yp=C 13 P+xy=Cx
| 14. x2 +9* = Cx.
7 o ) 2y — oy
210 1 2 15 Ry —x)=Cy+x.
2 //;/I ,/’ 16. y2 (y —_ x) = C x2.
/s 4 ;/ :
Al 1. 02 =C (e + 2.
\\{‘\\‘ d ,,’ ‘I,’ . : 18. (2 4 p?) = C x4, -
g 4 . " 21 3 - ‘
7 . \\\\\ . s 19. Injxyj-+ arctg Y= C.
‘/’, -1 \\\ N yiex . Cx o ‘
, \ N | |
.2 NS 20. ;x3-—y3_6x2y_._3xyzzc.
NN N
2. y*(x—20)+ C*x=0.

82, dbra
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26. 2=2y*In|Cy].
27, X4+ pyP=C(x+y).
28. y (y + 3x)°=C X3,
29, xt +.6x2y? =Cy.
30; x2=C?*—2Cy.

x3
31. ln'cyi_ﬁa—y—s'

x 32. @ — 2= Cxp.
330 (o= C(x-- )t

k4
3. €(x—yP=Cux

x _y

35, ya=Cxte *
36,  (x—p2IniC(x—y)|=

= 4xy — 2 x%
¥3. dbra
37. tgz";:ln!g
22 ysint =C. _ |
_ Y s 38. y = x arc sin (C x).
23, In|x|+e *=C. £ :
39. e +lnx =C.
.24, 27y — x> =C X5,
i H
_y ) =Cx® 4+ =
25. Y+ xte *=0C. 40 Zy=Cx +C
. _slax+by+ec
v/ y_fax+/3y+y ! )
1. —x+12@p+x—1P=C . 2. x+2+kh'2x+y—1/=C
3 4x — 8y =lnidx+8 +5 +C. 4 x+8y4+2=Cx—y-+2)
) | y—2 =
L by —2p 1 x——l—l—vg;
5. —1n;x—l,‘=§1nj;x i’—3 +l'73;’1n‘y 9 - ;‘!"C’
. | x - s i
EELETY
y—1 1+ y-—1
R S B s T
4.

x—y+1D @x+y+22=C. 8. (x+y—1P8=Clx—y+ 12
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9. (x—2 +112=C@x4y+2).

10. (x—3y+ 1) (x+y+3)3° =C,

1. @x+2 - 100 —y+ 11 =0,

12. {(x — 29)* 4 6x — 10y = C.

13. @+ E—x)+2bln (a4 1) +ax)+b@a—1 =0C
14. y—4dx—1=Cx(y —x —1).

: . y+a
15. niy-+a —{-Zarctgx—_’_—b—- .
16. (x—y)“+3x+v+—;ln 2x -2 4+ 1" =0C, . -’
1. x—yp+ln x4+ 2+ x+y+22]=C. -

18. —x—1D (y+x—32=C.
19. x+2+1In x4y —2=C,

y
20. (x+y+2P=C(x—y).
C=5/ 1
y
yet xy=Ce
-2 T x
Ca1
N 1
2
LI SIS S )
N\ :
\‘\ ’,_——-_1
N
2 \\ AN
\‘{;\\\ N
4 \‘.\\
84, dbra _ : 86. dbra

0) Homogén ,,dimenzidju* differencidlegyenletek

1 x?=1In x 4+ C. 2 xty? — x*=C (85. 4brdy. -
3. v(x —C)=x* (86. ibra). 4. I —2xty =Cy*
5 xy{i +x) =C. 6. P=x2C~—lnlx|)
. sp=2ax+S. 8. y=1tgln(Cxl.
P x |

17 Kbzonséges differencidl egyenletek “— 44 231/VIL.
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y
: x
\ v 9. Y= — .
\“ c=7,a . : VC—x
\“ \: .
oot 10, In Cx =arctg-€-.
“\‘\ 1"" ? .
A\ 11 vt = x2 (2x + C).
c-f\\c0 ,
4 1 1
122 p=_x4+Cx &
-2 -1 ‘1’0 1] 2 . x 3
:"-:« ' 13.  xXy—x=Cy.
b ' ylx-clex®
;.2 14. x2y=2lniy +Ca
86. dbro 15. x® =3 xy + C.
b) Vegyes 1. x¢ = — 2Cy -} C2 Tehit a keresett gérbék parabo-
feladatok 14k, melyeknek koz6s gyujtépontja az origd, tengelye az
v tengely (87. 4bra).
X .
2. . == l;-—c—f, (88. abra).

c-1 23 W
p mCr
=

Xe -2Cy +c?

87. dbro : ’ 88. dbra
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7. A megoldandé differenciilegyenlet:

y,_:x+cl/x2+y2
. y ' :
ahol ¢ = = sin 8 :siny > 1. Az 4ltalinos megoldas polirkoordinitikban

r

T 1=c¢-cosp’

14
¥y |
I p* ) — ¥
N : RQ10P /:
1 : ] -
: A b
2" 1 ’ b 14
0 Q R . x A !
/ "
]
1
/ . \
T o x a , x
89. dbra - - 90. dbra

Ez pedig egy olyan hiperbola egyenlete,' melynek 0 az egyik f6kusza és ¢ a numerikus
excentricitisa. p az integralasi allandé (90, dbra).

3. §. ElsSrenilii linedris és erre visszavezethetd differencidlegyenletek

@ gf:é{:gg . | | a) Linedr is diff‘erencid(egyentetek
1. ypy=C e§ — (x% 4 2).
1 : x 1
. =5 4 3‘ o = —_ —e
2 y__2(x-l-‘1)-|—C_(x+l) 3 y Cx“+1__a a
4 y=ax+Cx |1 —x 5  y=ax+CYl+
6. y=sinx+ C cosx. 7. y=sinx — 1 4 Cesinx,
8. _ y'=' x" (e + C). ' 9. v=axt—" 4+ C xn,
1
to. y=xe >4 Ce™%, 11. v=x2(Ce;+l,.
12. p=Cxe 4 x2 ' r 13. y=Cx+;~x“—l.
. C 1 1
14 p=—+ sxln' x| — = x 15. y=C(1 4+ x) 4 x4
x 2 4
i6. y=CVx®+a+x 17. y Y1 — 2 = C + arcsinx.
1—x ‘
18. y l——_,—_——i=C+arc‘sinx+Vl—x2.

17*
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19.

21.

22.

23,

25.
26.

28.

30.

32.

34.

36.

31.
38.
39,
40.

42,
14,
45.
46.

417.

48.

MEGOLDASOR

[ O —
y=—f_g=+x2—-2. 20. y=-——+V1+x.

i+ = Vx
y (x + ],/l+x2)-—C-1—x2—!-xl/1-l-x2 In (x + V1 + x2).

yV:?_:}=C+~ln(Vx+ ]/x‘—'w’l)+2 Vx2 —x.
C+lnx ’ C

STy x L 24. - 1. 9% —3.
+ x + y Eixii
y—|/"2—-1[C+1n(x—i—l/x2 D] - x
py=C}1l—x—x+ 2 2. (1 +x)y=C—In cosx|.
pVi—x=C+V1¥x 29. yJT—x=C+x
C . ’ x—1 _C+smx cos x

y=me rctgx:;.;é‘.._..l___.l._ 31. y——xT——— "
p = (C + x) cos x. b 33, y = C cos x — 2 cos® x.
y=_£._+_l_., 35. y=Ce“5l“*+sinx—l.

sin 2x  cos? x

y = (C -+ &) sin x.

| S )
p=Ce&—x—1 -, (sin x + cos x).

C+2x+ sm2.x

y=Ce'“"+;(x“’—x)+i+2chx—shx.

y = C cos x -+ sin x (1+;tgx). 41. ychx=C4 3+ 3¢~

p=Cur— gy o =S
ytg x = C + In sin® x + cos 2x. l
ysmx—C-—;cos4x—icost+Jln}tg x

ycosx—C-l- In' tg‘4+ ll cosx—%cos3x

y=1= (C+an1—x2)+Arcsmx,

.V=Ce"'1+;'—l—x. 29. x2y=%x“+c-
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50.
52.
54.
56.
58.
60.

62,

64.

66.

68.

70.
72.

73.

74.

75.

71.

78.

80.

3.

50

x=1+4p+CJ1+3~
x2y=x%+C,

x = y* (® + C).

G+ 1DPy=(+12+C
x2yer=¢e + C,

(xy — D sinx=C,

xy? =3y + C.
x(?P—1D=y+C,

1y
x=y2(l+CeY).
y=2esinx | ginx — 1,
y=0L
y=Ce*+ xe %,

E 15 1
y=Ce* — _ xsinx — ——sinx— - Xcosx —

17 289
1 2 2
— —2x o2 T —
y=Ce -+ 3 x g X +27 e,
p = C e=3% — ¢—3% cos x.
3 5
— x2 iy
6% Tag*

y=Ce&* x2e> -

y=Ce4’<-—i—x’— +

51.
53,
55.
51.
59.
61.

63.

65.

67.
69.

71.

17

76.
5

i_2" .

79.

261

y=e(x + C)
xpt =y +C,
xt = 4xy 4+ C.

y + a = C sin? x.
Xy =2x>—x*+C,
x(y—1D=y*4+Cy.

X -+ x sin
ISR _Ji =y + C.
cos v

Yy —2x = Cjh

y=x

y=x+J1 -2

1
y=e"‘;—-1’.

8
2—8-9 COoSs X.

y = C e®* 4 ¢2* (sin x + cos x).

1
—_ —38x e xnH1 p—3x,
y=~Ce + i) xn+1 e

y=Ce*+ 2xe*cos x + x2e*sin x — 2 e sin x.

B) Bernoulli-féle differencidlegyenletek

{
V—XVW+C)'
yi=x*+14Ce",

y3=ceax_):{-__1__l.
a . a®
i
t o
_ g)f-,_cosx
Vy= sinx +C *

xp faln®2x - C1+2=0,
_ i
N ClT—x®—a )
1 .
T Cx¥flmx+1°

y

y

1
y=

-
YEFTTiw

-
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9. y=(@Cx+1p 100  P=x+Cx+1
X ' 1
il. = . 12. = e,
y=c=e ¥ Cli+x2+1
13 R 14 - ! »
= yjc—= " © YT Cxyifnmxl”
: ) i S,
15. - 16. yx2=(C x-}—l)-
Y VC x®+2x V .
: C 2sinx| 2
3 2 — —
1. P +0) +3x2=0, 18 y=| ot
19. y=(Ce 4 x+ 1)"2 20. Yx+1)=C+4+ 2 — x
21 x=y (1 4 Ce*). 22. x2+xy=Cy.
23. 1y =x("+C) 2. xylny+C +1=0
25. x=y(nx+C). 26. x =y (x® 4+ C).
1 .
; 2 .} = ’ . . —_— = x2 B
21. x 1=y@Bx+C) 28 sy x2(C + tgy)
3x :
29, y=310C" 30, 14+Cx+hxyy=1L

) Jacobi-féle differencidlegyenletek
1. x+2 +axx+y)=Clx+y> 2 x—1=C(y— 1.
1
3, x~y+1+xy+—2y2=C(1+x)2.

4 y+y=l+x+y+Cx+y>

5. y+2=C(x—1.

6. Cx—3y+1)(x+y+1)=Clx+y— 1>
7. x+y+1D2=C0+y*+ 1.

b) Vegyes

1
feladatok . y=Cx% 2, y=ry x2,

, . C ,

3 y=x-4+ Cx® (91. dbra). 4. y = * (92, abra).
X |
5. y = C x" (93. ibra). 6. v=Ce @ (94, abra).
x . 2

%  B=dax-44a®+ Cez. 8 y=Cax+

3x °
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Yy
; :
s yh—— P
: | !
cot Y Ced 2]
v ] L S :
- 1 i
X \ o . ' ¥
\ . i ] L, ,I 2
\ '\ &x RN L ,
\ (Y S N P4 . ’
\\ A . T\ L’ ’.'. L ,
of K 0 ‘r I3 e
\\ \:.;’ Hax ". ’\\ ! ..-_.——"
- X \
4 \ i 4 7 o P
1]
Voo :
-1 ' N ’
\
1]
\
) 2
' <
3
c-1 3 2 yoxeex R E
Ce3 217
91, dbra 9%, dbra

X
93. dbra

94. dbra
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9.

10.

12.

13.

MEGOLDASOK )

kin—1) -
1=n o 7 xm 1-n, 1-£0,
y m+n_1x +Cx ha m-+4n-+-
=y (k(n—1)nx+C}, ha m+n+1=0.

x L
(y =12+ x2=Cy* e—zawtgﬁ. 11. Q= CU(l — e-Rc).
Locu, | ) -5E

Q__l—-_;—_—RZ-CQEZ(smmt RCwcoswt+RCawe ).

. L
i=dQ CYyo (coscot—l—RCcosincot—e RC).

dt =TT|—R2C2w2

417 573. Az emanaci6 bomlasi sebessége nagyobb, mint a radiumé, ezért csdk-

ken az emanicié mennyisége.

14.

1.

3.

5.

‘7‘

il

13.

835 145, 15.  Egy sem.

4. §. Riccati-féle differencidlegyenlet

2x3— C 4
Y= A ICx 2 w=2t iR
-t ! 4 (MI+Cxy=4x+C
i oS e : y= ¥
i
y= 1 .
x -—1+tg|C-——2—lnx'§
{ s }
Y= 3 1Ceb> +1‘
B xh — xh) C e — (3 x4+ x|
i
__—-2Cx—3—1 ‘ : 8 _ _2x4_—_29
Y= ’ y="%31Cx’
Cx® +x
¢
__“gh , 1 1o _ Cx+te
V= x? T ox : VEXEx &
p=1 4 e a 12 Yﬂy—x+l+ 1
Cextx’ Ce2% — _
2
I 1
y=x+ . . l4a

Cx4axm \y=x+ce_x+x__1-.



AN

L. 5.§. EGZAKT DIFFERENCIALEG YENLETEK. INTEGRALO TENYEZO0. a) a) 1 —31. 28

(%]

. C :
15 y—xb o 16y XCxtsing
: Cix®+a+ 2x Cx —sinx
x+C 1 -3 cos? x
o= x+C’ 18 y= cos x ' C— cos® x
—1 TH+2)6E— 1)
19. = -2+ 20. ik Al
y + x+C* y= Cc_ V(xz‘— e

. 5. §. Egzakt differencidlegyenletek. Integralé tenyezo
(Euler-féle multiplikdtor)

a) Gyakorlo o) Egzakt differencidlegyenletek
feladatok
1. 2x 4+ 3y +4ev=C.
2. sinx + e~ *siny = C. 3. B—3xy+y*=C,
4.  Yx®+ 2 +sinxsinyg=C. 5. . ysinx 4 cos(x — y) =

6. 2y —2xy —y* —x=C, 1. sin(x +y) + cos{x —y) =C
In(x*+ ) =C, vagy x®+3y*=C,. :

9. x2+y?—2xp=C, vagy x —y=0C,.

10.  ax®+ 2bxpy + Cy? = k. Itt k az integralasi allandé.

11 2 — )2 (2a—x)=C. Ha C=0, akkor ez a Diokles-féle cisszoisnak az
egyenlete (95. 4bra).

12. x* 4+ y*—axy =C.Ha C =0, akkor ez a Descartes-féle levél egyenlete
{96. abra)

13, (x2 + y?)?% — a2 (o —y3) = C. Cassini-féle gorbék egyenlete. Ha specia-
lisan C = 0, akkor ez egy lemniszkata egyen lete (97, dbra).

14. x2y% + 32 (y + b)2 — a? (y + b)2 = C. Konchoisok egyenlete (98. ibra),
15j Vl—:___";c’;—;__y_z =c 16 (x—1Dn@*+1)=C

17. X434+ 2x2y=0C,

18. x4+ (ax®*+2hxy +by?)=C

19. 233y —4x2y* + 5x2y - 3xy = C.

200 x*In|y|{=C. 2. ycosx — xsiny=C.

2. y+b=C(x+ ar L 23. L+xy=Clx+p).

24. xe¥ —y? =C. 25, X+ 3xy:=0C,

26, x*y—y?x=C. 27, B4 xy—Pr—p=0C,
28, y2 cos? x — 2p sin x = C, 29. xexy3+e"—6y3 C.

30. x+ysinx —xcosy + 2y =C, 3L ):3—}—3x(yz—!—l)2 =
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% y‘(?a-x) =C
(a= -'2’—}

95, dbra

3

o y‘- oxy (

ta=1)

€

-}{x"oy')‘—?'a'lu*-‘y‘)'c
(a-1)
97, dbra

4% plyeof- dly-ofec




32.
34,

N

©

L

13.

15.

16.
17,
15
19,
20.

22.
24.

26.

28.

30.
32.

34.

I. 5. §. EGZAKT DIFFERENCIALEGYENLETEK. INTEGRALO TENYEZO

]

x(x®+y9)% =C. 33, 2=3xy+4y2=Cy.

x=ytg(x+C). o 35 x2(24y)=C

B) Integrdlo tényezé (Euler-féle multiplikdtor).

x2

2
ye"‘x2+%2’=c. , » 35. ln|x|+%=c,

267

x 1
;+2—x2=C. | 2 y2+xy—c‘
y.= xth {(x + C). - 4 x=yC+njyl|)
y=Cx+x2 : : 6 yl+Cx)=1
y—xy=0Cux 8 By —x2y2=C,
22+ xy® =C. 10. ln(x2+y2)+2arctg};-=C.
y _ o , —C—
cosx._tgx+C. 12. yeosx =C — x.
Y — 2y ex=C, . 14 yex=xe?+C.
x2y3 —ax’=_C. .
— 1 :
xp Vx 4+ y = C. Ugyanis = , = Xp.
o Vx +y Byanis fa = s o = XY
xX—y . ‘ _ —
(x+y)2=c' Ugyam_sm=(_x+y) 4 pg=(x—y79).
x? ‘ . -2
*+7_c Ugyanis @, = (22 + 3®) 4, py, = ()%
x4 4 ‘ _
(2 +y) =C. Ugyanis p, =% po=(*+y) &
1 1 2
. — i . - “l=c,
nfx]— 2 +52=C 21 ex.v[x+y) C
(x+y—1) e =C, : 23 @+ Vx=C
x2y?=InC % 25. arcsinx +y Y1 —x2 =C.
yer =C. 7. *tY¥_¢
cos y
. 1 v
X+ 38+ 3xp = C 2 2. x—-pe_c
— o 1 1
y+pnV+a=C 31 2x3y5+F—;§=C.
& (x+3) =Cly+ 1) 3. (43 @k+»t=C
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b) Fizikai 1 A sebességi potenciil:
feladatok

" F(x,y) =cyxcosa -} c,,ysinoc;
Tehit az ekvipotencialis vonalak egyenlete:
€y X cosa + ¢y ysina = C.

Ezek a sebességvektorra mer8leges, parhuzamos egyenesek (99. dbra).
2. A sebességi potencial:

Yy

Fx,3) = aln @457 = o EF 7.

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete: -

Q Vit —
gv—tlnl/x +3y2=C.

Ezek az origd (forras, illetve nyel8) mint kdzép-
pont koriil rajzolt koncentrikus kérdk (100. dbra).

3. A sebességi potencial:

Flx, ) = 2 (2 — ).

Az ekvipotencialis vonalak 'egyenlete:

Y g’(xz-—yz)=C.

Ezek egyenlGszara hiperboldk (101. dbra).
4, A sebességi potencidl:

F(x,y) = cox+%lnl/x2+y2‘.

N

Az ekvipotenciélis vonalak egyenlete:
c r—i—glnl/xz—F 2 = C
0 v 271: Yo =L
5. A sebességi potencidl:
Fl,y) =M _x
y V) = xz + yz hd

Az ekvipotenciilis vonalak egyenlete:

M X

-~ _=C
101, dbra. X2 + y2 ’



L 6. §. ALTALANOS MEGOLDASI MODSZEREK. a) 1—10., b) 1—3. " 989

vagy ha k = glé , akkor
(x — &2+ 2 =K
Ezek olyan korok, melyek keresztiilmennek az origén, kdzéppontjaik pedig rajta van-
nak az x tengelyen.
6. A sebességi potencial:

F(x,y)—c0x+Mx2+y2.

Az ekvipotencidlis vonalak egyenlete:

X+ M_5——7p=C.

x? +
7. A sebességi potenciél:

F, ) =cox + M —r; Parctg—

2 + y2
Az ekvipotenciilis vonalak egyenlete:

Cox+ M 2—|— arctg—-—C.

x2+y

6. §. Altalanos megoldasi médszerek az ismeretlen fiiggvény derivéltjira
nézve explicit alakban megadott differencidlegyenleteknél

a) Az iranymezé !l L L. 102. 4bra.
és az izoklinak
megrajzoldsa 2. L. 103. ibra.
3. L. 104. 4bra. 4 L. 105. abra.
5. L. 106. 3bra. ' 6. L. 107. 4bra.
7. L. 108. 4bra. 8. L. 109. ibra.
9. L. 110. 4bra. ' 10. L. 111. abra. -
b) Kbzelits meg- TS 22 2.4
oldas sorozatos 1. y=14+x + + —, + — -+
!{iizeh'téssel,’ 4! 5!
illetve hatvany- I 3.5.%8 2.46x 3-5-7x8

sor alakjaban

+ 6! 71 8! o

x3 x5 x? . .
g-l-ﬁ——-f-...:—jsmx.

20 y:x— 7!_—

3. y=l+x+x2+%x3+%x4+—gx5+..
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102. dbra
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105. dbra
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108. dbra

109. dbra




I. 7. § SZIN GULARIS PQQ’I’OK. 1-5. | 273

1 1
4 y=G-—D+EG—-D+&x—-1P+ - -1 — 12O(x—l)5+m

cx3 . 2x8
5. y=x+§+’3_"‘—5°+ooo

110. dbra

111. dbra -

7.°§. Szinguldris pontok

1. (x — y)? = C (x — 2y), ha C 7 0. Ezenkiviil még van két megoldis: y = x és

zx Mivel A, = 3,A, =2, azorigdé: csomépont.

. (Bx —y) (x — 2y)* = C. Mivel A, = 4,24, = — 1, az origd: nyeregpont.

y

2

3 Az dltalinos megoldds polirkoordinatikban: r = Ce~?, Mivel A, =1 + i,
Ay =1 —i.az origd: fokusz.

4

A

5

y=

. Az iltalénos megoldas: x2 — 6xy + 1332 =C, ahol C>0. Mlvel A, =2i,
2 — 2i, az origd: centrum.

. Az 3ltalanos megoldas: 3y = (x — y) ln|x—y| +C(x —y). Ezenkiviil
x is megoldds., Mivel A; = A, = 3, az origé: csomépont,



II. ELSORENDU, AZ ISMERETLEN FUGGVENY DERIVALTJABAN
IMPLICIT DIFFERENCIALEGYENLETEK

‘1. §. Specidlis alakd elsdrendii implicit differencidlegyenletek

a) Gyakorlo x2
feladatok I 1 ‘y——f-l—C}(y-{—CeTX-[—x—l):O.
2. x®=2C(y — 2C); szinguliris megoldisok: y = 2x, y = — 2x.
3. (_y—x—i—C)(y—VCz—?):O. 4, y = xsh (x + C).
1 ‘ Lot 1 : *
5. (y~§x3+¢' y—Ce “y——i—-—é = 0.
6. (y—C)pP=4xC. - 7. x2—2Cy=C:

8. ey —2Ce¥ 4+ C2cos?y = 0.
9. 144 2y — x2 — x + C)* = (1 + 8x)3,

10. yaw'l— 2Cy Vx cos (% V31 x) + C2x =0,

1L P—22+C) (y+C)=0.

12 @ —=2+C) (y—Ce)=0.

13. 2y —3x2+C) Qy+x24+C)=0.

14 P2 =C24+2Cx—2x% szmgularxs megoldisok: y = + x
15. y—Cxp?=

16. y*=Cx — C2, szmgulans megoldasok 2y = + x.
17. x = Cy? 4 C?; szinguliris megoldas yr44x =0,
18. (x — C y)? = 4y; szinguldris megoldés' y=0.

19. @2y +x2+C) Clany+x24+C) =0

20. (y — C x)? = C3; szinguldris megoldis: 4 x* = 27y
21. (xy 4+ C)2 =4 x>

22, (xy + C)2 = 4C x?; szinguldris megoldds: y = x.

23. 2y = C (x4 C?).

\



24,
25.
26.
217.
‘28,
29.
30.

31.
32.

33.

34.
35.

36.

37

38.

39.

40.

41.

42.

44.

45.

46.

417,

18*

II. 1. §. SPECIALIS ALAKU ELSORENDU IMPLICIT DIFF.-EGYENLETEK

y = C* 4 C x?; - szinguldris megoldis: 4y + x* = 0.

(3C x + 2)? = 4C y®; szinguldris megoldis: y* = 6x.

y = C(x + C)?; szingularis megoldis: 4x3 + 27y =0,

By — C)* = 2C x*; szinguldris megoldas: x® + 6y = 0.
y+C=VJc——-;JF2+arcsinV§. ‘ ’

@ OO =

x=ap+bp? 6y =C + 3ap* —|-4bpa

x2 + (y C)2 — a2

x+C=2p+ 3p% y=p*+2p% szmgulans megoldis: y = 0.

x+C=cosp +1In tg(QB , Y = sin @; szinguléris megoldas: y = 0,

y = (JCF B~ 1) Vo7,
2X+C~x2+[xVxT+l+ln(x+Vx~ l)]
X=e"+p,y=e"(p—1)+2—+C-

B} : 1
x=lnp——+C, y=p-+Inp.

N att
x—_—t+arctgt+C y = 1+t‘°
x=0+06 y=58+2+C
1 1 2 28
-— 12 —_— — _ i
x=L -t y=;—5+-+C
s c 14t 2!
y=q13p» X¥=—t+l ——— tarctg - +C
1+’ T era T
y=p'e, x=e?(p+1)+C. 43 p—x—C— .

x—C
y—a(1+cos2(p), x-a(—2<p—s1n2<p)—|—C

y=- + Cx+C2

C 2p 2C p? . - .
X = F 3 ¥= > EX szingularis megoldis: y = 0,
y = C? (x — C)%; szingularis megoldisok: y = 0, y=

Ev

275
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48.

49,

50.

MEGOLDASOK.

= %2+Cx+C2; szinguliris megoldis: y = —5—22 .
C+a-Arcsinp C +a- Arcsinp
y= —ap, x=p- .
/1 —p? ]/1 — P
: o . (x + 1)?
y = C x + C — C?; szingularis megoldas: y = —%
A
b) Geometriai ! 1

e feladatok I R 2@
‘ | 2z 2
2. ¥+ 3% =a® (112. ibra).
- 3. (y—x—2a°=S8ax
Za

4. 3axy =x* + 2ad

112. dbra

2. §. Szingularis megoldﬁsok. Burkolé gdrbék

1. 27y +4x3 =0, 2. x+y2+2x—2p+1=0.
3. xy +a=0, 4. y2=x*—1L
1
5. y=gzx—=x 6. ax?+2hxy +by*=1
BT
70 x3 +y3 = (13. 8' = e*.
9, y = sin x. . 10. y=-chux
3. §. Trajektéridk

a) Gyakorlo . 2 2 — 2 = 0.

/ feladatok ! Xy . Gy

2. r =2 Cjysin ¢.

3. yv¥—3x2y=0C, 4. V¥ +2x=C,.

5. >4+ y2—2aln|x| =C,. 6. (2% + 122 =C, + 2a% (x2 — ).
. yBx 4y =C (x4 R 8 X —br=C,(x* —a) y
9 y2+x2—4x+ln(x+1)4=C1. 10. 22+ x2(lnx® — 1) = C,.
1. gV

x+a-+1=Cje . . 12 y=chx+4+ C.



1L 3. §. TRAJEKTORIAK. a) 1—28. 217

x 2 @ e =
13. (—:‘l +y == a——_—-‘l . . 14, r ; Cl 1228
: . 1 .
15. (rr—a¥)cosp -+ Cyr=0. 16. 2 |singp — g sin 2p| =G4

-— 1
17. r=C, Jsin @, - sin 5P

18. x2 4 2k xy — y? - C. Ittk=tgo.

i y
¢
.'
113. dbra
19 24+32=2C (x—ky). litk=tgo. ‘
20. r? = C, cos (p ¢ + o). 21. y: — x% = C,,
22, X4y =2Inx+ Cy. 23 r=C, (1 —cosq)
24. r = C,; sin (¢ 4 o). '
25. — bx% 4 2a xp + by* = C,. Ennek a gorbeseregnek a goérbéi (egyenld szard

hiperboldk serege) az eredeti gorbékbd! tgy keletkeznek, hogy &ket az origd koriil ‘—7:
szognyire elforgatjuk.

26. x2 4y — 2C,y + a® = 0 (113. 3bra).

‘ 3

2. y=C,—j @0F. 8. P =C0— )
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29, (x®2 4+ M2 =C, (x2 — 3?). Ha a két gorbesereg egyenletét Aatirjuk polar-
koordinitikba, kapjuk a kovetkez3 egyenletekét: sin 2¢ = 2C 7%, illetve: 712 =

114, dbra

115. dbra
= C, cos 2¢p. Mindkét gdrbesereg lemniszkatdkbol all. A misodik gdrbesereg egyes
gorbéit az els8bél nyerhetjitk % szognyi elforgatissal (114. abra).

30.  x*=C,(C, — 2y) (115, 4bra).



1L 3. §. TRAJEKTORIAK. a) 29—30., b) 1—10. 279

b) (}e'om_etriai‘ és ! _ap ——\ _~ P
fizikai feladatok 1 = VIVT—I-_—};: In (p + Vl +p ) C'—*-—Vl T p2 s
a S 1
VT4 p V145
2. X =2ucosu -+ (#®* — C)sinu,
y=2usinu — (u* — C) cos u.
. C
p 5 14
30 x=1—1In —}——‘-‘,ln(p—l— 1+p =
e Vi+p?
yeo € mGVTER)
V1 +p? J1+p®

116. dbra

-4 X = a arc ch;— + Va2 =32 +C. (Traktrix) (I 116, 4bra).
5. 9 (y + C)2 = 8 x3. 6. (x® 4 2 =C (32 + 2 2%).
7 A szintvonalak '

x(x* 4 %) = C* (2® — »?)

egyenletii sztrofoisok. Az esésvonalak pedig ezeknek ortogonalis trajektéridis

(4% = Cyy 0% + 3 22).

5. 2

9, ¢ tgi— =C vag3; ¥ = C, x. Tehdt az dramvonalak origébél kiinduls fél-
sugarak.

9. xy = C,.
10. 9

9, tc tgfci + ¢,y =C, Az dramlis agy foghaté fel, mint két egyszerii
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sikiramlis szuperpoziciéja. Az egyik a ¢, sebességii, x tengellyel pirhuzamos iramlis,
‘melynek dramvonalai x tengellyel pirhuzamos,
y=0

egyenlet(i egyenesek ;' a misik az origéban elhelyezett Q bSségfi forras dltal eldidézett
Aramlis, melynek dramvonalai _ :
y=0Cyx

y

— . ‘ ,
/ \/ _____ T

T x

<
\/
\/

117. dbra

«egyenletii, origobol kiindulé félsugarak. Az eredS dramvonalakat szerkesztéssel dgy
kapjuk, hogy a két dramlds aramvonalai altal alkotott ,,elemi négyszdgekbe‘“ a sebesség-
vektorok kezddpontjibol a végpontok felé atldkat hazunk (117, abra).

Konnyen belathat6, hogy az x tengely mentén kell egy olyan pontnak lennie,

melyben a sebesség zérus, azaz a forrasbél és a parhuzamos dramlasboé! szirmazé sebes-

_ség egymassal egyenlS nagysigti, de ellenkezd értelmd. Ez a pont az in. torldpont.
A torlopont koordinatai:

Ca =2
0 2w ey’

Yo = 0.

t
A torléponton itmend dramvonal a sikot két részre osztja. Ennek az dramvonalnak a
két 4ga kozdtt dramlik a forrasbél eredd, kiviile pedig a parhuzamos 4ramlissal érkeze tt
folyadékmennyiség.



II. 3. §. TRAJEKTORIAK. b) 10—13. ' : 281

A torléponton dtmenG dramvonal — x — +- co esetén — y=mu | xol egyenletii
aszimptotdjahoz tart.

M
11. MxT—}—_yz~= C. Vagyha k-——z**‘é, akkor
x4 (y— kP =F

L4
Ezek olyan korok melyek keresztiilmennek az origdn, kdzéppontjaik pedig rajta van-
nak az y tengelyen (1 18, 4bra).

12. Gy — M e + — . = C, Az dramlis ugy foghaté fel, mint két egyszerd sik-
aramlds szuperpozicidja. Az egyik a ¢, sebes-
ségli, x tengellyel pirhuzamos dramlis, mely-
nek dramvonalai x tengellyel pirhuzamos,

y=2=0C (
egyenleti egyenesek; a masik pedig az M mo-
mentuma dipdlus altal 1étesitett dramlis, mely-
nek dramvonalai az
x4+ (y— Cp? =Cj
egyenletfi kordk. Az ered8 dramvonalakat szer-
kesztéssel tigy kapjuk, hogy a két dramlis dram-
vonalai ltal alkotott ,,elemi négyszdgekbe* a
sebességvektorok kezdSpontjabél a végpontok
felé atldkat hazunk (119. dbra).
Az x tengelyen van két olyan pont,
melyekben asebesség zérus. Ezek a torlépontok :

_x=iVM; y=0.
Co

A C =0 paraméterértékhez tartozd 118. dbra
dramvonal az x tengely és egy origé koré

y

rajzolt l V—‘ sugarii kor. Ez a kor a sikot két.részre osztja: a kor belsejében dramlik

dip6lusbdl ereds, kiviile pedlg a parhuzamos 4ramldssal érkezett folyadékmennyiség.
Az dramkép nem valtozik meg akkor, ha a | V——

sikra merSleges tet(gelyu, ugyanekkora sugar, ,,végtelen hosszi* és a folyadék szamara
athatolhatatlan, egyenes kdrhenger alaka testet helyeziink, Minthogy az dramlis szim-
metrikus az x és y tengelyre, ezért az dramlb folyadék nyomiseloszlisa olyan, hogy az
ered&je zérus. Tehit a hengerre erd nem hat. (Strlédésos folyadékban természetesen a
viszonyok megviltoznak.)

sugart kor helyébe egy, az (x, y)

13. Az dramvonalak egyenlete:

LGy — +—anx2+y—C.

Mx2+y2
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y

119. dbra

Az iramvonalak képét szerkesztéssel tigy kapjuk meg, hogy ha az el6z8 feladat

4ramvonalai és a potenciélos drvény dramvon

120. dbra

alai (origé koriil rajzolt koncentrikus ko-

rok) altal alkotott ,,elemi négyszdgekbe*,
a sebességvektoroknak a szuperpozicié-
ban szerepld két-két 6sszetevlje kezdd-
pontjabdl a végpontok felé 4tldkat ha-
zunk (120. 4bra).

Az el6z8 feladatban is szerepld

M
2 2
x4 yt=

egyenlet{i kor itt is dramvonal lesz. A
gyakorlat szempontjdbdl az adramvonal-
képnek csak az a része érdekel benniin-
ket, amelyik ezen a kdrén kiviil van.

A torlépontok — az el8z8 feladattdl eltérSen — nem az x tengelynek az x> +- y2? =

M ..
== egyenletd koron fekvS pontjaiban lesznek, hanem a ¢y, M ¢és I' allandoktol fiig-

0 .
gben eltolodnak.

Ha .
I

4n V]V[—cn

!

[IA

L
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akkor a torlépontok az

x2+y2=1E

Co

kordn lesznek. Helyzétiiket meghatirozhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a torlé-
pontokban

vji=0.

. ‘/ M
Ha ebben az egyenletben polarkoordinitikat vezetiink be és r helyébe a o
' 0
értéket irjuk, azt kapjuk, hogy

T~

122. dbra

Ha itt a jobb oldal abszolit értéke 1-nél kisebb, akkor @-re két érték adodik (w < @ <
< 2m), Ha pedig

da M c, .
. .
akkor ¢ = — 5
Ha
| I ,
—_—>1 122. 3ib
!471 VM Cy! ’ ( 13),

akkor az egyik torlépont az y tengelyen lesz, a l 1 sugar(i koron kiviil.
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Az aramvonalkép az y tengelyre szimmetrikus, az x tengelyre viszont nem.
Eppen ezért az y irdnya nyomiskiilonbségbdl egy -+ y irdnyban haté felhajté er§

ébred, mely a

V]:I i sugar(, végtelen hosszi korhengerre hat.
o ,

Az 4dramkép fiiggetlen a koordinata-rendszer megvélasztasatél, épp ezért ugyan-
ilyen viszonyok adédnak akkor, ha a ¢, = 4lland6 sebesség az x tengellyel pl. & szoget
7ar be. Ez esetben nem kell mast tenniink, mint a koordinita-rendszert 4gy elforgat-
nunk, hogy a ¢, sebesség az x tengellyel pirhuzamos legyen. ’



L. SPECIALIS TiPUSU \
MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Hidnyos mdsodrendil differencidlegyenletek

a) Gyakorlé — . -y
feladatok . y=xArcsinx+I-2+Cx+Cs

30

7‘

8‘

10.

12,

13.
14.

15.

17
19.

21

23,

1

y=lnC21—_i—;+C1 X

4.

y=1nC,(x + ]/x2+4:5c—+-3) + Cyx.

1
y=C2—C1 cos Cy x.
y=C, (Arcsin x + x /1 — x*) + Ca

y=Clx +Co

y=xe*+C,e"—ex+C2.

y= —cosx — xsinx + C; x* + Cp
}’=lnx+c1xa+cg.

2 2
y= XX Coxnx—1)+Cs

2 4
y=e*(C; — x) + C,
Ciy? =1+ (Cpx+ Cp
y =C,ch(C; x — Cy).

y = sh(C; x — C)).

12y = (x — Cp?® + Cs

11

16.

18.
20.

22.

24.

n? x
2. y = -~-—2—— + Cl X + Cz.

2
y=C2+C1x-— b X
1+\tg§
1
y = 3"x3+C1ex+C,q
1 ‘
y=g4 e+ Ciem = +Cy

x4 ~
y= §-+b‘x2+C,_.

(4 Co2 = 4 (x + -
x—Cy) +y=0C
. x+C

y=C;i ly= ¢,
R R 2

= CP+ U —Cp =1L



- 25,

286 MEGOLDASOK
Y€t 0 =C+x 6. x=4p-3p+C,
y=3pt —2p° + C,
1 1
27. x=—Eln(p—.‘.’)—I-lenp--2arctgp+C1,
=—Iln(p—-2)—ln@E*+1)+C,
. X
28. y =C, -3 Arcsin {C.;egj. 29, my==C,e +Cyex,
30. y=In C, e+ C,e x|, 31, x=Cye"+Cye? +a
32. y=(C; + C, x> 33. v+Cilny +Cr=x
. i C,+x )
. 2 = 2 2ax. . yp= 2+
34 y C, cos 2ax + C, sin 2ax 35 y C, Fx
36. x =C;sin(y + C,). 37 y(Cix+Cy) =1,
. ‘ ,
38. x=C,lny—A4y2+C,. 39, y=1In(C, + x? + C,.
40. 3x=2(y—2C)|/Vy +C, +C,
5) Geometriai ¢s —C N
/ fizikai feladatok I . y=C, ch® o 1 (x—C)2 + 2 = Ci
2
L =Gy Ve vi — &
. —_—Cy = T . . r | ——— = Q.
2 y ic, 3 cos | v, pl=a
4. x=acoskt (Lisd a9. kidolgozott példat.)
‘ GI, 7 : )
5. @ =¢,cos 77t I . (Lasd a 9. kidolgozott példat.)
pk .y
6. | Ymax = 375 - A rad szabad végén.,
MPE y .
T Ypax = 5TE A rgd szabad végén,
5p It s
8. Vmax = 38475 * A rad kozepén.
pp o va g
9 Vo= BIE" A rid kozepén.
o Pap? e ons
10. Vasx = 3757 * A koncentrilt erd helyén.
1. x=V2kt+a
12 x=Ja®—2kt, ha 2kt<a® x=—)2kt—a, ha 2%t>a
74 L (2% f L 22 4 - (g 2 9k $)2
13 x= || ECkt+ ) 14 x= |[[EE@—20
2q? 2q?
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; 1 g, kv,+g 1. g+ kv,
15 hma,‘:E[vo—‘l °g ,; t=—lzl g 2,
— e N ‘
16. u“Vmg—}-kvj'
kt —
17. x = MY oS (1—2—7),
ke
y = (kuoslna+mg)(1—e ) — mkgt.
x® lcy2 2a
N —‘—‘—‘=10 e _
18 . a®  mvy} 19 r 1+ coso
20. r=a.

2. 5. Hidnyosra visszavezethetd mdsodrendi differencidlegyenletek

a, Linearis
' differencial-
egyenletek

2. y—C,ex—l—C2(1+x)+e"‘——— 1]

l. y=C,x+.C, lnx+x§(lnx—2).

3. xy——C sin x + C, cos x.

4. y= Clsmx-I—Cesmx lntg —l— -smx[lntg 2,

‘5-‘ y=c1eX+C2(x2+2)o 6. y=C1x2+Cgex+2fo
7. y=C;sinx + Cysin® x. 8 p=C x4 C,lnx+x
9, v=Cyx 4 C,sin x 4 cosx. 10, y=C,tgx+ Cyctgx.
6) Homogén C.
g »dimenzidja* L y=C;x+ ;2 .
differencial-
egyenletek C
2. y=Cx+ 2
. x
3. y=C;x+Cyx®— xlnx. - 4. Iny=xlnx+4 Cyx 4 Co

O
5. y=x[C1—Arcsin? .



IV. ALLANDO EGYUTTHATOJU ES ILYENRE VISSZAVEZETHETO

LINEARIS DIFF EREN CIALEGYENLETEK

a) Gyakorlé 1 1
)fei’adatok L y= 6xe2"——2—4e“2x—|—C,e’<+CgeZX+Cae—"
3 24 312 5 3
2 = oyt 22 2 9 2
2 y= 5% +289x 4913—}—C1e cos2x+Cje sm2x
1
3. y=24x4e"‘+(C,+C2x+C3x2)e"".
4. y=3 4 &x(C, cos 2x + C,sin 2x).
5. y =2+ e (C, cos3 x + =, sin V3 x).
2 1
6o y=—§x+g+clesx+c2€_‘x.
1 2 C “C .’
1. y=§kx2—§i+ 1 cos 3x -~ C, sin 3x.
8. y=x2‘+x+1+c,e5x+c2xe5i.
9, 3 x e 4 C, e2x+C e %,
1 o . L
10. y= é"+C,cos3x—_}—Czsm3x. 1L y=3x2ex + Cye + Cyxe*.
i 3x ~—3x
12, y=—3cos3x+C1e + C,e—3x,
13. y—2smx——cosx+e’3" (C, cos 2x + C,sin 2x).
14. y=-——xcos + C, cos -}—C2 siné. "
3 ) )
15. ~y=‘x+§ e 4 C; e 4 C, &%
16 = . 2 ! 3 +
,  y=— 10xcosx—} - xsinx — 50 COS % — gpsinx

+ e7x (C, cos 2x -+ C, sin 2x).
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17. y= Llirx4e3*+C1e3"+C,xe3".

3 x 1 % . ox - x - x
Y .3 ot 248 gin & 3 ~ 3 ~ .
i8. = 1Me cos 5 +52 ¢* sin g +C,e cos ; +C,e sin 5

19. y= % e~ * sin 2x _!_‘Txé e—x cos 2x + e~ (C, cos 2x + C; sin 2x).

20. y=e + Cye* 4 C, cos 2x -+ Cysin 2x.
P21 y=x5—l-C1cosx+Czsinx—|—C3xcosx+C4xsinx.
c 22, y=C,e"+C2e"cosx+C3e"sinx.

l 23. y = %x—l—Cl—l—(Cg cos 2x 4 C sin 2x) e*.

24. . y=§8—|—C]—|—C2x—|—(C3+C4x)e4x.l

?4“
26  yp=—x+Cx*+Cyx

© 25. y=lxchx—!—Cle"+C2e"‘+C3cosx+C4sir'1x.

‘ . T
27. y=i—coshlx—}—%sinlnxﬁ—clsgs—:;ﬁz——l—cgm—{lﬁ.
28, y=-;-x3+C1x+C2x2.
o cos In x2 sin ln x*
29, y= -Q—(—)xlnx—:;%-i—cl——?——-l-cg xa""" .

30. y = ;— In?2x — ;- +C, coslnlx2 + C, sin In x%
x2 . . .
31. y=-§-+clln2x+C2/lﬂx+Cac
32. y=—£i+C,x+C2coslnx+Cssinlnx.
' 3 C 3 C,
33, y%—§1n2x+C1+C2x2+;23. 34. y=—5~x31n__x+clx’+§§~
€OS X

c, C
35. y=Tx§ln4x+Clx+C2xlnx. %6 y="p +otg-

3. y=gp =+ gAcsinxd,; V1-x+ AR

19 Kozonséges differencidl egyenletek — 44 231/VIL
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: 35— 1 _
= — _ |/x2 _ 2
38. 1 Vx 5yl I (x + Vx
X 1 1 2
. = — 1 g —
39 y 5ln( +x, e x3' Arctgf+C1x+ 7
oy
40. y=C1x+C2Vx—§Vxlnx.
b) Fizikai 1. T = 0,203, Az amplitudé felére csokken 0,693 sec
feladatok alatt. .
2 0693 2467000x =0. 3 Tl‘--2 2
- d o) + + X = 2 = 47T 3—g B
b2
4. k=2x%n’mR2 5. m= .

6. A megoldandé differencidlegyenlet:

ga= B

Ennek az altalinos megoldasa: -

P 6Elz
Y= ggp HAsn ‘V?Tf“””,'

ahol A és ¢ az integrilasi allandék.
A masodpercenkénti rezgésszam:

1 ]/6EIg
. "Tom| PE

1 1 R2 . 2 _a 2 2
7. %VR‘—?‘—EE, RC<4:L. 8. y—2zx(1—x).
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