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a) Definicid,
osztalyozas

BEVEZETES

Egy olyan egyenletet, melyben alland6kon kfvtil egy (vagy
tobb) fuggetlen valtoz6, ennek (vagy ezeknek) valamilyen
ismeretlen fiiggvenye (vagy ftiggvenyei) es ennek a fiigg-

venynek (vagy fuggve'nyeknek) a fuggetlen valtoz6 (vagy valtoz6k) szerinti kozonseges
(vagy parcialis) derivaltja vagy derivaltjai szerepelnek, differencidlegyenletnek nevez-
ziik.

Ha a differencialegyenletben szereplo ismeretlen fuggveny egyvaltoz6s [y =
= y(x) ]» s iSV ennek a fiiggetlen valtoz6 szerinti, un. kozonseges derivaltjaJ

( dy d2y d"y\ —-j-i y" = j~2 ' • • • ' y(n} = j~s lepnek fel, akkor a differencialegyenletet

kozonseges differencidlegyenletnek nevezztik.

Pelddul:

1. y' -- y +

2.

3.

4.

5.

6.

a sin x = 0;

ay" +0y! +yy=f(x);

v

ssiny ==0;

+ x/ 4- (x2-

altalanos (implicit) alakban:

F(x,y,y',y",..., = 0;

7. altalanos, a legmagasabb rendu derivaltra kifejtett (explicit) alakban:

Ha a differencialegyenletben szereplo ismeretlen fuggveny ket- vagy tobbvalto-
z6s (pi. y — y (xlt x2 , . . ., xk), s igy ennek a fiiggetlen valtozdk szerinti parcialis
derivaltjai

'9 '*» flv. ' y*'*' ~ av2

lepnek fel, akkor a differencialegyenletet parcialis differencidlegyenletnek nevezziik
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.Pelddul:

32« ,i
8- a?-'i

10. , L , / / ,—^ + a- ^- b^- +ca=f(x,y)',
9y2 ox oy

12. Altalanos alakban:

F Xi, Xo,
83? 9y Qny

= 0.

Ha az ismeretlen fiiggvdnyek (akar egy-, akar tobbvaltoz6sak) szama egynel
tobb, akkor — az ismeretlen fuggvenyek meghatarozhatosaga feltetelenek meg-
feleloen — az ismeretlen fuggvenyek szamaval egyenlo' szamu differencialegyenletbol
allo, tin. (kozonseges vagy parcialis — aszerint, hogy az ismeretlen fuggvenyek egy-
vagy tobbvaltozosak—) dijferencidlegyenlet-rendszerre.1 van dolgunk.

Pelddui:

dyj =
dx y"

13.
dx

dx

Megjegyzes. A kovetkezokbenv csak kozonseges differencialegyenletekke)
feglalkozunk, megpedig kizarolag valos fiiggvenyekre szoritkozva.
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Mind a kozonseges, mind a parcialis differencialegyenleteknel es differencial-
efyenlet-rendszereknel alapveto osztalyozasi szempont a differencialegyenletben
(illetve differencidlegyenlet-rendszerben) fellepo denvdltdk re.ndsza.ma. A differencial-
egyenlet rendszamat a>benne szereplo legmagasabb rendu derivalt hatarozza meg.
Ennek megfeleloen beszeliink elsorendu, masodrendu,..., n-ed rendfi kozonseges
(vagy parcialis) differencidlegyenletrol (vagy differencidlegyenlet-rendszerrol); fgy
az elobb felhozott peldak koziil az 1. es 3. elsorendu kozonseges differencialegyenlet,
a 13. es 14. elsorendfl kozonseges differencialegyenlet-rendszer, a 2., 4. es 5. masod-
rendu kozonseges differencialegyenlet, a 6. £s 7. n-ed rendu kozonseges differencial-
egyenlet, a 11. elsorendu parcialis differencialegyenlet, a 8., 9. €s 10. masodrendfi
parcialis differencialegyenlet, a 12. n-ed rendfl parcialis differencialegyenlet.

Egy masik — szinten lenyeges — szempont szerint a differencialegyenlet (vagy
differencialegyenlet-rendszer) linedris (elsofokti) vagy nem linearis. Ha a differencial-
egyenlet (vagy differencialegyenlet-rendszer) olyan, hogy — esetleg megengedett
atrendezes utan — az ismeretlen fiiggveny (vagy fiiggv&iyek) es ennek (vagy ezeknek)
derivaltjai csak elso hatvanyon szerepelnek benne, es ezek szorzatai nem lepnek fel,
akkor a differencialegyenlet (vagy differencialegyenlet-rendszer) linearis — ellenkezo
esetben nem linearis. fgy a fenti peldak koziil az 1., 2., 5., 8., 9,, 10., 13. es 14. linearis,
a 3. es 4. nem linearis, a 6., 7., 11. es 12. lehet linearis is €s nem linearis is, F-tol,
illetve G-tol fuggoen.

b) Differencial-
egyenlctek meg-
oldasa, a meg-
oldasok

feometriai
rteltnezese

Egy differencidlegyenletet megoldani annyit jelent, mint
meghatarozni mindazokat a fiiggvenyeket, melyek derivalt-
jaikkal egytitt az adott differencialegyenletet azonosan
kielegitik. Ezek a fiiggvenyek a differencialegyenlet meg-

__ ^_ olddsai. A differencidlegyenletek elmeletenek alapfeladata
adott differencialegyenlet osszes megoldasainak keresese es

ezen megoldasok sajatsagainak vizsgalata. Mivel a differencialegyenletek megoldasat
altalaban integralokra vezetjtik vissza, a megoldast szokas a differencialegyenlet integ-
rdljdnak nevezni, magat a.differencialegyenlet megoldasainak megkereseset a differen-
cialegyenlet integrdldsdnak.

A differencialegyenletek megoldasai kozott megkiilonboztetunk dltaldnos meg-
oldast es partikuldris megoldasokat, mas szempont szerint reguldris (vagy kozonseges)
es szinguldris megoldasokat.

Az n-ed rendtf kozonseges differencialegyenlet dltaldnos megolddsa az a differen-
cialegyenletet azonosan kielegito fiiggveny, mely pontosan n tetszoleges, egymast6l
fiiggetlen allandot (parameter!) tartalmaz. PL az

differencialegyenlet altalanos megoldasa

®(x,y,CltC»...,Cn) = Q
alaku.

Az n-ed rendu kozonseges differencialegyenlet partikuldris megoldasai olyan,
a differencialegyenletet azonosan kielegito fiiggvenyek, melyek legfeljebb n — 1
tetszoleges, egymast6l fiiggetlen allandot (parameter!) tartalmaznak. Specialis esetben
a partikuldris megoldasok egyetlen parametert sem tartalmaznak. Altalaban az altalanos
megoldas tartalmazza a differencialegyenlet osszes partikuldris megolddsait. Ez esetben,

2 Kozonseges differencial egyenletek — 44 231/VII.
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ha az altalanos megoldasban szereplo Clt C2 Cn allandoknak meghata'rozott
ertekeket adunk, kapjuk a differencialegyenlet partikularis megoldasait.

A differencialegyenlet valamely partikularis megoldasanak kivalasztasahoz sziik-
seges bizonyos kezdeti felteteleket (pi. kozonseges differencialegyenletnel: adott fiigget-
len valtozo ertekhez tartozo ftiggvenyerteket es n-ed rendu differencialegyenletnel
meg az (n — l)-edik derivaltig bezar6lag a derivaltakat) vagy — elsonel magasabb
rendu differencialegyenletnel — keriileti (hatdr-) felteteleket (pi. masodrendu kozon-
seges differencialegyenletnel ket fiiggetlen valtozo ertekhez tartoz6 fiiggvenyerteket,
keriileti pontot) megadni. Az ezek alapjan meghatarozott partikularis megoldasnal
azt mondjuk, hogy az az adott kezdeti, illetve keriileti felteteleket kielegito partikularis
megoldas.

Az elsorendti
F(x,y,y')=0

kozonseges differencialegyenlet

altalanos megoldasa az (x, y) sikban egy egyparameteres gorbesereget hatiroz meg.
A masodrendu

F(x,y.y',y") = 0
kozonseges differencialegyenlet

0(x,y,C,,CJ = 0

ahalanos megolddsa egy ketparameteres gorbesereget hataroz meg. Altalaban, az

F(x,y,y',y",...,yW)=0

n-ed rendfl kozonseges differencialegyenlet

</>(xtytCltC2,...t Cn) =0

altalanos megoldasa egy n-parameteres gorbesereget hataroz meg.
Egy elsorendu kozonseges differencialegyenletnel egy kezdeti felte'tel megadasa

geometriailag egy P0 [x0, y(x0)] pont megadasat jelenti, es az ezt a kezdeti feltetelt
kielegito partikularis megoldas meghatarozasa annak a gorb^nek kivalasztasat jelenti
a differencialegyenlet megoldasait abrazol6 gorbeseregbol, amelyik az adott P0 ponton
keresztiilmegy.

Egy masodrendu kozonseges differencialegyenletnel az y(x0), y'(xa) kezdeti
feltetelek megadasa geometriailag egy P0 [x0, y(x0) ] pont es egy irany (pontosabban
iranytangens: tga0 = y'(x0)) megadasat jelenti, es az ezeket a kezdeti felteteleket
kielegito partikularis megoldas meghatarozasa annak a gorbenek kivalasztasat jelenti
a differencialegyenlet megoldasait abrazolo gorbeseregbol, amelyik az adott P0 ponton
kereszttilmegy, es e pontban az erintojenek az iranytangense 'az adott.

Ha az

n-ed rendu kozonseges differencialegyenlet jobb oldalan allo fiiggveny osszes argu-
mentumainak egy D zart tartomanyhoz tartozo barmely x0, y(x0), >»'(x0), y"(x0), . . . r

y(n~i}(xa) ertekrendszerehez egy es csakis egy olyan y = y(x) fiiggveny tartozik, mely
a differencialegyenletet azonosan es a megadott kezdeti felteteleket is kielegiti (unicitds
feltetele), akkor ez az y = y(x) fiiggveny a differencialegyenlet reguldris (vagy kozonse-
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ges) megolddsa. A differencialegyenlet regularis megoldasanak minden pontjaban 3
jobboldali / fiiggvenynek folytonosnak es korlatosnak kell knnie es ezenkiviil osszes
argumentumaira vonatkozolag ki kell elegltenie az alabbi, un. Lipschitz-feltetelt t

^ M{\y -y\ \yf-y' \ - /(*, y.\y" - y" |

ahol M egy pozitiv alland6.
Az

y™=f(x,y,y',y",..., }*"-»)
differencialegyenlet jobb oldalara pi. biztosan teljesiil a Lipschitz-feltetel, ha az argu-
mentumainak £> zart tartomanyaban leteznek es folytonosak /-nek az y, y', y", . . . ,.
y(n-i) szerinti elsorendfl parcialis derivaltjai,

Egy differencialegyenlet olyan megoldasat, mely egyik pontjaban sem tesz eleget
az unicitas feltetelenek, szinguldris megolddsnak nevezziik. Ennek ertelmeben egy
szingularis megoldas barmely (x,y) pontjanak tetszoleges kornyezeteben legalabb ket
olyan integralgorbe letezik, mely e ponthoz tartozo, megadott kezdeti felteteleket
kielegiti- Igy, ha a differencialegyenlet jobb oldalan allo / fiiggveny folytonos, akkor
szingularis megoldasok csak azon pontokon haladhatnak keresztiil, amelyekben a
Lipschitz-feltetel nem teljestil.

Megjegyzts. A differencialegyenletekkel kapcsolatban altalaban nem a
megoldasnak az elemi fiiggvenyek segitsegevel felepitett, ,,zart" alakban valo elo-
allitasa irant drdeklodtink. Hiszen ez a feladat igen sokszor megoldhatatlan, s ha esetleg;
meg is oldhato, de bonyolult eredmenyre vezet, teljesen erdektelen. Elmeleti es gyakor-
lati szempontbol egyarant j6val fontosabb a megoldas egzisztenciajarol meggyozodest
szerezni, a megoldasnak kulonbozo" sajatsagaira, menetere felvilagositast nyerni, s hai
zart alakban val6 eloallftasa remenytelennek latszana, a megoldasra j6 es gyakorlati
szempontbol kielegitd" kdzeliteseket adni.

c) Diffcrencial-
egyenlctek
jelentos^ge 6s
szirmaztatasa

a) A legegyszerfibb fizikai, illetoleg muszaki folyamatoknal
az ott szereplo mennyis^gek egymassal aranyosan, helye-
sebben linearisan valtoznak.

PL Egyenletes, egyenesvonalii mozgasnal:

S = Vt, V = —

(s = lit, t = idotartam, v = sebesseg).

Egyenletes forgomozgasnal: tp = K> t,

(q> = elfordulas szoge, t = idotartam, <B = szogsebesseg).

Prizmatikus rud tiszta huzasanal: A = e I,

(A = megnyulas, / = kezdeti hossz, e = fajlagos nyiilas).
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Alland6 nyomdsnal kiterjedS gaz maximalis munkaja: L—pV
(L = munka, p = nyomas, V = terfogatnovekedes).

Egyenaram melegfejlesztese: A = izRt
(A = fejlodott h6energia, i = aramerosseg, R = ellenallas, t = id6tartam).

Az ilyen jelensegekkel es folyamatokkal kapcsolatos szamitasoknal csupan
egyszeru algebrai muveletek szerepelnek. Ha viszont a vizsgalt folyamatban szereplo
mennyise'gek valtozasai nem aranyosak, helyesebben, ha a kozttik levo osszefiigge's
nem linearis, akkor a feriti egyenletekben szereplo aranyossagi tenyezo szerepet a
lokalis (vagy a momentan) valtozasi arany veszi at, melynek a differencialhanyados
a matematikai kifejezoje. Abban az esetben tehat, ha a peldaul felhozott fenti jelensegek,
illetoleg folyamatok nem egyenletesen mennek vegbe, akkor a benniik szereplo mennyi-
segek valtozasai kozti kapcsolatnak a matematika nyelvdn va!6 leirasa csupan differen-
cialok, illetoleg differencialhanyados felhasznalasaval lehetseges.

PI.: Valtozo mozgasnah ds = v dt,
ds
-7-.
dt

Valtozo forgasnal: dcp = G> dt,

Heterogen alakvaltozasnal: dg = e dx,

Valtozo nyomasnal tagulo gaz maximalis munkaja: dL = p dV.

Valtoz6 aram melegfejlesztese: dA = i2 R dt.

Minthogy pedig a fizikai, illetoleg mfiszaki folyamatoknal szereplo mennyisegek
kozt — az esetek tulnyomo tobbsegeben — nem linearis kapcsolat all fenn, azert a
folyamat kialakulasanak matematikai torvenyszeruseget az ott szereplo mennyise'gek
differencialjai, illetoleg differencialhanyadosai kozt fennall6 osszeftiggesek, differen-
cialegyenletek fogjak kifejezni.

Szamos, az alkalmazasokb61 vett p^lda mutatja, hogy egy jelenseg vagy folyamat
vizsgalatanal a kiindulasul szolgald differencialegyenlet joval egyszerfibb szerkezetu,
mint a megoldasul kapott egyenletek. Ennek oka az, hogy idoben es tirben ,,kozvetle-
ntil szomszedos" allapotok kozti kapcsolatokra — mas szoval infinitezimalis kicsiny-
segfi valtozasokra — egyszerfibb torvenyek Ervenyesek, mint a jelenseg teljes lefolya-
sara. Epp ez^rt az altalanos terme"szeti torvenyek igen nagy resze differencialegyenletek-
ben jut kifejezesre.

P) Differencialegyenletek igen gyakran szerepelnek a mechanikaban, elmeleti
fizikaban, muszaki tudomanyokban, de a legszemleletesebb peldak, amelyek bevezetes-
kent megemlithetok, a geometriabol vehetok.

Legyen

egyparameteres gorbesereg egyenlete. Ha ezt x sz^rmt differencialjuk, nyerjiik:

' =0.
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E ke*t egyenletbol C-t kiktiszobolve — bizonyos felt&elek teljestil&se eset£n — , nyerjuk
a kovetkezo elsorendfi differencialegyenletet:

Ez a differencialegyenlet — melynek <£> (x, y, C) = 0 az altalanos megoldasa — az
adott gorbesereg kiilonbozo gorbe'ire jellemzo bizonyos kozos sajatsagokat ttikroz
vissza, ezert az adotfgorbesereg differencidlegyenletenek nevezzuk.

Altalanossagban, ha az n-parameteres gorbesereg •'

egyenktet x szerinf n-szer differencialjuk ^s a gorbesereg egyenlet^)^, valamint a

» =0

Ssszesen n + 1 egyenletbol all6 rendszerbol a Q, C2,..., Cn parametereket kiktiszo-
boljiik — bizonyos feltetelek teljesiilese eseten — nyerjiik az adott gorbesereg

differencialegyenletet.

Pelddk

1. Egy tdrcsa (kor) ker&leten megfeszulS szij (szalag) azzal az AB iv menten
erintkezik. Mekkora lesz a feszes e"s laza ag menti fesztiltsegek viszonya, ha a szfj es
a tarcsa kozti siirlodasra a Coulomb-fele torvenyt tekintjiik erv&iyesnek?

Noha csupan a feszes es laza ag menti fesztiltsegek viszonyat kerdezziik, feleletet

csak akkor tudunk adni, ha a szijfesziiltsegnek az AB iv menten bekovetkezo valtozasat
meghatarozzuk (1. abra). Az AB iv valamely pontjaban a T feszultseg egyelore ismeret-

len T(q>) fiiggv^nye egy alkalmasan valasztott fiiggeden valtoz6nak, pi. az AB iv egy
pontjat meghataroz6 cp koz^pponti szognek. Ezt akarjuk meghatarozni. Ev^gbol a
szijat most a tp szog altal meghatarzott A' helyen kepzeljtik elvagva is az egyensiily
fenntartasa vegett az egyelore ismeretlen T drintoiranyu megfesziilest alkalmazzuk.
Azutan meg egyszer elvagjuk a szijat a dcp szoggel tavolabbra fekvo B' helyen es ismet
egy erintoleges iranyu megfesziilest alkalmazunk, amelynek nagysaga azonban mar nem
T, hanem T + dT, mert hiszen a szij megfesziilese T0-tdl T^ig folytonosan novekszik.
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Az A'ff Ivelemen fekv6 elemi szijreszre marmost a kSvetkeafi erSk hatnak:
A kit megfesziiles a szijelemet a.tarcsanak szoritja ne^i, es ha a tarcsa nem

forogna, az odaszorito ero eppen megegyeznek e ket ero eredojevel, dR-rel, amelyet
a vektorharomszog felrajzolasa altal azonnal meghatarozhatunk:

dR = 2 T sin ~ s=a T dq>.

A tarcsa forgisa kovetkezteben a szij tehetetlense'geljol ered6 centrifugaKs ero
dR erovel ellentetes, es csokkenti azt a nyomast, amivel a megfeszulesek a szijat a tar--

csahoz szoritjak. A centrifugalis ero, ha b a szij sze-
lessege, 8 a vastagsaga, y a terfogategysdg sulya es
v a keriileti sebesseg:

ac

TtdT

1 . _ vagyis ha

egyszeruen
S

dC = C dtp.

A szijelem es a tarcsa kozotti sug5rirdnyii nyo-
mas eszerint

dR - dC = (T - C) dp.

Az ezaltal 6bresztett siir!6das p, (7* — C) dqD,
amely sztiksegkeppen megegyezik a szijelem ket vigil megtamad6 megfeszites kti-
lonbseg^vel, azaz dT-vel, amibol ezt a differencialegyenletet kapjuk:

1. abra

dT = ju, (T - C) d<p
•vagy

Az erok egyensiilyi felt^telenek megallapitasanal a kovetkez6 hibakat (elhanya-
•golasokat) kovettuk el: A dT fesztiltsegdifferencial normalisiranyu komponenset figyel-

men kiviil hagytuk, tovabba a tarcsa A'B' ivdre hato normalisiranyu nyomoero

2 T sin -—• erteket T dp-vel helyettesitettuk. Ezek a differencialokkal val6 szamolasnaljt
tortent elhanyagolasok azert jogosak, mert a differencialok kozti egyenletbol mindenkor
integralassal jutunk v£ges egyenletekhez, az integralasnal torteno hataratmenetnel
pedig az elhanyagolasokbol eredd hibak elenyesznek (0-sa valnak).

A fenti meggondolasokb61 nyert differencialegyenlet minden kulonleges elo-
ismeret nelkul integralhato. Ugyanis
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s mindket oldalon q> = 0-t6l q> = a-ig integralva:

azaz

In ! T(a) - C | - In ! T(0) - Cj = ju,a,

In r(a) - C
- c

= ln

vagy

r f l-c
ad6dik.

Az &"* — e hanyadost fesziiltsegi viszonynak nevezhetjiik el, es nagy fontossaga
abban rejlik, hogy ismerve az erteket, segitsegevel, valamint a tdrcsar61 a tengelyre
atvitt M = P r nyomatekra fennal!6

osszefiiggessel, raeghatarozhatjuk mind a Tlt mind a T0 megfeszitesek nagysdgit:

T° ~ ° = e"̂ T'

eP

amivel azutin az osszes szilardsagi szimitasok elvegezhetSk.

2. Ha kit parhuzamos sikkal hatarolt iiveglapra meroleges fenysugarnyaldb esik,
akkor a bees8 feny kezdeti 70 intenzitdsa az abszorpci6 folytan fokozatosan csokkenni
fog. Valamely dx vastagsagii reteg altal elnyelt feny aranyos a retegbe erkez6 feny /
intenzitasaval, a dx retegvastagsaggal es az iiveg % abszorpci6s egyiitthat6javal. Tehat
az intenzitasnak a retegben bekovetkezc csokkenese

ahol a csokkene'st a negativ elojel fejezi ki. Az abszorpcio differencialegyenlete't az elfibb i
peldaban kovetett modszer szerint megoldva nyerjiik:

ahol 72, illet61eg /t a kilepo, illetoleg belepo feny intenzitasa es x a r^teg vastagsaga.
Megjegyzes. Radioaktiv anyagok bomlasi folyamata, legkori nyomas

csokkendse, aranildkest koveto aramlas lefolyasa a fentivel egyez6 alakti differencial-
egyenletre vezet.
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3. A sebesseg n-edik hatvanyaval aranyos legellenallast te'telezve fel, a szabadon
eso test v sebess6get a

dv ._ = j _ t . p »

differenciilegyenlet hatarozza meg (g a nehezsegi gyorsulas, k a sur!6dasi tinyezS).
4. 1 mol tokeletes gaz p nyomasa, V terfogata es T abszoltit homerseklete kozt a

p V = RT

allapotegyenlet all fenn (R = cp ~- cv, ahol cp illetve cv az allando nyomas, illetve
t^rfogat melletti fajho). A gaz hotartalom-novekmenye:

dQ = cv dT 4- P • dV.

Adiabatikus dllapotvdltozds eseten dQ = 0, tehat

cv dT + p dV = 0.

Az allapotegyenletbol nyert p
RT T
— = (cp — cv) ̂  erteket helyettesitve

cv dT + (c. - cv) '- dV =• 0,

vagy rendezve:

5. Legyen egy korvezeto ohmos ellenallasa R, onindukcio-tenyezSje L (2. abra).
Ha a korvezetoben egy, a t idotfil tetsze"s szerint fiiggo, E(t) elektromotoros erejfi
aramforras mfikodik, akkor a korvezetSben foly6 aram erossege ugyancsak a t ido
fuggv^nye lesz: i(t).

Kkchhoff II. torvenye £rtelm6ben az aramkorben fellepo credo fesztilts^gesesnek
egyenlonek kell lennie a bekapcsolt aramforras elektromotoros erejevel. Minthogyaz

ohmos ellenallas R i, az 6nindukci6 pedig L fesztiltseg-
R L ^

esest idez e!6, fennall:

....
2. abra

3. abra

Ily m6don az elektromos dramlds idobeli lefolyasdt Ieir6
differencialegyenlethez jutottunk.
6. Legyen egy alland6 keresztmetszetfl, I hossziisagu,
homogen, vizszintes riid egyik vegen befogva, masik vegen
P = alland6 fiiggoleges iranyii koncentrdlt ero terheli (3.
abra).

Feltetelezztik azt, hogy a riid hossziranyara eredeti-
leg merfileges sikmetszetek a hajlitas utan is sikmetszetek
maradnak, is hogy ezeknek a sikmetszeteknek a hajlitas-
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nal valo elfordulasa oly kicsiny, hogy az elfordulasi szog tangensenek negyzete elhanya-
golhato.

Vizsgaljuk a rud azon reszenek egyensulyi allapotat a hajlitas utan, melyet
hajlitas elott az x = I 6s x = x keresztmetszetek hataroltak. A lehajlas utan nyugalom
all be, tehat az (x, 1) darabra hat6 erok eredoje, valamint credo nyomate'ka ze'rus.
Miutan a riidra tisztan hajlito, azaz
fiiggoleges iranyu terhelo ero hat, viz-
szintes komponenssel csak azok a
normalis fesziiltsegek birnak, melyek
az (x, 1) darabra az (x) keresitmet-
szetben hatnak. Az egyensiilyhoz te-
hat sztikseges, hogy a keresztmetszet-
ben hato crx normalis fesziiltsegek
eredSje zerus legyen:

J \a-xdy dz = 0.
(F)

F teru/etu
(x) keresztmetszet

4.

Terheles
eldtt

4. dbra

Terheti:
utin

Ezt az egyensulyi egyenletet a
abra alapjan atalakithatjuk.

Ugyanis a dy • dz alapii, dx magassagu hasab fajlagos nyulasa:

e - - - •
** ~ dx ~ Q '

a feltiletegysegre hat6 normalfesziiltseg:

(E — rugalmassagi modulusz, o = sulyponti szal gorbiileti sugara). fgy irhat6:

I I <rx dy dz = E I I ex dy dz = - I \y dy dz = 0.

(Ft (Ft (F)

jjydydz

Minthogy — — ̂ - a riidkeresztmetszet sulypontjanak y koordinataja, teh5t
r

az elso egyensulyi egyenlet azt fejezi ki, hogy a nyulasmentes, tehat fesziiltsegmentes
szal 6ppen a keresztmetszetek siilypontjait tartalmaz6 szil, az tin. sulyponti (ragalmas)
szal.

Az egyensiily masodik felte'tele az, hogy az (x, T) reszre hato eroknek barmely
tengelyre, tehat pi. az (x) keresztmetszet sulypontjdn atmeno vizszintes tengelyre vonat- ,
koz6 forgat6 nyomateka zerus legyen.

Minthogy az y, z koordinatakkal bir6 dy dz teriiletfl feliiletelemre a trx dy dz —
E

*= —ydydz normalis iranyu belso ero hat, es ennek az eronek a karja (a sulypontoa
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atmeno vfzszintes tengelyt61 val6 tavolsaga) y, tehat a feliiletelemre hat6 belsS erSk
E

-nyomateka — y1 dy dz, is igy azegesz Wkeresztmetszetrehatobelsoeroknyomateka:'

(Itt 7 a keresztmetszetnek, a sulypontjan atmeno, vizszintes tengelyre vonatkoz6
masodrendu nyomatekat jelenti.)

Ennek a nyomat£knak egyenlonek kell lennie a P eronek az (x) keresztmetszetre
vonatkoz6 P (/ — x) nyomatekaval :

1 y"
Felhasznalva a gorbuletet szolgaltato - = - - - r ke"pletet es figyelembe

6 (1 + y*ji

veve azt a feltevest, hogy y'-nek a negyzete elhanyagolhato, nyerjiik a hajlitott rM
rugalmas szdldnak differencidlegyenletet :

_ <
7£ IB

7. Ha az m tomegu testre, melynek az egyensiilyi helyzettol mert kilengeset az
Jy

x koordinata meri, — rx visszaterito ero (r = rug6allando), — s — csillapito er6
at

(s = csillapitasi tenyezo) es a P0 sin CD i periodikus kenyszerito ero hat, akkor a dina-
mika alaptorvenye szerint (szabad tomeg szorozva gyorsulassal = hat6 erok eredoje),
a csillapitott lengomozgds differencidlegyenlete :

m -jp + s jt + rx = P0 sin eo t .

Megjegyzes. Torziolengesek eseten hasonlo modon a kovetkezo differenciil-
egyenlet adodik:

ahol I a lengotestnek a forgasi tengelyre vonatkoz6 inercianyomateka, M a kenyszerito
forgato nyomatek es <p a kilengesi szog.
8. R sugaru kor-keresztmetszetu csoben (melynek L hossza nagy R-hez kepest)
p» — PJ nyomasktilonbseg hatasa alatt staciondriw (idoben alland6sult) folyadek-
dramlds alakul ki. A fallal erintkezo folyadekreteg nyugszik, tehat a belso surlodas
miatt fekezi a kornyezeteben mozgo folyadekreteget. A sebessegeloszlas nyilvan szim-
metrikus lesz a cso tengelye koriil, vagyis valamely pontban mutatkoz6 v sebesseg
csupan a tengelytol mert r tavolsag fuggvenye lesz. A v = v(r) osszefugges megallapi-
tasahoz sziiks^giink van a Newton-fele siirlodasi torvenyre. Eszerint a surlddasi ero
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ahol F az erintkezesi felulet teriilete es r\ siirl6dasi egyiitthat6. Az erintkezesi felulet,
vagyis az egysegnyi hosszusagii, r sugarii hengerpalast teriilete: F = 2 n r, tehat

J3 = 77 2 sr r -j- . Az r es r + dr sugani hengerekkel hatirolt retegre hat6 surlodasi

erok eredoje tehat a kiilsfi es belso hengerpalastra hato P erok differencialja:

dv\ =
dr

Ezt a dr vastagsagti folyadekretegre hato surlod6 ero't stacionarius aramlas esete'n a
reteg alap- es fedolapjara hato nyomo erok kiilonbege ellensulyozza. A nyomo erok
kulonbsege egyenlo a hosszegysegre eso nyomasveszteseg szorozva a nyomott teriilet-

tel = 2 3i r dr. Stacionarius aramlas eseten gyorsulas nines, a szoban forgo
L

folyadekreteg sebessege alland6, tehat a rea hato surlod6 es nyomo erok eredoje zerus,
azaz

Eszerint az aramlas differencialegyenlete:

vagy kifejtve

dzv p2 —
r 'dr Lrj 5. dbra

9. Fuggessztink fel egy kotelet az A es B pontokban (5. abra). Tegyuk fel, hogy a
kote"! egyes pontjaira csak fiiggoleges iranyu terheles hat, melynek fajlagos erteke
q(x) [kg/m].

Ragadjuk ki a kotelnek az x es x0 abszcisszakhoz tartoz6 P es P0 pontok kozotti
szakaszat. A P es P0 pontokban erintoiranyii T, illetve T0 ero hat. Bontsuk fel ezeket
vizszintes es fuggoleges iranyu komponensekre. Az egyensiily feltetele:

a vizszintes iranyu erokre: H0 =H = allando;

X

a fuggoleges iranyu erokre: V — V0 = j q(x) dx.
x,

Ez utobbibdl, ha P0 -> P, akkor

Mivel T erintoiranyu, azert

dV
dx

V = Hy'.
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Ezt differencialva:

vagyis

dV
dx

Hy" = q(x).

Ha pi. a kotelet csak a sajat sulya terheli es a hosszegysdg siilya y kg/m, akkor
az abszcissza egysegere vonatkoztatott siily:

ds Tf- =

Ezzel a ,,kotelgorbe" differencialegyenlete: \ =yK^T

10. Az

(jc-Q«

egyenlet egy olyan kSrokbol dllo gorbesereget hataroz meg, amelyeknek kSze'ppontjai
az x tengelyen fekszenek es amelyek erintik az y = + x egyeneseket (6. abra).

Ehhez az egyparam^teres g6r-
besereghez tartoz6 differencialegyen-
1'ctct megkapjuk, ha az adott egyenle-
tet x szerint differencialjuk ^s a ket
egyenletbol C-t kiktiszoboljiik:

Ebb61

illetve
x - C = -yy't

C = x+yy'.

Ezeket behelyettesitve az eredeti
egyenletbe, nyerjiik:

6. abra

vagy rendezve:
i _ 2xy y' + 2 yz - x2 = 0.

Ennek a differencialegyenletnek az altalanos megoldasa:

Konnyu arr6l meggyozodni, hogy y = + x is megoldasa a differencialegyen-
letnek:

(± x)2 (± If - 2x (± x) (± 1) + 2 (+ x)2 - xz = 0.
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y = -J- x az altalanos megoldasbol C specialis megvalasztasaval nem szarmaztathato.
>> = x £s y = — x a differencialegyenlet szingularis megoldasai (1. II. 2. § c^).
11. Az x tengelyt erinto osszes korok seregenek egyenlete:

(x - CJ2 + (y - C2)2 = C|.

Ebb51 a korsereg differencialegyenlete x szerinti ke'tszeres differencialassal es az allan-
d6k kikiiszobolesevel adodik:

Ezekbol

Tehat

vagyis .

I -4- v'2^

t-T.Jl-y' +y" y \ y +

12. Az osszes, y tengellyel parhuzamos tengelyfi mdsodfokti paraboldk egyenlete:

y = Q x2 + C2 x + C3.

Ennek a haromparame'teres gorbeseregnek a differencialegyenlete, haromszori differen-
cialassal kozvetleniil adddik:

y' = 2 C, x + C.,,

"' = o.

F elad atok

Hatarozzuk meg az alabbi egyenletekkel megadott gorbeseregek differencial-
egyenletet:

1. y = x2 + C. 6. x* + yz = C x.

1. y = Cx2. 7. 7 = Cx + C2.

3. y = C, x + C2. / 8. (x2 + /)2 = C2 (x2 - j;2).
i_

4. y = C x. , 9 . y = C ec >

5. x2 + / = C2. 10. >, = Cj sin (x + C2).

11. ^ = e* (C, x + C2).

12. A sik osszes koreinek egyenlete:

Hatarozzuk meg ennek a gorbeseregnek a differencialegyenletet.
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13. A konfokalis ellipszisek es hiperbolak egyenlete:

v2 v2
* l * — 1

a2 + C ^62 + C

ahol C a valtoz6 parameter. Hatarozzuk meg ennek a gorbeseregnek a differencial-
egyenletet.
14. Mindazon x tengelyu masodfokii parabolak egyenlete, melyeknek csiicspontja
az origoban van:

y2 = 2 p x.

Hatarozzuk meg ennek a parabolaseregnek a differencialegyenletdt.
15. Mindazon R sugarti korok egyenlete, melyeknek kozeppontja az x tengelyen
van, a kovetkezo:

(x - C)2 + y2 = R*.

Hatarozzuk meg ennek a gorbeseregnek a differencialegyenletet.
16. A sik osszes .R-sugani koreinek egyenlete:

(x - Cx)2 + (y - Ctf = R*.

Hatarozzuk meg a gorbesereg differencialegyenletet.
17. A masodrendu gorbek

Ax* + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0

altalanos egyenlete parabolakat hataroz meg, ha AC — B2 = 0 es ha A es C nem
mindketten 0-val egyenldk. Tegyiik fel, hogy C r£ 0 (egyebkent x es y felcserelendo),
akkor C-vel osztva y2 egyiitthat6ja 1 lesz es az Ssszes parabolak egyenleteul a. kovetkezo-
adodik:

C? x2 + 2 Cx xy + ya + 2 C2 x + 2 C3 y + C4 == 0.

Hatarozzuk meg ennek a negyparameteres gorbeseregnek a differencialegyenletet.
18. Hatarozzuk meg az osszes masodrendu gorbek differencialegyenletet.
19. Hatarozzuk meg mindazon korok differencialegyenletet, melyek mind
keresztiilmennek az adott Pl (q, 0) es P2 (0, q} pohtokon.

20. Hatarozzuk meg mindazon korok differencialegyenletet, melyeknek kozep-
pontjai az y = x egyenesen vannak.
21. Hatarozzuk meg mindazon korok differencialegyenletet, melyek az y =
= ;h tga (x — a) egyeneseket erintik es kozeppontjaik az x tengelyen vannak.
22. Hatarozzuk meg mindazon R sugarii korok differencialegyenletet, melyeknek
kozeppontjai az adott / (x, y) = 0 egyenletu gorben vannak.
23. Hatarozzuk meg mindazon, y tengellyel parhuzamos tengelyu, masodfokti.
parabolak differencialegyenletet, amelyeknek csucspontjai az y = x egyenesen fek-
szenek.
24. Hatarozzuk meg mindazon y tengellyel parhuzamos tengelytf, masodfokii
parabolak differencialegyenletet, melyek keresztiilmennek az orig6n es az adott P (a, 0)
ponton.
25. Hatarozzuk meg mindazon hiperbolak differencialegyenletet, melyeknek
aszimptotai parhuzamosak a koordinata-tengelyekkel.
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26. Hatarozzuk meg mindazon ellipszisek differencialegyenletet, melyeknek
kozeppontja az origo es tengelyei egybeesnek a koordinata-tengelyekkel.
__ , ,,. ,, ,.. , . ( Inp logaritmikus dekrementumV
27. Az allando korfrekvenciaju es x = ~ = — r-rrr,

\ rezgesido /
csillapitasi allanddju csillapitott rezgeseket az

y = Q «-« • sin (w t + C2)

ketparameteres ftiggvenyrendszer irja le. Hatarozzuk meg az ehhez tartozo differencial-
egyenletet. "
28. Egy mozgo pont co = allando szogsebesseggel fut vegig az r = ea* egyenletu
logaritmikus spiralis palyan. Hatarozzuk meg e pont adott, origon atmeno egyenesen,
valo meroleges vetulete mozgasdnak differencialegyenletet.
29. Hatarozzuk meg az

x = C (t — sin t)

v = C (1 — cos t)

cikloissereg differencialegyenletet.
30. Hatarozzuk meg az

x + C == a (t — sin t)

y — a (1 — cos t), (a — allandd)

cikloissereg differencialegyenletet.



I. ELSORENDtf, AZ ISMERETLEN FttGGVENY DERIVALTJABAN
ELSOFOKIJ KOZONSEGES DIFFERENClALEGYENLETEK

1. §. Szetvalaszthato valtozojii differencialegyenletek

a) y' = f (x) I A differencialegyenlet nem tartalmazza (explicite) az
ismeretlen fiiggvenyt. Feltessziik, hogy az f(x) fiiggveny

ertelmezve van valamely a < x < b intervallumban es folytonos ezen intervallum
minden belso pontjaban.

A differencialegyenlet igy is irhat6:

vagy
dy = /(x) dx.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa hatarozatlan integralassal (kvadra-
turaval) adodik:

C tetszoleges alland6, mely felvehet minden erteket, — oo < C < oo.
Ha x0 az (a, b) intervallumnak tetszoleges belso pontja, es eloirjuk azt, hogy az

X0-hoz tartozo fiiggvenyertek y(xa) = y0 legyen, akkor az ehhez a kezdeti feltetelhez
rartozo partikularis megoldas:

= Vo H- j /W

Az (x, y) sik a < x < b, — oo < y < oc tartomanyanak minden btlsS pontjan
a differencialegyenletnek egyetlen integralgorbeje halad at.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa altal meghatarozott gorbesereg osszes
gorbei kongruens gorbek, melyek egymasbol y iranyti parhuzamos eltolassal szarmaz-
tathat6k.
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b) y' = f(y) | A differencialegyenlet nem tartalmazza (explicite) a fiig-
getlen valtozot. Feltessziik, bogy az /(y) fiiggveny ertel-

mezve van valamely a < y < /3 intervallumban es folytonos ezen intervallum minden
belso pontjaban.

A differencialegyenlet igy is irhat6:

dy
dx = f(y),

vagy
= /(y) dx.

Ha most meg feltessziik, hogy /(y) r £ O a z o c S a < . y < & S = y 8 intervallumban,
akkor — kimutathatoan — az ismeretlen fiiggvenynek van inverz ftiggvenye: x = x(y).
Ha ily modon y-t fiiggetlen valtozonak vessziik, es x-et tekintjiik ismeretlen ftiggveny-
nek, akkor — az inverz fiiggveny derivaltjanak tulajdonsagai alapjan — differencial-
egyenletunket igy is irhatjuk:

dx 1
"f(y) vagy

, dy
dx = —^ .

f(y)

Ezzel a differencialegyenletet visszavezettiik az elobbi a) esetre.
A differencialegyenlet dltHtldnos megolddsa :

Azy(x0) = y0 (— co < x0 < oo, a < y0 < b) kezdeti felte"telhez tartoz6 partiku-
laris megoldas:

x = x0 + -
f(y)'

Az (x, y) sik — oo < x < oo, a < y < 6 tartomanyanak minden belso pontjan
a differencialegyenletnek egyetlen integralgorbeje halad at.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa altal meghatarozott gorbesereg osszes
gorbei kongruens gorb^k, melyek egymasbol x iranyti parhuzamos eltolassal szarmaz-
tathatok.

Legyen marmost f(y) folytonos, azonban az (a, /3) intervallum egyetlen y = r/
eitekenel valjek zerussa, azaz f(rj) = 0. A differencialegyenletnek a fenti altalanos
megoldastol kiilonbozo megoldasa:

y = 17, ha f(rj) = 0.

Hogy ez a megoldas vajon regularis vagy szingularis-e, arra nezve a kovetkezot
mondhatjuk:

3 Koaonseges dlfferenciSlegyenletek —

'V,
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1. Ha az •-—- integral y -> 77 eseten divergens, akkor az y = 77 megoldas
/(y)

reguldris (kozonseges).

2. Ha az j^r integral y -» 77 eseten konvergens, akkor az y = 77 megoldas
^ y \y/

v»
szinguldris.

c) y' = f(x) g(y) I A differencialegyenlet igy is irhat6:

vagy a valtoz6k szetvalasztasaval:

= f(x) dx.

Tegytik fel, hogy az a < x < b, c < y < d tartomanyban/(x) es g(y) folytonosak
tovabba g(y) sehol sem zerus.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa: «.

Az y(x0) = y0 kezdeti feltetelhez tartozo partikularis megoldas:

Aza<x<b,c<y<d tartomany minden egyes (xot y0) pontjan a differencial-
egyenletnek egyetlen integralgorbeje halad at.

Ha viszont valamely y = 17 erteknel g(y) zerus erteku, akkor a differencial-
egyenletnek a fenti altalanos megoldasatol ktilonbozo megoldasa:

y = 77, ha 2(17) = 0.

Ez a megoldas
V

f rfy1. reguldris (kozonseges), ha az — -- integral y -> 77 eseten divergens ;.
*' 5\J^/

V

f dy
2. szinguldris, ha az -~~ integral y -* r\n konvergens*

•̂  &>\y>
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d) M(x) N(y) dx -f- I Ebben a differencialegyenletben a valtozok szetvalasztha-
+ P(x)Q(y)dy = Q | t6k.

M(x) dx >ry:/jv _ Q^
f(x) .N(y)

Tegyuk fel, hogy 32 a< x < b, c < y < d tartomanyban M(x), N(y), P(x>
is Q(y) folytonosak, tovabba P(x) es N(y) sehol sem valnak zerussa.

A differencialegj'enlet altalanos megoldasa:

fM(x)_d
J P(x)

=

N(y)

y(x0) — y0 kezdeti feltetelhez tartozo partikularis megoldas:
^

/
M(x) dx , f Q(y) dy

P(x) N(y)
= 0.

Aza < x< b, c< y < d tartomany minden egyes (x0, y0) pontjan a differenciil-
egyenletnek egyetlen integralgorbeje halad at.

Ha viszont valamely y = rj, illetve x = f erteknel N(y), illetve P(x) zerus erteku,
akkor az eredeti M(x) AT(y) dx + P(x) Q(y) dy = 0 differencialegyenletnek a fend
altalanos megoldasatol ktilonbozo megoldasai:

y — 77, ha #(17) = 0,
x = f, ha P(f) = 0.

Ezeknek a megoldasoknak regularis, illetve szingularis voltar61 hasonlo mond-
hat6, mint amit a b) vagy c) pont vegen mondottunk.

Megjegyzes. Ha ragaszkodunk ahhoz a kikoteshez, hogy a differencial-
egyenletben x a fiiggetlen valto2o es y az ismeretlen fiiggveny, akkor az elobb emlitett
x = f fiiggveny nem ad megoldast.

Pelddk

1. Oldjuk meg az

differencialegyenletet az ̂ (x0) = J0 kezdeti feltetellel. frjuk fel az altalanos megoldast,
A jobb oldal folytonos a (0, oc) es (-co, 0) nyilt intervallumokban.
A2 elso intervallum S2amara Ies2 (x0 > 0 eseten)

y =
dx .

= In

e2 a megoldas a 0 < x < oo intervallumban minden x-re ertelmezve van.
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A masodik intervallumban X0 < 0 kezdeti ertekek mellett nyerjiik:

= X + yo =
X

| - In x0 \ ya = In ̂  + y0;

•eg a megoldas a — c^ < x < 0 intervallumban minden x-re ertelmezve van.
A differencialegyenlet altalanos meg-

oldasa :

y = In \ \ C (7. abra).

Megjegyzes. Ha a fenti diffe-
rencialegyenletben megcsereljtik a fiigget-
len valtozo es ismeretlen fiiggveny szere-
pet, tehat x-et tekintjiik ismeretlen fiigg-
venynek es y-t fiiggetlen valtozonak, ak-
kor a differencialegyenlet igy irhato:

dx
dy ~ x'

Ennek a differencialegyenletnek az
altalanos megoldasa az elobbivel azonos

y = In | x \ C), viszont x = 0 is megoldas, megpedig regularis (kozonseges) meg-
X

oldas az j — integral ugyanis divergens, ha x -» 0 .

2. Oldjuk meg az
y'2 - X = 0

differencialegyenletet (II. 1. § aj).
A derivaltra megoldva:

y' = -f YX, 0 ̂  x < oc

Ebbol az altalanos megoldas:

A 0 =i x < oo felsik minden pontjan ket integralgorbe
halad at (8. abra). Ennek ellenere ezek az integralgorbek re-
gularis megoldasokat abrazolnak, ugyanis az adott differen-
cialegyenlet tulajdonkeppen ket differencialegyenletet jelent:

y' => + YX es y' = — YX.

Ezek altalanos megoldasai:

4. abra
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3. Hatarozzuk meg az
y-/

differencialegyenlet osszes megoldasait.
A valtozokat szetvalasztva:

dv
-~ = dx,y

is integralva:

azaz

dx + C,

- - = x + C.
y

Tehat az altalanos megoldas

A differencialegyenletnek
y = 0

is megoldasa, megpedig regularis (kozon-
seges).
4. Oldjuk meg az

x (y2 — l)dx + y

differencialegyenletet.
Szetvalasztjuk a valtozokat:

(— oo < y < 0, 0 < y < oo)

C-2 1 0

y...

>2 I 0 -I

9. abra

l)dy =

x dx y dy _
2 -T + y* - 1 " '

Integralunk:

tehat

vagy

In ! x2 - 1 j + In | y* - 1 | = In | C | ,

(x2 - 1) (y* — 1) = C (10. abra).

(A vegeredmeny egyszertSbb frasmodja kedveert volt celszeru az integralasi
alland6t In I C j alakban frni.) Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa. Ezen-
kiviil meg negy megoldas van:

x = 1, x = — 1, j> = 1, y = — 1.
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10. abra

Ez a keresett gorbesereg differencialegyenlete.
A valtozokat szetvalasztva:

Ezek az altalanos megoldasb6l nem
szarmaztathatok, mivel In | C j -ben
C nem lehet 0. Ez a negy utobbi
megoldas egyebkent regularis (kozon-
seges).
5. Hatarozzuk meg annak a
gorbeseregnek az egyenletet, ame-
lyiknek mindegyik gorbejere fennall,
hogy az erintesi pont felezi az erinto-
nek a koordinata-tengelyek kozott
levo darabjat (11. abra).

Az abra alapjan

y-
Tehat

y =—'

Ebbol integralassal adodik:
In x \ In | y j = In ; C |,

vagyis a gorbesereg egyenlete

Ez pedig egyenlo szani hiperbolakat jelent, melyeknek kozos aszimptotai a koordinata-
tengelyek.
6. Hatarozzuk meg annak a gorbeseregnek az egyenletet, amelyiknek mindegyik
gorbejere fennall, hogy az (x, y) koordinatajti P pontjahoz tartozo normalisnak az x ten-
gelyig terjedo darabja ugyanakkora, mint a P pontnak az origotol valo tavolsaga (12.
abra).

11. abra



A felt<5tel szerint OP = PN, tovabba PN ± PT.
Fennall tehat, hogy

dy
dx

= tg <p = ctg

Masreszt

tehat a keresett gorbesereg differencialegyenlete:

vagy a valtozokat szetvalasztva:

dy __ x
dx y '

y dy — x dx = 0.

Ebbol integralassal adodik:

- x2 = C.

7. Hatarozzuk meg annak a P0 (2,1) ponton keresztiil'meno gorbenek az egyenletet,
amelyre fennall, hogy egy tetszoleges P (x, y) pontjahoz tartozo normalisanak e oontt6l
az y tengellyel valo metszespontjaig terjedo
darabjat felezi a normalisnak az x tengely-
lyel val6 taetszespontja (13. abra).

A feltetel szerint PM — MN, tovabba
Pf 1 PN.
Mivel NOM A ~ PRM A, ezert a feltetel
alapjan

Az erinto iranytangense:

dy

A valtozokat szetvalasztva:

Ebbol integralassal adodik:
2y2 -f x2 = C.

Minthogy a gorbenek at kell mennie a P0 (2,1) ponton, fennall:

2 + 4 = C,
tehat a keresett gorbe egyenlete:
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8. Mi az egyenlete annak a gorbenek, amelyiknel a gorbe alatti tertilet az a is x
abszcisszaju pontok kozott aranyos e pontok kozotti gorbeiv hosszaval? (14. abra.)

Legyen PQ a gorbe ive az a is x abszcisszaju pontok kozott. A gorbe alatti teriilet;

es az ivhossz:

Ay */ dx.
dx

Ha a gorbe alatti teriilet aranyos az ivhosszal, akkor
fennall:

X X

f y dx = k [ ] 1 + (^)2 dx (k = allando).
J * i \dx)

Ebbol az integralegyenletbo'l, differencialassal adodik a kovetkezo differencial-
egyenlet;

vagy

(dx)

• — ,_ I/ |iii /y-6 flJf

A valtoz6kat szdtvalasztva:

dy =

±

Ezt integralva:

vagy y-t kifejezve:

A differencialegyenletnek ez az altalanos megoldasa. Ezenkiviil azonban meg a"
]/y2 - ft2" = 0 egyenletbol ad6d6

is megoldas.
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9. Az I cm hosszusagti, q cm2 allando kere sztmetszetu es Q gramm/cm3 surusegu
homogen AB rud egy, a tengelyenek meghosszabbitasaban, vegpontjatol a cm tavol-
sagra, P pontban elhelyezett m (gramm) tomegu (pontszeru) testet, a Newton-fele
tomegvonzasi torvenynek megfeleloen vonzza. Hatarozzuk meg ezt a vonzoerot (15.
abra).

Az x abszcisszaju, dx cm hossztisagu rudelem tomege:

Q q dx gramm. i

Az m tomegpontot ez a rudelem ?" a ; 't ; ~~*

,_ , mo qdx ..
dP = / K -— dm /(5

nagysagii erovel vonzza. Itt / = 6,65 • 10~* az tin. gravitacios allandd.
A P = P(x) ismeretlen fiiggvenyre all tehat a

dP _ , rnq q
dx (a + x)2

differencialegyenlet. Ennek altalanos megoldasa kvadraturaval ad6dik:

fmQq
= C-

a + x

Ez az altalanos megoldas adja azt a vonzoerot, amit a rudnak az A vegpontjat6l az x
abszcisszajti pontjaig terjedo darabja kifejt.,

Hogy a feladatnak megfelelo partikularis megoldast megkapjuk, vegyiik figye-
lembe azt, hogy a vonz6ero' 0, ha x = 0. Tehat fenn kell allnia a

egyenletnek. EbbSl

^s a keresett megoldas:

p =fm'o q f
*-* a + x\l pedig a rud hossza /, a nid altal kifejtett vonz6ero:

P=fmQq\ a + l

Ha pi. a rtid vegtelen hosszti volna. a vonz6ero -——- nagysagu volna.
a

Egy 10 m hossztisagu es 1 mm2 keresztmetszetfl aceldr6t (Q = 7,8) eseteben
egy, a vegpontjatol a = 5 cm tavolsagra elhelyezett 1 gramm tomegu goly6ra gyakorolt
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•vonzoero nagysaga:

P = 6,65 • 1C-8 • 1 • 7,8 ' 0,01 --—15 1005
1 • 10- 9 din.

Ez az erS tnegfelel kb. a milligramm tizmilliomod reszenek. Ha a drot vegtelen hosszii
volna, akkor a vonzoero csak mintegy 0,5% -kal volna nagyobb.

1 0. Ha egy test legiires terben szabadon esik, akkor egyedtil a nehezsegi ero hat ra,
-amely g — 9,81 m/sec2 gyorsulast idez elo; ha tehat v-vel jeloljiik a sebesseget, fennall,

hogy -,- = g . A levego ellenallasa csokkenti a gyorsulast. Ezt a csokkenest a sebesseg

v2 I
masodik hatvanyaval vehetjiik aranyosnak: r-^. Az =-£ aranyossagi tenyezo fugg a

test G (kg) siilyatol, a mozgasiranyra meroleges legnagyobb F (m2) keresztmetszetenek
teriiletetol, a levego fajsiilyatol (y = 1,293 kg/m3) es a test alakjatol (ezt az alaktol valo

2 G
ftiggest a ip aranyossagi tenyezo jelenti; pi. gombnel ^ = 0,5):A2 = - =. PL

ha a test fajsulya s (kg/dm3), akkor gomb alaku test eseten (mindent az. elSbbi egyse-
^gekben szamolva):

2 ~ r3 n • 1000 s

vpeldaul ontottvas (s = 7,25) eseten

A2 = 29 910 r rv 30 000 r.

/4 fesi eseset leiro differencidlegyenlet a kovetkezo less:

dv _ i>2

d7 = 8 ~ A5 *

A valtozokat szetvalasztva:

s A2

Integralva — is az integralasi allandot «0-val jelolve —:

T dt; I r dv
[ £n

ahol k2 = gA2 (a mi szamertekeinkkel: /c2 = 293 400 r).
A differencialegyenlet altalanos megoldasa:

k , v
'-'o = -arth- »



PELDAK

vagy

V ~ ft

Ha a kezdosebesse'g zerus, akkor

, v k . k + v
ar th 7 = — In --- ,

ft 2g k — v
vagy

„ _"

e* + e *
t>2 P t>2

Ha ft igen nagy, akkor a levego ellenallasanak hatasa: ,-2 = ,2 , igen

kicsiny. S ekkor
j;

k l+'k^k v
t = -- In ------- ^ . - J y-

2 i> 2 ft

azaz v — g /. (Visszajutunk a legiires terben eso test sebessegere.)
Ha v ->• ft, akkor f -» oo, vagyis hosszu ido mulva a sebesseg egyre jobban meg-

kozeliti a ft erteket, termeszetesen anelkiil, hogy azt elerne, Igen hosszu ido miilva a
mozgas kozelitoleg egyenletes lesz,

Ha h jelenti a megtett utat, akkor
_ dh

figyelembevetelevel:

h =

Ha t = 0 eseten h = 0, akkor C = 0 kell, hogy legyen.
11. Egy y = h magassagu homogen oszlopot Q cm2 teriiletu" fedolapjan P kg
fiiggoleges ero terheli. Hatdrozzuk neg az oszlop alakjat ugy, hogy mindegyik y magas-

p
sagu q(y) keresztmetszeteben allando -= kg/cm2 fesziiltseg ebredjen.

Legyen az oszlop fajsiilya y kg/cm3. Az y magassagban levo q(y) keresztmetszetre
a P nyomderon kiviil ranehezedik a felette levo oszlopresz G(y) siilya is:

G(y) = y J q( y) dy.
V

Az ebben a keresztmetszetben ebredo nyomo fesziiltseg
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A mondott feltetelt a
h

P + y (" q(y) dy = ^ q(y)
V

integralegyenlet fejezi ki. Ezt — y szerinti differencialassal — a
p

- 7 i(y) = g ?'(.y)

differencialegyenletre vezethetjtik vissza. Itt y a fiiggetlen valtozo es q(y) az ismeretlen
fuggveny.

A valtozokat szetvalasztva:

. P dq-V4,= _ . _ .

Ebbol integralassal a differencialegyenlet altalanos megoldasa:
Vp r

Q In q = - y \y = y (y0 - y),

vagy
Q. . 57(y. — y\ = eP

ahol y0 az integralasi allando.
Figyelembe veve azt, hogy y — h magassagban a keresztmetszet: q(h) = Qr

mivel

lesz

_. 7 (A - y).= Q ep

Ha feltessztik, hogy az oszlop forgastest alakti, akkor

q(y) = JT x2,

6s a meridiangorbe egyenlete:

2P ^
y = h 5— In- (16. abra),n ry r "

ahol x az y magassagban levo kor-keresztmetszet sugara es r a h magassagban Iev6
kor-keresztmetszet sugara. Az oszlop labanal levo kor-keresztmetszet sugara:

a r'' hy~~
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12. A radium bomlasi sebesstge aranyos a pillanatnyi radiummennyiseggel. Ha a
bomlas kovetkezteben a radium mennyisege kereken 1600 ev alatt a felere csokken,
a kiindulasi anyag mennyisegenek hany szazaleka bomlik fel 100 ev alatt?

Legyen #0 a kiindulasi anyag mennyisege es R a t idopontban. A bomlas sebes-
, dR , , _ .

sege -7- es ez aranyos /?-rel, azaz

~=-kR,

ahol k az aranyossagi tenyezo. (A negativ elojel arra
utal, hogy az anyag mennyisege a bomlas kovetkezte-
ben fogy.)

A valtozokat szetvalasztjuk:

dR
--**. l(i. dbra

Mivel t = 0 idopontban R = R0 es « = 1600 ev miilva R = - ./?„, ezek kozott

hatarok kozott integralunk:

2 "• 1600

R,
azaz

ahonnan

In = _ 1600 ft,
£i

k =
In 2
1600*

Ezt az erteket felhasznalva es az [R0, R ], [0,100 ] hatarok kozott integralva:

J ~R ='~ ieooj dt'

ahonnan

= 0,958.

Tehat a 100. ev v^gere megmarad az eredeti radiummennyiseg 95,8%-a is fel-
bomlik a 4,2%-a.
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13. Egy viztartalyban levo 100 liter oldat 6 kg sot tartalmaz. Tiszta viz folyik a
tartalyba 3 1/perc sebesseggel, es a keverek ugyanekkora sebesseggel folyik el a tartaly-
b6l, kozben pedig keveressel biztositjuk azt, hogy a keverek sokoncentracioja allandoan,
egyenletes maradjon. Mennyi lesz a sotartalom egy ora mulva?

Legyen x kg s6 a keverekben t perc mulva. A koncentracio ekkor

c - loo ̂
dt id6 alatt 3 dt liter tiszta viz folyik a tartalyba, es ugyanekkor 3 dt liter oldat

folyik ki, ami 3c dt kg sot visz magaval. Tehat a tartalyban levo keverek sotartalmanak:
valtozasa:

Q y

A tartalyban levo keverek sotartalmat 1 ora mulva tehat az alabbi egyenletbol
lehet meghatarozni:

x 60

'— --- (d
~~ ~ 100 J '

6 0
ahonnan

A

J!

vagyis
x = 6 e-1'8 = 0,9918 kg fv 1 kg.

14. Egy hengeres tartaly, melynek belso sugara r, H magassagig vizzel van meg-
toltve. A tartaly feneken van egy Q sugaru, kor alakti nyflas. Hatarozzuk meg a tartaly
kiurtilesenek az idotartamat,

Ha a tartalyban a viz h cm magassagig all, akkor, ha a surlodastol eltekintiink,
a kifolyas sebessege i^ = ]/2gft cm/sec volna. (Itt g = 981 cm/sec2 a nehezsegi gyorsu-
las.) A sur!6das miatt a sebesseg enn^l kisebb: i> = c ]/2 g ft; ahol c Prf 0,6 (kor alaku
nyilas eseten).

A viztiikornek a tartaly feneketol m^rt h tavolsaga a t ido fiiggvenye es a viztiikor

siillyedesenek a sebessege t — — . Ez a sebesseg ugy aranylik a kifolyasi sebesseg-

hez, mint a kifolyo nyilas keresztmetszete aranylik a tartaly keresztmetszetehez. Tehat

_dh
dt _QZ

v" ~ r2 *
vagy ha bevezetjuk a kovetkezo jelolest:

akkor

*
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Ha az idot a kifolyas kezdetetol szamitjuk (t — 0), akkor a differencialegyenlet
megoldasa;

J' I r^.
/^ I iTr^ *

azaz:

amig csak A > 0. Mi azonban epp a teljes kifolyashoz sztikse'ges T idot keresstik,.
vagyis t erteket h = 0 eseteben. Ez az elobbi eredmenytinkbol h -»• 0 hataratmenettel.
adodik:

r = —^- sec.

Megjegyzes. A fenti peldaban szereplo differencialegyenletet — elvonat-
koztatva a benne szereplo mennyisegeknek a pelda szerinti fizikai jelentesetol —
tisztan matematikailag vizsgalva, a kovetkezo meggondolasokat tehetjiik:

A

dx

differericialegyenletben (c > 0, meghatarozott allandot jelent!) y az ismereden ftigg-
veny 6s x a ftiggetlen valtoz6. (Itt a ]Aj;-nak csak a pozitiv erteket tekintjiik, azaz
Yy = °0 Az altalanos megoldas y > 0 kikotessel, a valtozok szetvalasztasaval es
kvadratiiraval hatarozhat6 meg. A valtozokat szetvalasztva:

dy _ . ,„.

ezt integralva ad6dik: 2
Vagy

— c (x — k) (itt k az integralasi allando).

Tehat az y > 0 felsikon, az altalanos megoldast abrazolo gorbesereg olyan, hogy
egy-egy ponton csak egy integralgorbe halad at. Az egyes integralgorbek egy-egy
masodfokii parabolanak egyik agab61 allnak. Ezek
a parabolaagak kongruensek es egymasbol x ten-
gely iranyii eltolassal szarmaztathatok (17. abra).

Ezen az altalanos megoldason kiviil azon-
ban y — 0 is megoldasa a differencialegyenlet-
nek, es mivel az

Ji
integral y -
szingularis.

0 eseten konvergens, ez a megoldas
17. dbra
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Konnyu belatni azt, hogy az y = 0 szingularis megoldast is hozzaszamitva a
megoldasokhoz, az x tengely barmelyik (x, 0) pontjan keresztiil szamtalan integralgorbe
halad at : barmelyik parabolat csatlakoztathatjuk es folytathatjuk az y = 0 egyenessel,
s ezek a gorbek mind integralgorbek. Tehat, ha elhagyjuk az y > 0 kikotest, a meg-
oldasok ithicitasa, az integralgorbek egyertelmu meghatarozottsaga megszunik.

Ennek a tobbertelmusegnek egyebkent a fenti peldaban megvan a trivialis f izikai
jelentese is. Azok az idopontok ugyanis, amelyekben a tartaly tires, hatarozatlanok,
mert hiszen, ha egyszer a viz a tartalybol kifolyik, a tartaly a kesobbi idopontokban
vegig iires marad. Pusztan csak az az idopont meghatarozott, amelyben a tartaly kiiirul,
s epp ez az a T idopont, amelyet a fenti peldaban meghataroztunk.
15. Egy acelbol (hovezetesi tenyezoje: k = 0,14 cal/cm sec C°) kesziilt gombhej
belso sugara 6 cm, kiilso sugara 10 cm. A gomb belsejeben 200 C°, a kiilso terben
20 C° a homerseklet. Hatarozzuk meg a gomb kozeppontjatol r (cm) tavolsagban a
homersekletet es a gombhejon masodpercenkent dtdramlo homennyiseget.

A gombi szimmetria miatt r, azaz a gomb kozeppontjatdl mert tavolsag lesz az
egyetlen fiiggetlen valtozo. Az r tavolsagban

F = 4 jt r2 cm2

felszinu az a feliilet, melyen a ho ataramlik. Stacionarius allapotban a hoaramlas
egyenletes, azaz mindegyik, azonos kozeppontli gombfeliileten ugyanannyi ho aramlik
at az idoegysegben:

- 4 w r 2 - f c ^ = Q = allando.

Szetvalasztva a valtozokat, €s a T = 20, r = 10 es T = 200, r — 6 hatarok
kozott integralva, lesz

20 If)

azas
Q = 10 800 n k.

Felhasznalva Q-nak ezt az erteket is a T — 20, r = 10, T = T, r = r hatarok
Icozott integralva, lesz:

4 n k (T - 20) = 10 800 n k f~ - -^j ,

azaz

r = 2™-25o.
r

A gombhejon idoegysegben ataramlo homennyiseg:

Q = 10 800 n k = 4750 cal/sec.

16. Egy 6 gramm kent (S) tartalmazo, szilard halmazallapotu anyagbol 100 gramm
benzollal akarjuk a tiszta kent kioldani. 100 gramm benzol 11 gramm kent old fel
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telitett allapotban, tehat a telftett oldat koncentraciojat s = -,-— = 0,11. Ha 50 perc
iOO

alatt 3 gramm ken oldodik fel, hany gramm marad oldatlan allapotban 6 6ra mtilva?
Feltetelezziik azt, hogy allando keveressel biztositjuk az oldat homogeneitasat.

Jelolje x a t idopontban fel nem oldott k£n grammokban kifejezett mennyiseget.
Akkor 6 — jc gramm ken lesz t idopontban oldott allapotban is az oldat koncentracioja:

100

Az oldddas sebessege:

-^ = k x (s — c),

ahol k aranyossagi tenyezo (old6dasi allando). Irhatjuk tehat, hogy

dx
dt

vagy a mtfyeleteket elvegezve:

= kx 0,11 - > - x.}
100

,<?roox (5

Ha 50 perc alatt 3 gramm ken oldodik fel, akkor fennall, hogy
3 so

dt.
(5+~x)~ 100

6 0

Ebbol

k = | In ]l- = - 0,15.5 16

Ezzel az oldodasi allanddval
x 360

J
dx^ _0,15 ,

x (5 + x) 100 ' '

ahonnan
x = 0,19.

Tehat 6 ora mtilva 0,19 gramm ken marad oldatlan allapotban.
17. A gazok adiabatikus (hokozles es hoelvonas nelkiili) allapotvaltozasa eseten
fennall, hogy

P = &e",

ahol p a nyomas, Q a suruseg, k aranyossagi tenyezo es n = 1,4. Felhasznalva ezt az
osszefiiggest, valamint azt, hogy a tenger szintjen a levego nyomasa p0 = 10 333 kg/m2

es surusege g0 = 1,293 kg/m3, hatarozzuk meg a Ugkor magassdgdt.
4 Kozonseges differencial egyenletek — 44231/VH.
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A Ugnyomas valamely helyen az e hely folott elhelyezkedS legoszlop sulydb61
ered. Kepzeljiink el 1-m2 alapteriiletu legoszlopot. E legoszlop ft magassagaban a leg-
nyomas egyenlS a felette levo legoszlop siilyaval. Ha a A magassagot megnovelj.uk
dh-valt akkpr a legnyomas megvaltozasa ennek a dh magassa'gu legoszlopnak a sulyaval
egyenlo, vagyis

dp = — g <fft>

ahol a negativ elojel arra utal, hogy a magassag es a nyomas valtozasa ellentetes ertelmu:
az egyik novekedese a masik csokkene'sevel aranyos. Behelyettesitve ebbe a differencial-
egyenletbe a p = k Qn 6sszeftigg£st, lesz

' '

azaz
dp — n k Q*~* do,

dh = — nkQn'2dQ.

Ha H-val jeldljuk a Idgkor magassagat, akkor ebbol adodik:

J dh = - 1 n k e»-2 dg,

vagyis

n - 1 (n - 1) QO

Behelyettesitve az adatokat, nyerjiik, hogy

np0

(n - 1) a, *

a/IGyakorlo feladatok [ Oldjuk meg az alabbi differencialegyenletekett

1.

3.
5.

7.

9.

10.

12.
14.

16.

17.

(y-2)dx-(x+ l)dy = 0.
(yz-l)dx-(2y + xy)dy =
>><fx + (x + xy) dy = 0.

(1 + x2) dy + (1 + y2) dx = 0.

dx — I/a2 — x2 dy = 0.
cos (p dr + 2 r sin 9? rf<p = 0.

r =± fa*"-/4. Itt a = allandd.
dx '

2. (2 x + 1) dy - 3 y dx == 0.
4.
6.

8-

y.
11.

13.

15.

rfy+ (xyz-x}dx --- 0.
-f y dy = x y (y dx-— x dy).

(1 - x2) dy + (1 - j2) rfx = 0.

cos <p rfr — r sin y> dcp '= 0.
2 r cos q> dr — tg 93 dqo = 0.

a dr - r Yr2'- a2 d(p = 0. Itt a = allandd.
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18.

20.

22.

24.

26.

27.

29.

30.

31.

32.

33.

35.

36.

38.

39.

40.

42.

43.

44.

46.

48.

50.

51.

52.

54.

56.

58.

59.

61.

63.

ay

dx ~

(X2-

~d +

*y'-
x 1/y2

1/1-

ey-*.

x)y' =

y)y' =

y2+y.

x 2 ( l -y

1- (2x2- l)ctgy

— 1 dx + y fx2 -

x2 dy = (1 + /)

x (1 - 2) dy

19. e*-* dx + e*-* dy — 0.

21. xy' +'y2 = 1.

,. 23. ^| + 1 = L

= 0. 25. 2 x y ( x + l)y' = y2 + 1.

^1 dy = 0.

dx. 28. y' + (1 - y2) tg x - 0.

= (x2 - x + 1) y dx.

xy3y' = 1 — x2 + y2

(X2 +

x2(y

(2y<>

y' =
y' +
y' -
y' =

r
y —

y' —
x y ' -

a2) y' = (y + 6)

+ a)*(y

+ y)y'
(sin In x

y2 = l.

a x" (y2

'-!) =

-2X3-

+ cos In

-x2y2.

(x + ]fx2 + aa). itt a 6s b allandok.

y2 - 2 a x2 y -f a2. Itt a = alland6.

x = 0. 34. xy' cosy -f siny = 0.

x -f- a) y. Itt a — alland6.
37. y' _ y2 - 3 y + 4 = 0.

+ 1) = 0. Itt a es n allandok. .

K|7|. (L. meg a

±F£- 1
-1*

14. kidolgozott peldat is!)

41 v' 1 1

e"--" + e* = 0.
- y 2 + l = 0. (L. a 21. feladatot.)

xy' = y Iny.

(x2-l)y' =
y' sin

45. x2y' = (x-l));.

2 xy In y. 47. |/1 -r x2 y' = +y ]/yz — 1.

2 x + sin 2 y = 0. ' 49. x2 (y — 1) y ' + (x — 1) y = 0,

y ' sin y cos x + cos y sin x = 0.

3 y ' sin x sin y + 5 cos

x y dx -f- 1/1 -

Yl - y2dx =

sin y dx + e"

(x2 — y x2) dy

(1 + y2) x dx

x cos3 y = 0.

-x 2 dy = 0. ' 53. (x + xy2)dy - 3 dx = 0.

f l + x 2

dy = 0.

+ (yz +

dy. 55. ]/ 1 + y2 dx - (1 - x2) dy = 0.

57. (1 + x2) dy - ff^y* dx = 0.
xy2) dx = 0.

+ (l + x2) dy = 0. 60. ^ xydy- (1 - y2)dx = 0.

y(4 + 9x2)dy - dx = 0. 62. y (4 x2 - 9) dy - 6 dx = 0.

(X2 + l)dy + x (y — 1) dx = 0. 64. (2 x -f l)~dy + y2 dx = 0.
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65. (1+ 2y)xrfx+(l+x 2 )dy=0. 66. (1 + x) dy - (1 - x) dx = 0.

67. (1 +'y2) dy - y dx = 0. 68. y e2' dx - (1 + e2*) dy = 0.

69. (1 -f y*) dx 4- x y dy = 0. . 70. xy (1 + xa) y' = 1 + y2.

71. y' = -„-. Itt a es 6 alland6k.

72. y' = 3— • Itt a 6s 6 allanddk.

73. v' = - - , m = alland6. 74. f l + y'* = Z , . m = alland6.
m

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenleteknek azt a partikularis megoldasat,
mely az adott kezdeti feltetelt kielegfti:

76. y ' s inx=^ lny ; y(0) = 1. 77. (1 + e*) y y' = <#', y(l) = 1.

78. x y 1 — y2 dx + y y 1 — x2 dy = Oj

79. 2 j/y~dx = dy; y(0) =. 1. 80. y lnj> dx + xdy = 0; y(l) = l.

6J Geometriai | 1. Hatarozzuk meg mindazon gorbek egyenletet, ame-
feladatok j iyejjn^i barmely ponthoz huzott erintonek az erintesi

pont is az y tengely kozti darabjat felezi az erintonek
az x tengelyen levo pontja.
2. Hatarozzuk meg mindazon gorbe'k egyenletet, amelyekne"! barmely ponthoz
huzott Erintonek az erintesi pont es az x tengely kozti darabjat felezi az erintonek az
y tengelyen levo pontja.

3. Egy gorbenek a P (x, y) pontjahoz tartozo normalisa az M pontban metszi az
x tengelyt es az .TV pontban az y tengelyt. Hatarozzuk meg mindazon gorbek egyen-
letet, amelyeknel N a PM tavolsag felezopontja.

4. Egy gorbenek a P (x, y) pontjahoz tartozo normalisa az M pontban metszi az
x tengelyt es az W pontban az y tengelyt. Hatarozzuk meg mindazon g6rbek egyen-
letet, amelyeknel P az MN tavolsag felezopontja.

5. Hatarozzuk meg annak a gSrbenek az egyenletet, amelyiknek barmelyik pontja-
hoz tartozo normalisa atmegy az origon.

6. Hatarozzuk meg annak a P0 (1,2) ponton kereszttilmeno gorbenek az egyen-
letet, amelyiknel barmelyik ponthoz tartoz6 erinto es az erintesi pontot az origoval
osszekoto egyenes egy olyan egyenlo szaru haromszoget alkot, amelyiknek az alap-
oldala rajta van az x tengelyen. v

7. Hatarozzuk meg annak a P, (3,1) e"s P2 (—1,3) pontokon keresztulmeno gorbe"-
nek az egyenletet, amelyiknek barmelyik pontjahoz tartozo szubnormalisa k = allando.
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8. Hatarozzuk meg annak a P0 (2,1) ponton atmenfi gorbenek az egyenletet,
amelyiknek barmelyik pontjahoz tartoz6 szubtangense k — allando.
9. Hatarozzuk meg annak a P0 (—2,3) ponton atmeno gorbenek az egyenletet,
amelyiknek bdrmely* P (x, y) pontjahoz tartozo normalisa es a P pontot az orig6val
~6sszekot6 egyenes egy olyan egyenlo szaru haromszoget alkot, amelyiknek az alap-
oldala rajta van az x tengelyen.
10. Hatarozzuk meg annak a Px (0,4) is P2 (1,2) pontokon atmeno gorbenek az
egyenletet, amelyiknek barmely pontjahoz tartoz6 erintoje, ordinataja es az x tengely
altal bezart haromszog terulete k = allando.

11. Hatarozzuk meg annak a P1 (0,0) es P2 (2,8) pontokon atmeno gorbenek az
egyenletet, amelyiknek P (x, y) pontjahoz tartozo normalisa, az y tengely is- a P-n
keresztiilmenS, x tengellyel parhuzamos egyenes altal bezart haromszog terulete
alland6.
12. Hatarozzuk meg mindazon gorbe'k egyenletet, amelyeknek barmelyik P(x, y)
pontjahoz tartoz6 ordinata, az x tengely is az OP egyenes altal bezart haromszog
hasonlo a P ponthoz tartoz6 erinto, ordindta es az x tengely altal bezart haromszoghoz.
13. Hatarozzuk meg azoknak a gorbeknek az egyenletet, amelyeknel barmelyik gorbe-
ponthoz tartoz6 normalisnak a gorbe pontja es az x tengely kozti darabja k = alland6.
14. Hatarozzuk meg azoknak a gorbeknek az egyenletet, amelyeknel az erintfinek
a koordinata-tengelyek kozti szakaszat az ^rintesi pont m : n aranyban osztja.
15. Polarkoordinatakat alkalmazva, hatdrozzuk meg azokat a gorb^ket, amelyek
az osszes radiuszvektorokat a szog alatt metszik, ahol tg a = a.
16. Hatarozzuk meg azokat a gorbelcet, amelyeknel a polartengely ^s a radiuszvek-
tor kozotti cp szog egyenlfi a radiuszvektor meghosszabbitasa ^s az erinto kozotti
w szoggel.
17. Az elobbi feladat, azonban a> = 2 q>.

18. Hatarozzuk meg annak a gorbenek az egyenlete't, amelyiknel egy rogzitett es !

egy valtoz6 ordinata kozott a gorbe alatti terulet aranyos a ke"t szelso ordinata kiilonb-
segevel.

19. Hatarozzuk meg annak a gorbenek az egyenletet polarkoordinatakban, amelyik-
nel ket radiuszvektor es e ketto kozti gorbeiv altal bezart szektorszeru sikresz terulete
aranyos a ket radiuszvekfor ktilonbsegevel.

20. Hatarozzuk meg azoknak a gorbeknek az egyenlete't, amelyeknel az ivhossz
aranyos azzal a szoggel, amely alatt ez latszik az orig6b61.

21. Hatarozzuk meg annak a gorbenek az egyenletet, amelynel az ivhossz aranyos
az ivhossz ket vegpontjahoz hiizott radiuszvektorok kiilonbsegevel.

22. . Hatarozzuk meg azoknak a gorbeknek az egyenletet, amelyeknel ket radiusz-
vektor es e ketto kozti gorbeiv altal bezart szektorszeru sfkresz terulete aranyos a
gorbenek a ket sz6ban forg6 radiuszvektor kozti ivhosszaval.

23. Egy gorbe tetszoleges pontjan kereszttil, a koordinata-tengelyekkel pdrhuza-
mos egyeneseket huzunk. E ket egyenes es a tengelyek egy derekszogu negyszoget alkot-
nak. A g6rbe az orig6n megy kereszttil es minden ilyen derekszogfi negyszoget ket
olyan reszre oszt, melyek teriiletei tigy aranylanak egymashoz, mint 1 :2. Hatarozzuk
meg a gorbe egyenletet.
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24. Egy forgasfeluletbol kit, a forgastengelyre meroleges sik egy ovet vag ki. Melyik
az a felulet, amelyikne"! barmelyik ilyen 6v felszine aranyos a ket sik tavolsagayal?

25. Az y — f(x) egyenletu" gorbe"t megforgatjuk az x tengely koriil: egy forgas-
felule't keletkezik. Ket, az x tengelyre meroleges sik es a forgasfeluletnek e ket sik kozti
darabja egy forgastestet hatarolnak. Hatarozzuk meg a gorbe egyenletet ugy, hogy a
forgastest terfogata aranyos legyen a palastjanak felszinevel.

c) Fizikai feladatok | 1. Legyen egy elektromossaggal toltdtt felulet, amely a
pillanatnyi toltessel aranyos sebesseggel vesziti el a tolteset.

Hatarozzuk meg a t6lte"st mint az ido fuggvenyet.

2. Egy folyade"kcsepp a felszinevel aranyos sebesseggel parolog el. Hatarozzuk meg
a gomb alaku folyad^kcsepp sugarat mint az ido fuggvenyet.

3. A Newton-fe"le lehfllesi torveny szerint egy test lehfilesi sebessdge aranyos a
test es a hfit6 kozeg kozotti h6m6rsekletkulonbseggel. Ha a hfito kozeg homersdklete
20 C° es a test 10 perc alatt 100 C°-r61 60 C°-ra Ml le, hany perc miilva lesz a h&ne'r-
sAlete 25 C°?

4. Legyen egy 7"0 abszoliit hpm^rsekletu kozegben elhelyezett, alland6 fajhojfi
test, amelyik csak sugarzassal veszit a hSmersekletebol. A ho'mersekletcsokkene's sebes-
sege

ahol k aranyossagi te"nyezo es T a test abszoliit hSme'rse'klete. Hatarozzuk meg azt a *
idot, amely sziikseges ahhoz, hogy a test homerseklete a vegtelenrpl T-re csokkenjen,

5. Egy vizzel telt, fuggoleges tengelyfi, hengeres tartaly alaplapjan van egy szflk
nyilas. Feltdtelezve azt, hogy a kifolyas sebesse'ge aranyos a viznyomassal es azt, hogy
az elso napon az eredett vizmennyiseg 10%-a folyik ki, hatarozzuk meg, hogy mennyi
ido sziikseges ahhoz, hogy a tartaly felig kittriiljon.

6. Egy 2 m magassagii, 1 m2 alapteruletfi, negyzetes hasab alakii tartalyb61 a viz
egy, az alaplapjan levo, 4 cm atmerd'ju, kor alakti nyilason at folyik ki. Hatarozzuk meg
azt az idot, ami a tartaly kiiiriile'sehez sziikseges.

7. Egy 1,5 m atmerojfi, 4 m magassagii, fuggoleges helyzetfi, egyenes korhenger
alakti, vizzel telt tartalybol egy, az alaplapjan levo 10 cm atme"r6ju kor alakii nyilason
at folyik ki a viz. Mennyi id6 alatt iirtil ki?

8. Egy csonkakiip alakii tolcser, melynek fels6 nyilasa 10 cm atmeroju, als6 nyilasa
1 cm atmeroju, 10 cm magassigig van vizzel toltve. Hatarozzuk meg azt az idot, ami
alatt a viz kifolyik.

9. Egy teglafal (hSvezetesi tenyezoje: fc = 0,0012 cal/cm sec C°) vastagsaga
30 cm. Ha a fal egyik oldalan a ho'me'rseklet 20 C°, a rnasik oldalan 0 C°, hatarozzuk
meg a fal belso homersekletdt mint a fal 0 C° homersekletu oldalatol mert tavolsag
fuggvenyet. Hatarozzuk meg a naponke"nti hfiveszteseget a fal 1 m2-nyi feliiletere
vonatkoztatva. ,

10. Egy 20 cm atme'ro'ju' hengeres gozvezet^k hoszigeteles^t egy 10 cm vastagsagii
magneziareteggel (hovezetesi tenyezoje: k = 0,00018 cal/cm sec C°) oldjuk meg.
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A kornyezet homerseklete 30 C° es a szallitott goz homerseklete 160 C°. Hatarozzuk
meg a szigeteloretegben uralkod6 homerspkletet mint a sugariranyti tavolsag fuggvd-
nyet. Hatarozzuk meg az 1 m hossziisagu csoVezetek 1 nap alatti hoveszteseg^t.

11. Egy 20 cm atmeroju hengeres g6zvezetek hpszigetele'set egy 5 cm vastagsagti
magneziareteggel (k = 0,00018 cal/cm sec C°) es egy erre rahelyezett, ugyancsak 5 cm
vastagsagii betonreteggel (k = 0,00020 cal/cm sec C°) oldjuk meg. A kornyezet home'r-
seklete 30 C° is a szdllitott goz homdrseklete 160 C°. Hatarozzuk meg az 1 m hosszii-
sagii csovezetek 1 nap alatti hoveszteseget.

12. Egy hengeres aramvezeto tekercs tengelyiranyu, 1 cm hossziisagu darabjanak
az ellenallasa 0,1 ohm. A tekercs be van agyazva egy 0,5 cm belso es 1 cm kiilso sugaru,
hengeres cementcsobe. 5 amper erdssegtf aram folyik a tekercsen at es ez a cementcsS
belso es ktilso fala kozStt 125 C° h6mersekletkul6nbs6get idez elo. Hatarozzuk meg a
cement hovezetesi egyiitthat6jit (k eal/ctii sec C°). Vegyiik figyelembe, hogy / amper
erossegu aram az R ohm ellenallason atfolyva Q = 0,239 R P cal/sec homennyiseget
fejleszt.

13. Egy a sugaru, gomb alaku sotombot belehelyeziink egy v^gtelen kiterjed^sfi
folyaddkfiirdobe, amely a sot oldja. Hatarozzuk meg — stacionarius allapotban — az
oldat koncentracidjat mint a gomb kozeppontjat61 mert tavolsag fiiggvenyet, feltdte-
lezve azt, hogy az oldat s telftettsegi koncentraci6jii a gomb feliileten es a v^gtelen-
ben 0 a kohcentraci6.

14. Az rt sugaru aramvezeto kabelt egy rz sugarii 6lomk6peny veszi koriil ugy,
hogy a ketto kozotti teret y. vezetokepessegfl szigeteloanyag tolti ki. Ha a vezeto mag es a
kopeny k6zt E a potencialkiilonbseg, hatarozzuk meg a kabel hosszegysegere eso aram-
veszteseget. , '

15. Ha a viz megfagy, akkor minden cm3 kepzodott jeggel egyidejuleg koriilbeltil
73 cal homennyiseg szabadul fel. Ha a fagyas gyors, akkor a fagyas sebesseget foleg az
hatarozza meg, hogy a mar megfagyott jegreteg vizzel ^rintkezo feliileten a fagyas
kovetkezt^ben felszabadu!6 homennyiseget milyen gyorsan vezeti a jegreteg es adja at
a levegonek. Feltetelezve azt, hogy a jeg hSvezetesi tenyezoje k = 0,005 cal/cni sec C°,
es azt, hogy a jegreteg felso feluleteh a hom^rseklet T C°, az als6 feluleten pedig 0 C°,
hatarozzuk meg a kepzodott jegreteg vastagsagat mint a t (6rakban mert) ido fiiggve-
nyet, az idot a fagyas kezdetetSl szamitva.

16. Egy TJ belso & r2 kiilso sugaru, k hovezetesi egyiitthat6ju csovezetekben T
homers^kletfl viz van. A ho ataramlik'a cso falan es melegiti a kornyezetet. Newton
torvenye szerint a cso feliiletegysegere vonatkoztatott hoveszteseg sebessege aranyos
a T! — T0 homersekletkulsnbseggel (T^ a cso kiilso falanak, T0 a kornyezetnek a homef-
sekletej az aranyossagi tenyezo legyen: a). Stacionarius allapotban hatarozzuk meg a
csovezetek hosszegysdgere vonatkoztatott hoveszteseget mint T es T0 fuggveny^t.

17. Tegyiik fel, hogy az elozo feladatban szereplo viz v sebesseggel aramlik a csS-
vezetekben. Megengedve a hovezetest a cso falan at es a hoatadast a folyadek aramlasa
folytan, de elhanyagolva az amugy is csekely h6vezetest magaban az araml6 folyadek-
ban es a csoben, a cso hossztengelyenek iranyaban, hatarbzsiuk meg a viz hSmerselde-
tet, mint a cso hossziranyaban mert tivolsag fiiggvenyet; '

18. P sulyt raakasztunk egy rugalmas hurra, melynek eredeti hossza / €s sajat
siilya q. Hatarozzuk meg a hiir hosszanak megnytilasat.
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19. Mikozben a feny athalad egy kozegen, az elnyelt fenymennyiseg aranyos a
kozeg hatarara erkezo fenyer6sseggel es a kpzegben megtett littal. Ha 3 m vastagsagu
vizretegben elnyelodik a beeso fenymennyiseg egyharmada, mennyi nyelodne el egy
18 m vastagsagti retegben?

20. Egy folyadek goze nyomasanak ertekvaltozasi sebessege a folyadek h6mersek-
letere vonatkoztatva egyenesen aranyos a goz nyomasaval es forditva aranyos a folya-
dek homersekletenek negyzetevel. Ha a vizgoz nyomasa 4,58 Hg, mm 0 C° homersekle-
ten es 31,8 Hg. mm 30 C° hSmersekleten, hatarozzuk meg a vizgoz nyomasat a homer-
seklet fuggvenyeben.
21. Tegyttk fel, hogy a kodretegen keresztiilhalad6 esocsepp megtartja gomb
alakjat, de megnovekszik azaltal, hogy a kodreteg paratartalma lecsapodik ra. Hata-
rozzuk meg a sugarat mint a kodretegben megtett lit fiiggvenyet.

22. Egy szivacsos anyag ugy szarad meg, hogy a szaradas sebessege aranyos a pil-
lanatnyi nedvessegtartalmaval, tovabba a kornyezo levego pillanatnyi paratartalma-
nak es a paratelt levego paratartalmanak a kiilonbsegevel. Helyezztink el egy 50 m3

terfogatii szobaban egy 1 kg nedvessegtartalmii szivacsos anyagot. Legyen e pillanat-
ban a levego relativ paratartalma 25%. Tegytik fel, hogy telitett allapotban, az adott
homersekleten 1 m8 levego tartalmaz 24 gramm vizgozt. Ha szelloztetessel a levego
paratartalmat alland6an 25%-on tartjuk, es egy ora alatt az anyag elveszti nedvesseg-
tartalmanak a fe!6t, hany ora sztikseges ahhoz, hogy elveszitse nedvessegtartalmanak a
90%-'at?

23. Ha az elozo feladatban a szobat zartnak kepzeljuk, akkor a levego nedvesseg-
tartalma annyival novekszik, amennyi viz a szobaban elhelyezett*anyagbol elparolog.
Ilyen koriilmenyek kozott mennyi nedvesseget veszit a kerdeses anyag egy ora alatt?

24. Tegyiik fel, hogy radioaktiv sugarzas hatasara egy gaz molekulai szetbomlanak
egyenlo szainu pozitiv ^s negativ toltesu ionokra ugy, hogy a reszecskek kepzoddsenek
sebessege aranyos a sugarzas intenzitasaval; Ezek a pozitiv es negativ toltesfi ionok
ujraegyesiilnek, semleges toltesu atomokka ugy, hogy ennek ag egyesiilesnek a sebes-
sege aranyos ~a k^tfele reszecskek surusegeinek szorzataval. Felt6telezve azt, hogy a
sugarzas intenzitisa alland6, hatarozzuk meg a pozitiv ionok sflrflseget mint az ido
ftiggvenyet.
25. Hatarozzuk meg azt, hogy milyen alakii az a tiikorfeliilet, amelyik egy fix
pontb61 kiindu!6 f^nysugarakat egy adott egyenesssel parhuzamosan veri vissza.
Valasszuk a fix pontot a koordinata-rendszer kezdopontjanak, is legyen a visszavert
fenysugarak iranya az x tengely. Legyen r a fiiggo valtoz6 es x a fiiggetlen valtoz6.

26. Egy bizonyos tukros tavcsoben az egy fix pontba tart6 fenysugarakat egy tiikor
veri vissza egy masik pontba. Hatarozzuk meg a tiikor alakjat.

27. Hatarozzuk meg a tengerszint feletti h magassagban a levego nyomasat, fel-
tetelezve, hogy a p nyomasii levego surusege

o = k p kg/cm3,

is hogy a tenger szintjen a levego nyomasa p0 = 1,033 kg/cm*.

28. Egy forgasfelulet alaku tiikor az r = f(q>) egyenletfi gorbenek a polartengely
koruli megforgatasa altal szarmazik. Hatarozzuk meg az r = f(<p) egyenletet ugy, hogy
a kezdopontb6l kiindul6 fenysugarakat a tiikor a fenysugarra merolegesen verje vissza.
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29. Newton torvenye szerint .a Fold k6zeppontjat6l r tavolsagra levS P kg sulyii.
PR2

testre hat6 gravitaci6s er6: — ̂ - ; ahol R a F6ld sugara. A Boyle— Mariotte-tor-

venyt figyelembe veve, tovabba szamitasba veve a gravitaci6s ero valtozasat a tavolsag-
gal, hatarozzuk meg a levego nyomasat a Fold kozeppontjatol r tavolsagra.

30. Egy folyadekkal toltott hengeres edeny a tengelye kortil « szogsebesseggel
forog. Ha a tengely fuggoleges, a henger sugara a es p0 a tengely egy megadott pontja-
ban a nyomas, hatarozzuk meg a nyomast a tengelyen levo adott ponttol sugarirany-
ban, r tavolsagra. Vegyiink fel a tengelytol r tavolsagra egy dv terfogatelemet es
yegyiik figyelembe, hogy ez a t^rfogatelem egyensulyban van a feliiletere hato nyomas-
es a centrifugalis ero hatasara.
31. Egy gazzal toltott hengeres edeny a tengelye kortil <o szogsebesseggel forog,.
Figyelembe veve a Boyle— Mariotte-torvenyt:

ahod p a nyomas, Q a sfiruseg, k aranyossagi tenyezo; keressuk meg a nyomas es a ten-
gelytol mert r tavolsag kozotti osszefiiggest.

32. Ha a sebesseg nagy, akkor a centrifugalis ero csokkenti azt az erot, mellyel .a
szij raszorul a szijtarcsara. Felteve, hogy a szij egysegnyi hosszusagu darabjanak a stilya
q kg/m es v a sebessege, hatarozzuk meg azt, hogy milyen osszefiigges van a szij ket
azon pontjaban ebredo fesztiltsegek kozott, melyekben a szij a tarcsat erinti.

33. Egy idSmeresre hasznalt regi viziora egy vizzel telt edenybol all, melynek az
aljan nyilas van. A viz ezen folyik ki lassan. Az ed^nyt olyan alakura keszitettek, hogy
a viz szintje egyenletesen sullyedjen. Hatarozzuk meg az ed^ny vizszintes kereszt-
metszetenek teriiletet a nyilast6l mert magassag fuggvenyeben.

34. Egy folyadekkal telt hengeres edeny a> — allando szogsebesseggel forog 4
hengeres edeny tengelye koriil. Hatarozzuk meg a folyadek szabad felszin^nek alakjat.
Vegytik figyelembe, hogy a folyadekfelszinen levo vizreszecskekre hat6 siilyero es.
centrifugalis ero eredoje meroleges a szabad felszinre.

35. Egy pontszeru fenyforrast6l r tavolsagra a megvilagitas erossege

k cos 0

egy olyan feluleten, melynek a normalisa 6 szoget z&r be r-rel. Hatarozzuk meg azt ar
forgasfeluletet, melynek minden pontjaban a megvilagitas erossege ugyanakkora, ha a
fenyforras a forgastengely egyik pontja.

d) Vegyes feladatok | 1. Egy elesztogomba-tenyeszetben az aktiv fermentum,
•mennyisege a pillanatnyi mennyiseggel aranyosan novek-

szik. Ha 1 6ra alatt ez a mennyiseg megketszerezodik, hanyszorosa lesz a jelen-
leginek 3,5 6ra mulva?

2. Egy vegyi folyamatban A anyag atalakul B anyagga ligy, hogy az atalakulas.
sebessege aranyos a pillanatnyi, m€g at nem alakult A anyag mennyisegevel. Ha egy
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ora mulva ez az atalakulatlan mennyiseg 48 gramm es 3 6ra mulva 12 grafflrn, akkor
mennyi volt a kiindulasi anyagmennyiseg?

3. Egy 100 literes tartaly tele van tiszta vizzel. Az egyik oldalon literenke'nt 0,2 kg
sot oldott allapotban tartalmazo oldat folyik be, 3 1/perc sebesseggel, es a keverek
ttgyanekkora sebesseggel folyik ki a masik oldalon. Hatarozzuk meg azt, hogy haiiy kg
so lesz oldott allapotban 1 ora mulva a tartalyban. Tegyiik fel azt, hogy allando keveres-
sel biztositjuk a keverek hqmogeneitasat.

4. Egy tartaly 1000 liter soval telitett oldatot tartalmaz (0,3 kg/liter a koncentra-
ci6ja). Ezt az oldatot ugy higitjuk, hogy 20 1/perc sebesseggel 0,1 kg/1 koncentracioju
oldatot bocsatunk bele. Feltetelezve azt, hogy a keverek ugyanakkora sebesseggel
folyik el, hatarozzuk meg azt, hogy, mennyi ido mulva lesz a keverek koncentraci6ja
0,101 kg/liter. Tegyiik fel azt, hogy allando keveressel biztositjuk a keverek homoge-
neitasat.

5. Egy tartalyban 100 liter oldat van, melynek sotartalma 7,5 kg. Az egyik oldalon,
3 liter/perc sebesseggel tiszta viz folyik be, es a masik oldalon 2 liter/perc sebesseggel
folyik ki a keverek. Mennyi so lesz a tartalyban 1,5 ora miilva? Allando keveressel
biztositjuk a keverek homogeneitasat.

6. Egy Ieveg6vel teli 1 liter urtartalmu tartalyba egy csovon 'at oxigen aramlik be
es a levego-oxigen keverek egy masik csovon at ajamlik ki a tartalyb61. Ha az aramlas
eleg lassu ahhoz, hogy feltetelezhetjuk azt, hogy a tartalyban levo leyego-oxigen keve-
rek homogen, hany szazaldk oxigen lesz a tartalyban, miutan 5 liter aramlott at? (Ve-
gyuk figyelembe azt, hogy a levego 21% exigent tartalmaz.)

7. Ha egy ember atlagosan 20-szor lelegzik percenkent, minden egyes kilegzesnel
1,64 dm3, 4% CO2-t tartalmaz6 hasznalt levegot lelegezve ki, hatarozzuk meg egy
terem szazalekos CO2 tartalmat 1 6raval azutan, hogy 30 szemely l£pett be, feltetelezve
azt, hogy a belepeskor a levego tiszta volt, es a terem szelloztetoi percenkent 28,32 m3

tiszta levego bearamlasat teszik lehetove. Legyen a terem terfogata 283,2 m3. A tiszta
Jevego CO 2 tartalma 0,04%.

8. Egy nem oldodo anyag porusaiban 2,72-kg s6 van lerakodva. Belehelyezzuk ezt
45,43 1 vizbe. 5 perc ala'ft feloldodik 0,91 kg so. Mennyi ido alatt oldodik fel a so-
mennyiseg 99%-a?' Vegyiik figyelembe, hogy a telitett oldat koncentracioja 0,3 kg/1,
es hogy alland6 keveressel biztositjuk az oldat homogeneitasat.

9. Egy nem old6d6 anyag porusaiban 13,6 kg so van lerakodva. 90,86 liter vizben
1 6ra alatt feloldodik a somennyiseg fele. Mennyi s6 oldddna fel ugyanannyi ido ahtt,
ha ketszer annyi vizet hasznalnank fel? Vegyiik figyelembe, hogy a telitett oldat kon-
centraci6ja 0,3 kg/1, es hogy allando keveres biztositja az oldat homogeneitasat.

10. Valamely kemiai reakcio alkalmaval az A is B anyag egy-egy molekulajanak
egyesulesebol letrejon a C anyag egy molekulaja. A C anyag kepzodesenek sebessege
aranyos a pillanatnyi A 6s B anyagmennyiseggel. Tegyiik fel, hogy a reakcio kezdeten
A-bol volt a gramm-molekulasiilynyi es 5-b6I b. Hatarozzuk meg 'C mennyiseget a
* idopontban.
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2. §. Szetyalaszthato valtozojiira visszavezetheto differencialegyenletek

Oj ismeretlen fiiggvenyt vezettink be:

n(x) =ax + by(x) + c.

«J V = t(ax + by + c),
ahol a ̂  0, b ̂  0

Ekkor

vagyis

/ u , L ,
dx = a y '

bf(u).

Ez pedig az a — a(x) ismeretlen fiiggvenyre egy szetvalaszthat6 valtoz6ju differencial-
egyenlet. Feltetelezve, hogy az r < u < s, vagyis &zr<ax + by + c<s inter-
vallumban a +b f(u) folytonos'es sehol sem zerus, ennek a differencialegyenletnek az
dltaldnos megolddsa:

J
j

a + b~m > aho1 u =

Legyen mar most a + b /(u) folytonos, azonban a Q S u S. cr, vagyis a Q ̂  ax+
+ by + c ̂  cr intervallum egyetlen a = t> (azaz a x + 6y + c = t>) ertekenel valjek
Zerussa, azaz legyen a -f b f(v) = 0. A differencialegyenletnek a fenti altalanos meg-
oldasatol kiilonbozo megoldasa:

a = v, azaz ax + 6y + c = u, ha a + bf(v) = 0.

Fogy ez a megoldas vajon regularis vagy szingularis-e, arra nezve a kovetkezot mond-
hatjuk:

1. Haaz
du
bf(u)

0

regularis (kozonslges).

2.. Ha a

oldas szinguldris.

da
bf(u)

integral a-> v esetdn divergens, akkor az u = v megoldas

integral u -> v eseten konvergens, akkor az u — v meg-

b) Homog6n (fok- I tfj ismeretlen fiiggvenyt vezettink be:
szamii) diffcrcn- -
cialegyenlet: !

'-«)••
ahol x =6 0

Ekkor

azaz
y(x} = x •

i X•; U' + H. ,
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Ezt behelyettesitve a differencialegyenletbe:

x it' — f(u) — a.

Ez pedig az tz = u(x) ismeretlen fuggvenyre egy sze"tvalaszthat6 valtoz6ju dif-

ferencialegyenlet. Feltetelezve, hogy az r < a < s, vagyis az r < y < s intervallum-

ban es x 9^ 0 mellett /(«) — u folytonos es sehol sem zerus, ennek a differencialegyen-
tetnek az dltalanos megolddsa:

In I x| jr—— + C, ahol a = y'-, x gt 0.
/(u) — u x ^

Legyen mar most /(u) — u folytonos, azonban a g S u s= °~, vagyis a p S - ^ cr

intervallum egyetlen « = v j azaz -• = u 1 ̂ rtdk^nel valjek zerussa, x ̂  0 mellett, azaz

legyen/(u) — u = 0. A differencialegyenletnek a fenti altalanos megoldasat6l kiilonbozo
megoldasa: ^

a = v, azaz ' = v, ha — v = 0, x ̂  0.

Hogy ez a megoldas vajon reguldris-e vagy szingularis-e, arra nezve a kovetkezot
mondhatjuk:

v

1. Ha az j. __ — integral u ->• v eset^n divergens, akkor az u — v megoldas

"o

reguldris (kozonseges).
a

2. Haaz I JT-V— • — integral a -» u eseten konvergens, akkor az u = u megoldas

°«
szingnldris.

Megjegyzes. 1. Ha /(a) — a = 0, akkor a differencialegyeniet

"-' • - . - " ; '.-??•

alakii, es ebben a valtozok szetvalaszthat6k. -- ;

2. Legyen P(x,^) es <?(x,3;) ke"t azonos fokszdmu, homogte fuggv^ny, azaz

is
Q(tx, ty)=*t"Q(x,y),
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akkor a

61

differencialegyenlet homogen (fokszarmi) es visszavezetheto az

alakra. E celb6l vegig kell osztani a differencialegyenletet x"-nel, s akkor

P

-ahonnan valoban

pfi, 4. • y
p

y' = _ ('• 3
P i ,

__ /

Itt persze x ;£ 0 mellett-m^g azt is feltetelezziik, hogy

-y ga! c Enne"! a differencialegyenletnel ket esetet kiilonbozte-
ttink meg:

1.
j a b

\a 8

Ha specialisan c = y = 0 volna, akkor differencialegyenlettink homoge'n (fokszamii)
•volna. Geometriailag a c = y = 0 feltetel azt jelenti, hogy az

by + c = 0

Sy + = 0

egyeneseknek az origd a kozos pontja.
Altalanossagban az

ieltetel azt biztositja, hogy az

a b

a &

a x + by + c = 0,

•egyeneseknek van egy (es csakis egy) kozos pontja. Marmost a koordindta-rendszer-
nek onmagaval parhuzamos, alkalmas mert^kd eltolasaval elerhetfi az, hogy a ket

^egyenes kozos pontja az eltolt koordinata-rendszer kezdopontja legyen. Ezzel az anali-
tikaikg -is egyszeruen kivitelezheto transzformacioval a differencialegyenlet vissza-
vezetheto homogen (fokszamii) differeiicialegyenletre.
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Ha tehat a p is q szamokat meghatarozzuk ugy, hogy ezekkel

ap + b q + c = 0,

ap+ f t q + y = 0 •

legyen, akkor minden y = y(x) differencialhato fiiggvenyhez az

. x = a + p,. y = v + q

transzformacio, egyertelmfien hozzarendel egy diffrencialhatd v = v(u) fuggven
amelynek derivaltja:

dv _ dy
du dx'

Ha tehat y = y(x) az adott differencialegyenlet megoldasa, akkor v = v(u)

dv _ , (a u 4- b v
~~ jda ~- ]aa + fiv

homogen (fokszamii) differencialegyenletnek megoldasa, 6s megforditva a v = v(u)
megoldasai ennek • a homogen (fokszamii) differencialegyenletnek, az x = a + p
y = v + q transzformaci6 alapjan meghatarozzak az eredeti differencialegyenletnek a
megoldasat. 5

2. a "| = a / 3 - 6 a = = 0 , azaz
a )S| u. fj

Feltehetjtik meg azt is, hogy &a + ft2 9^ 0, tehat b -£ 0,^ ^& 0, mert kulonben
y' csak x-tol fiiggene, es igy a differencialegyenlet azonnal, kvadraturaval megoldhato
volna vagy pedig a mar targyalt y' — f (a x + by + c) esettel volna dolgunk.

A mondott feltetelekbol kovejtkezik tovabba az is, hogy

Ha tehat az y == y(x) differencialhato fiiggvdny az adott differencialegyenletnek
megoldasa, akkor a .

v(x) = a x + AX*)

differencialhat6 ftiggveny— melynek derivaltja:

dv __ , _
dx

megoldasa a szetvalaszthato valtoz6ju

.
dx r \ +

differenciilegyenletnek, es megforditva, ennek a szetvalaszthato valtoz6ju differencial-
egyenletnek minden v = v(x) megoldasa, a v(x) == a. x -\- ft y(x) transzformacio alap-
ian meghatarozza az eredeti differencialegyenletnek a megoldasait.
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d) Homogdn
,,ditnenzi<iju"
differencial-
egyenletek

Bizonyos esetekben a differencialegyenletet visszavezet-
hetjiik szetvalaszthat6 valtoz6jura, ha a

y(x)
v(x) = -~- (n racionalis szam)

X

uj ismeretlen fuggvenyt vezetjiik be. Ez sikeriil akkor, ha a

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0

(ahol P e"s Q argumentumaik racionalis egesz fiiggve'nyei) differencidlegyenletben sze-
replo osszes tagok azonos ,,dimenziojuak". Itt az egyes tagok ,,dimenzi6jat" a kovet-
kezokeppen ertelmezziik: x-nek es rfx-nek dimenziojaul 1-et valasztjuk, y is dy
dimenzi6jaul pedig n-et. Ezzel a valasztassal x° dimenzioja a, y& dimenzi6ja n /3, x? dx
dimenzioja a + 1, y? dy dimenzioja (/? + 1) n ^s altalaban flt x" X <fx dimenzioja
a + 1 + fi n, valamint ak x° y? dy dimenzioja a + (£1 + l)n.

A fenti £rtelmez.es szerint meghatarozzuk mindegyik tag dimenziojat es ket-ket
dimenzioszam egyenlosegebol n ertek^t. Ellenorzestil szolgal, hogy az igy meghatdro-
2ott n-nel mindegyik tag dimfcnziojara ugyanaz adodik. Ellenkezo esetben a transzfor-
macio nem alkalmazhat6.

Ha n = (racionalis szam), akkor a tort kitevot elkertilhetjtik azaltal, hogy uj

ismeretlen ftiggvenynek v(x) = — — helyett a v(x) = — — -— fiiggvenyt valasztjuk.

A transzformacioban szereplo v dimenzi6ja mindig 0.
A b) pont alatt targyalt homogen (fokszamu) differencialegyenlet ennek az a

specialis esete, amikor n = 1.
Megjegyzes, A fentivel azonos eredmenyre jutunk, ha az

x = e", y = xn v — v entt

transzformacioval tij valtozokat vezetiink be. Ekkor

y' = idv +
da

1. Oldjuk meg az
y' = x + y

differencialegyenletet.
Oj ismeretlen\fiiggv^nyt vezettink be:

\ = x + y,
Ezzel

. « ' = !+ y',
vagyis

«' ='a+ If
vagy mdskeppen frva:

da—- = u + i.
dx
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Feltetelezve azt, hogy u ^£ — 1, a valtoz6kat szetvalaszthatjuk:

da _

s ebbol az altalanos megoldas:

-vagy
n+l

"Visszairva az credeti valtoz6kat:

y = - (x + 1) + C e\ differercialegyenletnek kozonseges (regularis) megoldasdt szolgaltatja

C'2

..vagyis

. Ezzel

-vagy rendezve

azaz

is.

rj*Ce'

Tehdt a differencialegyenletnek 6sszes
megoldasai:

y = - (x + 1) + C e«

alakban irhatok le, ahol a C integralasi alland6
barmilyen erteket felvehet.

(A differencialegyenlet integralgorbeit
1. a 18. abran.)
2. Oldjuk meg az

(* *'} differencialegyenletet.
Uj ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be:

a =

Ebbol

y = a x,

y' = u'x + a.

a'x + u = — 1 — u,

y

dx
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i y i \ valtozokat szetvalasztva a = • - 9^ — -| :

2 da

Ebbol, integralassal adodik: l

In | 1 + 2 u \ In C ; - In
vagy

Visszairva az eredeti valtozokat:

vagy

s ebbol

2, = 5.

_ _
y~ x 2

(C ̂  0),

a differencialegyenlet altalanos megoldasa.
A differencialegyenletnek regularis (kozonseges) megoldasat szolgaltatja

u — — 2 '
azaz

is.
Tehat a C integralasi alland6nak tet-

szoleges erteket megengedve (C = 0 erte-
ket is), a differencialegyenlet osszes meg-
oldasai:

= C _ *
V ~~ x 2 '

(A differencialegyenlet integralgor-
b^it 1. a 19. abran.) r

3. Oldjuk meg az

x3 -\- y3 — xy* y' = 0

differencialegyenletet.
Az itt szereplo

P (x, y) = x3 + y3

es
Q(x,y)=-xy*

5 Kozons6ges differencialegyenletek — 44 231/VII.
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fuggvenyek homogen harmadfokti fuggvenyek, mert

p (t x, t y ) = f3 x3 + t3 y3 = ? (x3 + y3) = t3 P (x, y)

es
Q(tx, ty) = —tx-t*y2 = ?(- xyz) = t3Q(x,y).

Feltetelezve tehat azt, hogy x -/=. 0, vegigosztunk x3-nal:

tJj ismeretlen fiiggv^nyt vezefunk be:

H = = x '
s ezzel

y' = u'x + a,
Behelyettesitve:

1 + u3 — u2 (u'x + u) = 0,
vagy

A valtoz6kat. szetvalasztjuk:

2 d - —
U ~ ~x'

s innen, integralassal:

- = In l x | + Cj,

vagy s J___
u = fin x3 | + C.

Visszairva az eredeti valtozokat, a differencialegyenlet altalanos megoldasa:
3

4. Oldjuk meg az

2x+y-i

differencialegyenletet.
A 4 x — y + 7 = Q£s2x+y— 1=0 egyenesek metszespontjat a

4x — ^ + 7 = 0

2x +>» — 1 = 0
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egyenletrendszer gyokei adjak:

-7 -II 4 -7
2 1 18

2 1

_ A

14 -i-| ~~6 ~

Az
X = K — 1

-y = v + 3

transzformacioval uj valtozokalt vezetiink be. Ezekkel a differencialegyenlet a kovet-
kezo alaku lesz:

vagyis

dv _4a — 4 — i> —
du ~~ 2u — 2~+~iT+~

4
dv 4cti — v u
rfa 2a + v

; (u 9& 0, vagyis x=£ — 1)1

Ez pedig egy homogen (fokszamu) differencialegyenlet. TJj ismeretlen fiiggvenyts
vezetiink be:

*(«) =

ahonnan

es

Ezekkel

vagy

A valtoz6kat szetvilasztjuk:

= uz

dv dz
-j- = Z + U — .
au du

— 4

da

Z2 + 3 2 — 4 M

vagy
3 2

-f —rZ- 1
5 — = 0.

u
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Ezt integralva, adodik:

3 In I z - 1 | + 2 In \z + 4 | + 5 In j a \ C,

vagy
(z - I)3 (z + 4)2 a6 = c.

Ebbol
(v - a)3 (v + 4 a)2 = c.

Visszaterve az eredeti valtoz6kra

(y - x - 4)3 (y + 4 x + I)2 = C.

Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa,

6. Oldjuk meg az
, x — 2 jMh_3_

•differencialegyenletet.
tJj ismeretlen fuggvenyt vezetiink be:

Ezzel

dv _ i
dx~

vagyis

dw - 1 + 2~ +
2v 4- 5 '

vagy
dv 4 v + 11
dx ~ 2 v + 5

A valtozokat sze"tvalasztva es mindket oldalt 8-cal megszorozva, lesz:

J4 - 4™ji dv = 8dx.

Ezt integralva, adodik:

4 v — In i 4 v + 11 | = 8 x — C,
•vagy

8x — 4 v + In ' 4 v + 11 = C. "

Visszaterve az eredeti valtozokra:

4x + 8>> + l n ! 4 x — 8 y + l l l = C .

Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa.
"6. Oldjuk meg az

(1 + x2 y + x4 yz) y' + 2 x3 >>3 = 0
differencialegyenletet.
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Ezt fgy is irhatjuk:

dy + x2ydy + x*y*dy + 2 x*y* dx = 0.

Az egyes tagok dimenzioja:

n, 2 + 2 n, 4 + 3 n, 4 + 3 n.

Ha a dimenzi6k azonosak, akkor pi.

n = 2 + 2 n,
azaz

n= -2

kell, hogy legyen. Ezzel az egyes tagok dimenzioja:

-2, 2 - 4 = - 2 , 4 -6=-2 , 4-6 = -2.
t

Tehat tij ismeretlen ftiggvenyt vezethetiink be:

vagyis i
11 — (v -f- 01
" — X2 \ -f- "-M»

es igy
rfw 2 i> rfx

Behelyettesitve a differeacialegyenletbe es az osszevonasokat elvegezve:

x (v2 + v + 1) dv - 2 (v2 + v)dx = 0.

A valtozokat szetvalasztva:

ndx
x] v v + 1

v r£ 0, v + 1 -£ 0, azaz >> =£ 0,
. A /

Mindket oldalt integraljuk:

v + In | v | - In | v + I | = In x3 + In | C | (C -^ 0),
vagy

i; e" = C x2 (v + 1).

Visszaterve az eredeti valtozokra:

vagy
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A differencialegyenletnek meg ket kozonseges megoldasa is van: y = 0 e"s

y = -- - . Az elso benne foglaltatik a kapott altalanos megoldasban, ha a C 9^ 0- .

•megszoritastol eltekintiink.
7. Egy gorbet a kovetkezo erintoszerkesztes jellemez: A gorbe P(x,y) pontjat
osszekotjiik az orig6val; erre az OP egyenesre merolegest rajzolunkP-ben. Ez a merole-
ges R pontban metszi az x tengelyt. Ha most a PR tavolsagnak az x .tengelyen Iev6
QR vettiletet az origobol ramerjiik az x tengelynek ugyanarra az oldalara, amelyik
•oldalon Q es R van, nyerjtik az 5 pontot (O5 = QR)- A.zSP egyenes a gorbe P ponthoz
tartoz6 erintoje. Hatarozzuk meg a gorbe egyenletet.

Az OPR derekszogu haromszogbol lathatoan PQ mertani kozeparanyosa az OQ,
•QR tavolsagoknak, vagyis

De akkor

QR = y- (20. abra).

SQ = x - ^- •
x

Masreszt

P * ,/ *. ^

20. dbro x „

vagyis a keresett gorbe differencialegyenlete:

y

Ez pedig homogen differencialegyenlet.
Uj ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be:

Ezzel

vagy
a3

u x =
l-«2 *

A valtoz6kat szetvalasztva:
1 - a2 , dx

• : du = •
a3 x
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Ebbol, integralassal adodik:

_ _L _ ln | u | = ln j x | _ ln | C |,

vagy visszairva az eredeti valtozokat:

— - -g — In | y I + In | x | = In | x | — In j C |.

Ebbol

(C & 0),

vagy vegeredmenyben:

x =

8. Hatarozzuk meg azt, hogy milyen meridiangorbeVel rendelkezik az a forgds-
feltilet alaku tiikor, amelyik a forgastengellyel parhuzamosan erkezo fenysugarakat
visszaverve, egy pontba gyujti.

Valasszuk a koprdinata-rendszert ligy, hogy
az x tengely legyen a forgastengely es az orig6 a
visszavert sugarak talalkozasi pontja. A keresett
gorbet az y = y(x) fiiggveny hatarozza meg
{21. abra).

Legyen a meridiangorbe egy pontja P es a
gorbe e pontbeli erintSje PJ?.

A fenysugarak visszaverodesi torv^nye alap-
jan, a beesd fenysugar is az e"rinto altal bezart
szog egyenlo a visszavert sugar es az eririto altal
bezart szoggel (a). Ugyanekkora az e"rinto iranyszoge. Igy az OPR A egyenlo szarti,
azaz

o » a

21. dbra

\t

y'=*
A keresett gorbet tehat az

OP = OR =.]/x2 + y\ y

V ~
OR+ OQ x+Vx*+y*

y
x+ 1/x2 + y3

differencialegyenlet hatarozza meg.
Szorozzuk meg a jobb oldal szamlalojat 6s nevezoj^t ( — x + fxa +y2)-tel;

— x + ]/x2 + y2

vagy

y_
X
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tlj ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be: a = - . Ekkot

-1 + yrr^f
a x + a = ,

vagy

a'x= -

A valtoz6kat szetvalasztva:

a2-|/T+~a2

a rfu dx

1 + a2 - Yl + a2 *

Mindket oldalt integraljuk:

udu _ i x

ahol p az integralasi allando. A baloldali integralt a = tg <p helyettesitessel szamfthat-
juk ki. Ekkor

1
cos2 93

+ a2 = es du = —„— dcp lesz.
COS (p rnd r- 'COS"1

r u — r tg f *p — r sm f ^ v
J 1 + a2 — yi + u2 J 1 — cos 9s J (1 — cos <p) cos 9s

. . I COS 03
sin m dq> = — In r—

1 — cos ipJhcos <p cos <p

A differencialegyenlet megoldasa:

iIn i
cos

=ln

vagy

Polarkoordinatakban:

, — - —
1 — cos cp |

cos <p _ x
1 — cos <p p

p cos <p
1 — cos 9

= r cos qr>,

vagy

r =
1 — cosip

Ez pedig egy olyan parabola egyenlete, amelynek a fokusza az origoban van
A keresett tulajdonsagti tiikor tehat forgasi paraboloid alakii.
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9. A 22. abra egy optikai lencse keresztmetszetet mutatja. Ez a homorti oldaian
egy gombfeliilet, domborti oldalan pedig egy forgasfelulet egy darabjabol all. A forgas-
felulet forgastengelye illeszkedik a gomb-
feliilet kozeppontjara. Az a kerdes, hogy
milyennek kell megvalasztani a forgasfelii-
letet ahhoz, hogy a tengellyel parhuzamo-
san jo vo (egyszinu) fenysugarak, melyek a
forgasfelulet oldalarol esnek a lencsere,
ugy torjenek meg, hogy a gombfeliiletre
merolegesen erkezzenek, es igy azon tores
nelktil athaladva, a gombfeltilet kozeppont-
jaban talalkozzanak.

Helyezsiik el a koordinata-rendszert
ugy, hogy az orig6 legyen a gombfeliilet
kozeppontja es az x tengely a forgastengely
(a lencse optikai tengelye). Egy, a tengellyel
parhuzamosan jovo fenysugar P-ben erkezik
a lencse domboru oldaldra. P koordinatai
x es y. A PR egyenes a forgasfelulet y = /(x) egyenletu meridiangorbejenek a normd-
lisa. A megtort fenysugar utja PO. A B szog a beesesi szog, y pedig a toresi szog. Snel-
lius es Descartes torvenye szerint sin B : sin y az un. tore'smutato : n (pi. ha a feny-
sugar levegobol jut iivegbe, n = 1,5).

Legyen n-nek a reciproka c es igy:

sin y = c sin B,

ahol c < 1. Az RQ tavolsag a szubnormalis hossza (figyelemmel arra, hogyy' < 0 ):

/?Q=-yy'.
igy

OR = x + yy'.

Mivel tovabba sin 5 = sin 8, azert a szinusztetel alapjan:

OR : OP = (x + y y') : -f ]f x2 + y2 = sin 5

vagyis a meridiangorbet meghatarozo differencialegyenlet:

= c,

y =
- x + c

Ez pedig egy homogen (fokszamu) differencialegyenlet.
Ha az elozo peldahoz hasonloan jarunk el es ugyanugy polarkoordinatakat veze-

tiink be, a meridiangorbe egyenletere ezt kapjuk:

1 — c cos cp

Ez pedig egy olyan ellipszis egyenlete, amelynek O az egyik fokusza es c ? numerikus
excentricitasa (p az integralasi allando).
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Feladatok

a) Gyakorlo I a) y ' = f(a x + b y + c)
feladatok

1. y' = (y - x)2. 2. y' = (3 X + 4y)2.

3. (x — y)2 y' = a2. Itt a = alland6. 4. y' = cos (x -\- y).

5. x cps y dy + (2 sin y — 3 x) dx = 0. Alkalmazzuk elobb a sin y ~ t helyet-
tesitdst.

6. y' = (x - y)2 + 1. 7. y' = sin (x - y).

s. ' = * 2. 9. y =

22.

10. y' = J; - 2x.

fv\ (fokszdmu) differencidlegyenletek: y' —f\-\.
_ \J

1. (x + y) d x + (y - x) dy = 0. 2. x dy - y cfx = ]Ax2 + y2 dx.

3. (8y + 10 x) dx + (5y + 7x) dy = 0. 4. (x2 — 2y2) dx + 2 xy dy = 0.

5. (x2+y2)dx = 2xydy. 6. (2]Axy -y) <Zx + x dy = 0.

7. (x — y) dx + x dy = 0. 8. x • cos — >>' = y • cos^ — x .
X X

y y9. x • cos - (y dx + x dy) — y • sin - (x dy — y dx}.
X X

10. 2x2dy + (y 2 -2xy-x 20dx = 0. 11. (x - y) dx - 2 x dy = 0.

12. (x + 4y) dy -f 3 y dx = 0. 13, y2 dx - (x2 + 2 xy) dy = 0.
14. (x2-y2)dx + 2xydy = 0. 15. (y2 - xy - x2) dx + x2 dy = 0.

16. (3xy-2x 2 )y ' + x y - 2 y 2 = 0. 17. 2 x«y' + x3 - x2y = 0.
18. (x2y + 2y3) dx - (2 x3 + 3 xy2) dy = 0.
19. (x2y - xy2 + y3) dx + (x3 + x2 y + xy2) dy = 0.
20. (x2 - 4 xy - y2) dx - (y2 + 2 xy + 2 x2) dy = 0.

21. y2 dx + (x |/y2 - x2 - xy) dy = 0.

y • sin x • cos - dy + y • cos - dx = 0.

23. [x e" + y ' dx = x dy.

24. (2 x3 - 135 y3) dx + 81xy2 dy = 0.

26. (x2 -f ys) y' = x y.
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27.

29.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

38.

40.

1.

2.
3.
4.
5.

8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
18.
19.
20.

(x2-2xy—y2)yr = xz + 2xy — y2. 28. (x2 + 2 xy)y' = y* - 2 xy.

x (x2 - 6 /) dy = 4y(x2 + 3 y2) dx. 30. y — xy' = ]fx2T72.

x2 j> rfx - (x3 + a y3) rfy = 0. Itt a = allando.

x (x — ay) j>' = y (y — a x). Itt a = allando.

(x2 + xy + a y2) y' = a x2 + xy + y2. Itt a = alland6.

x (x + y) dy = (x2 + y2) dx.

x(x2 + axy+y2)y' = y (x2 + b xy + y2). Itt a is b alland6k.

37." ' = - 2(x + y)2y' = x* — 2xy + 5y2.

yx dy — y dx = x • tg rfx. 39.

xy = y — x cos;

( - } *\xy ev + y2) dx — x2 e>' = 0.

x2 dx = x dy — y dx.

(2 x + y + 1) dx + (4 x
(2 y + x + 1) dx = (2 x
(7 y + x + 2) dx = (3 x

7. (3y~ x)y' = 3x-' (y + x - I)2 '
(x - 5y + 5) dx + (5 x — y + 1) dy = 0.
(9x + 2y + 19) X = 2x + 6y — 18.

(9 x + 21 y + 3) y' = 7 x — 5 y -f 45.

(8 x + 7 + 25) dx + (7 x - 16^ + 140) dy = 0.

(y + a x + b) y' — y + a x — b. Itt a es b alland6.
x2y' = (2x — y+ I)2.
(x + y + a + b)2 y' = 2 (y + a)2. Itt a es J allando.
(x - y)2y' = (x-y+ I)2. 17. (x + y)2 y' = (x + y + 2)2

(3 x - y - 1) dx + (x - 3 y + 5) dy = 0.
(x + y - 1) dx + (2 x + 2 j; - 3) rfy = 0.
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d) Homogen ,,dimenzidju" differencidlegyenletek

1. (1 - xy2) dx - 2 x2 y dy = 0. 2. (2y2 - 3 x) dx+ 2 xy dy = 0.

3. (/-3x2j;)rfx + x3dy = 0. 4. (1 - x2 y) y' + st xy2 = 0.

5. (x + 2x*y)dy + (2 y + 3 x /) <fx = 0.

6. (x2 - 2 y3) dx + 3 x y2 <fy = 0. 7. y y' = a - ^ . Itt a = allando.

10.

12. (x - y2) dx - 4 xy dy = 0. 13. (2 xy2 - y) dx + x dy = 0.

14. (2-xzy)dy-2xy*dx = Q. , 15. x

b) Vegyes feladatok | i. Keressuk azon gorbeket, melyeknel valamely P (x, y)
pontnak az origot61 valo tavolsaga ugyanakkora, mint

amekkora darabot a P ponthoz tartozo erinto az y tengelybol lemetsz.

2. Keressuk azon gorbeket, melyeknel valamely P (x, y) ponthoz tartozo szub-
normalis ugyanakkora, mint amekkora darabot a P (x, y) ponthoz tartozo erinto az y
tengelybol kimetsz.

3. Hatarozzuk meg azokat a gorbeket, amelyeknel az y tengely, az erinto es a kezdo-
pontbol az erintesi pontba huzott radiuszvektor kozotti haromszog egyenloszani
haromszdg.

4. Hatarozzuk meg mindazon gorbeket, amelyeknek barmelyik pontjahoz tartoz6
erintoje meroleges arra az origob61 kiindu!6 felsugarra, amelyik az x tengellyel ketszer
akkora szoget zar be, mint a gorbeponthoz tartoz6 radiuszvektor.

5. Hatarozzuk meg mindazon gorbeket, amelyeknek barmelyik pontjahoz tartozo
erintonek az y tengelyen levo pontjat a gorbepont x tengelyen levo vetiileti pontjaval
osszekotve, egy, a gorbeponthoz tartozo radiuszvektorra meroleges egyenest kapunk,

6. Hatarozzuk meg mindazon gorbeket, amelyeknek az y tengellyel valo metszes-
y

pontjahoz es egy tetszes szerinti P (x, y) pontjahoz tartoz6 erintoi a f = abszcisszaju
n

pontban metszik egymast. A kezdeti feltetelek (y0 es y'(1) legyenek adottak.

7. Hatarozzuk meg, hogy egy si'k-domboru optikai lencse domboru oldala milyen
meridiangorbeju forgasfeliilet alakti, ha az optikai tengellyel parhuzamosan a sikra es6
fenysugarak a lencse domboru oldalan ttiljutva egy ponton mennek keresztiil.
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3. §. Elsorcndfi linearis es erre visszavezetheto differencialegyenletek

Az altalanos alak

a(x)y' + b(x)y = 0

a) Homog£n linearis
differencial-
egyenlet:
y'+g(x)y = 0

volna, ha azonban a(x) -/^ 0 (az a (x) = 0 esetet mint a
differencialegyenlet szempontjabol erdektelent, kirekeszt-

hetjiik), a(x)-szel vegigosztva, a differencialegyenlet mindig igy irhato:

Itt g(x) adott, es az a < x < y3 intervallumban folytonos fuggveny.
Ez a differencialegyenlet a valtozok szetvalasztasaval, kvadratliraval megoldhat6.
A valtozokat szetvalasztva (y -^ 0):

^ = - g(x) dx,

es integralva:

Vagy innen

A differencialegyenletnek y = 0 is megoldasa, megpedig regularis (kozonseges)
megoldasa. tJgy, hogy ha a C = 0 esetet is megengedjiik, a differencialegyenlet
altalanos megoldasa:

V =

b) Alland6 egyutt-
hatojii homogen
linearis differen-
cialegyenlet:
y' + a y = 0

A differencialegyenlet altalanos megoldasa mindig y=
alaku, ahol A a differencialegyenlethez tartozo, un. karak-
terisztikus egyenlet gyoke:

azaz
A + a = 0,

A = -a.
Tehat az altalanos megoldds:

c) Inhomogen
linearis differen-
cialegyenlet:
»' + y

h(x)

dig igy irhato:

Az altalanos alak

a(x)y'+ b(x)y=f(x) [/W^O]

volna, ha azonban a(x) -/=. 0 (az a(x) ̂  0 esetet mint a
differencialegyenlet szempontjab61 erdektelent kirekeszt-
hetjiik), a(x)-szel vegigosztva, a differencialegyenlet min-

y' + s(x) y = h(x),
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Itt g(x) is h(x) adott, es az a < x < ft intervallumban folytonos fiiggvenyek,
a) A differencialegyenlet altalanos megoldasa ket fiiggveny osszegekent ad6dikr

y = Y + yot

ahol Y az adott differencialegyenlethez tartozo,

Y' + *M Y = 0

homogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa, j>0 pedig az inhomogen
linearis differencialegyenletnek egy partikularis megoldasa.

Az adott differencialegyenlethez tartozo homogen linearis differencialegyenlet
altalanos megoldasa (az elozo a) pont szerint) :

(Itt Y! a homogen linearis differencialegyenietnek egy partikularis, a C = 1 6rtekhez
tartozo megoldasa.)

Az inhomogen linearis differencialegyenlet y0 partikularis megoldasa az tin.
allando varidldsdnak modszerevel szamithat6. E m6dszer lenyege abban all, hogy fel-
tessziik azt, hogyy0 ugyariolyan szerkezetu, mint Y, csak a benne szereplo C allandot
,,varialjuk", valtoz6nak tekintjiik, azaz

y0 = C(X) Yl = CW r^**".

Ez valdban megoldasa az inhomogen linearis differencialegyenletnek, ha azt x-ben
azonosan kielegiti, azaz ha fennall:

- CCx) gM e + C(x) r f x ) = h(X),

vagyis, ha

Ebbol
dC(x) , . \g(x)dx-dT = h(x)e '

vagy integralva:

(Itt integralasi allandot nem kell kiirni, mert ugyis csak egy partikularis meg-
oldasra van sziiksegiink, vagyis feltehetjiik, hogy az integralasi allando erteke eppen 0.)>

Ezzel

y0
r 1.1 \)a* , -j^*)"**= \ e j dx • e J

Vegeredmenyben az inhomogen linearis differencialegyenlet altalanos meg~
olddsa:

^ , (= JC+J
,

dx c
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P) Ugyanerre az eredmenyre jutunk, ha abb6l indulunk ki, hogy az

y' + s(x) y = h(x)
inhomogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa ket, egyelore ismeretlen
fiiggveny szcrzata (mindketto x-nek a fiiggvenye):

y = u '• v.
Ekkor

y' — u v' + u.' v,

is a differencialegyenletbe behelyettesitve, lesz:

u v' + u'v + g(x) uv = h(x),
vagy atrendezve:

« ["' + S ( x ) v ] + [v u' - A(x)] = 0.

Ez az egyenlet nyilvanvaldan x-ben azonosan fennall, ha mindket tagja kiilon-
ktilon zerus, azaz ha

- , v' '+ g(x) v = 0
es

v u' - h(x) = 0.

Az elsobol — az integralasi allandot elhagyva — :

s ha ezt a masodikba behelyettesitjiik, akkor abb61 most mar 32 integralasi allandot is
kiilon kiirva:

Igy a differencialegyenlet altalanos megoldasa:

(_ , f ,. . J *(*><** , ) -\g(*)dx
y = u v = {C + j h(x) e j dx> e J

d) Alland6 egytitt-
hatojti inhomo-
gen linearis
differencial-
egyenlet specia-
lis ktilso taggal
(megoldas
kiserletezo

Bizonyos specialis esetekben, ha az y' + ay = ft(x),
allando egyiitthat6ju inhomogen. linearis differencial-
egyenlet inhomogeneitasat okozd h(x) fiiggveny az alab-
biak koziil valamelyik:

1. A(x) = an xn + a n _j x""1 + ... + az x2 + ax x + aw

azaz n-ed fokti polinom,
2. h(x) = ak e*x, azaz exponencialis fiiggveny,
3. h(x) = ak cos k x, vagy h(x) = ak sin k x,

vagy ezek linearis kombinaci6ja, tehat altalaban

(an x" + an_i x"-1 + •.. + az x2 + % x + a0) e™ cos/3& x, .

(bm xm + bm_! xm"L + ... + &£ x2 + &! x + 60) eV sin 6A x
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alaku tagok osszege, akkor az allando varialasanak modszeret elkeriilhetjiik tigy, hogy
az inhomogen differencialegyenlet egy partikularis megoldasat kiserletkeppen ugyan-
olyan alakii fiiggveny alakjaban keressiik (Ansatz), mint amilyen alaku ez az inhomo-
geneitast okozo h(x) fiiggveny, csak hatarozatlan egyiitthat6kat valasztunk. Ezeket a
hatarozatlan egyiitthatokat — a differencialegyenletbe valo behelyettesites es a meg-
felelo tagok egytitthatoinak osszehasonlitasa alapjan — eppen ligy hatarozzuk meg,
hogy a kiserletkeppen felvett fiiggveny az inhomogen egyenletet x-ben azonosan k<ele-
gitse.

Megjegyzendo, hogy abban az esetben, ha az inhomogeneitast okozo h(x) fiigg-
veny a fti(x), ft2(x), ... fiiggvenyek osszege, akkor megtehetjiik azt, hogy ktilon-kiilon
meghatarozzuk azon inhomogen linearis differencialegyenletek egy-egy partikularis
megoldasat, melyekben az inhomogeneitast okozo fiiggveny rendre h^x), h2(x), ...
Az igy nyert megoldasok osszege adja az eredeti differencialegyenlet egy partikularis
megoldasat.

Ha az elobb emlitett h^x), h2(x),... fiiggvenyek egyike, pi. hk(x) = e*-x, az adott
differencialegyenlethez tartozo homogen linearis differencialegyenletnek megoldasa,
akkor az ya = ak eXx kiserletezo felteves nem vezet celra. Ebben az esetben, a mecha-
nikabol vett ana!6gia alapjan azt mondjuk, hogy ,,rezonancia" all fenn (1. a IV-ben a
peldak koztil a 10-et). Ekkor kiserletkeppen az.v0 = ak x^"x ftiggvennyel pr6balkozha-
tunk, vagy a minden esetben celravezeto allando varialasanak modszeret alkalmazzuk.

Megjegyezziik meg, hogy ha h(x) — ah cos k x, vagy ak sin k x, akkor mindket
esetben az vn = A cos k x + B sin k x fti^arvennyel kell orobalkoznunk.

e) Bernoulli-tfele
differencial-

V + g* y
= h(x) y",

n = 1 vagy h(x) ^^ U eseten a differencialegyenlet linearis
volna, ezert ezt a ket esetet kizarjuk. Egyebkent g(x) es

££TVCtllc(*
h(x) adott, es az a < x < ft intervallumban folytonos fiigg-
venyek.
a) Ha feltessziik, hogy y-/^0, akkor y -nel vegigosztva,
lesz:

vagy
y~" y' + yl~n g(x) = h(x).

tJj ismeretlen fiiggvenyt vezettink be: •

uW = bW I1-",
ekkor

a' = (1 — n)y-ny'.

Ezeket behelyettesitve lesz: *

l~n a' + 8(x) u =

Ez pedig az u(x) ismeretlen fiiggvenyre egy iuhomoge'n linearis differencial-
egyenlet.
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Mivel ennek az altalanos megoldasa:

r* i /! •> f I., s U-")J*(*><'* , ) <n-l)Ux)d*C + (1 - n) J A(x) e J rfxj e J ,a =

ezert az eredeti differencialegyenlet dltaldnos megolddsa:

\r> , n ^[l.r^ (!-«>J*M<f* , I1""-.V = JC + (1 - n) J A.(x) e J dxj e

^3J Az j> = a • v helyettesitessel is ugyanerre az eredmenyre jutunk. (Itt u es v
x-nek egyelore ismeretlen fiiggvenyei.) Ekkor ugyanis

Ha most

vagyis

akkor marad

a v' + v [u' + g(x)u ] = un vn h(x).

— \g(x)dx
u = e J

dv ... (
— = h(x) e
v" '

Ebbol integralassal

vegiil

\- n)
J

Jacobi-ftle differencial-
egyenlet:

* + By) x + ax + by

szamlalot es nevezot x-szel:

d-n)J«(*)<!x
J

Az itt szereplo A, B, a, ft, a Is b egyiitt-
hatok megadott alland6k. Ez a differencial-
egyenlet alkalmas transzformaci6kkal Bernoulli-
f^le differencialegyenletre vezetheto vissza.
Feltessziik azt, hogy x ^£ 0, es elosztjuk a

y =
X +

x)

tjj ismeretlen fuggvenyt vezetiink be (mint a homogdn fokszamii differencial-
egyenletnel):

K6zonseg€s differencial egyenletek —
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Ekkor, mivel
y = u x es y' = u' x + u,

lesz

u'x + u — ——— . ,

es innen
, _ a + 03 — a) u — 6 u2

" X = (yl + -B«) x + a + bu '

Ha most a ket valtoz6 szerepet felcsereljiik es x-et tekintjuk ismefetlen fuggve'nynek,
u-t pedig fiiggetlen valtozonak, akkor lesz

a + 08 — a) u — 6 a2

Ez pedig egy Bernoulli-fele differencialegyenlet.
Megjegyzend$ meg az, hogy ha a szamlal6ban vagy a nevezoben, vagy esetleg

mindkettoben szerepel meg kiilon allando tag is, akkor alkalmas /

* ~ P (p es q allandok)

linearis transzformaci6val az (vagy azok) eltiintetheto (eltiintethetok).

Pelddk

1. Oldjuk meg az
y \

differencialegyenletet.
Ez egy inhomogen linearis differencialegyenlet.
Az ehhez tartozo homogen linearis differencialegyenlet:

y - - =o.
X

A valtoz6kat szetvalasztva es integralva, ebbol adodik:

Az inhomoge'n linearis differencialegyenlet egy partikularis megolddsat az allandd
varialasanak modszerevel az

y, = C(x)x
alakban keressiik. Ekkor

y'0 = C'(x)x + C.(x).

Behelyettesitve az adott differencialegyenletbe:

C '(x) x + G(x) - C(x) 1 = x2,
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azaz

ahonnan

tgy

= x,

x2

_x 3

y° - 2 '

es az inhomogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa:

y = Cx + ~ (23. abra).

Ugyanerre az eredmenyre jutunk,
ha feltessztik, hogy

y = u(x) !>(*)•

Ekkor ugyanis

y' = u'v + v'u,

s igy a differencialegyenletbe behelyette-
sitve, lesz:

+ (v u' — x2) = 0.

Ez az egyenlet nyilvanvaloan x-ben azono- c=-j ; (

san fennall, ha '

c-i

es
i; a' — x- = 0.

Az elsobol — az integralasi alland6t elhagyva —:

v — x,

s ezt a masodikba behelyettesitve:

dbra

vagy

innen pedig
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Vegeredmenyben az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa:

x3
-Cx + ~.

2. Oldjuk meg az
y' — 2 y = x2 + 2 e" sin x

differencialegyenletet.
Ez egy allandd egyiitthat6ju, inhomogen linearis differencialegyenlet, specialis

kiilso taggal.
Az ehhez tartoz6

homogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa:

y = c e2*.
Az inhomogen linearis differencialegyenlet egy partikularis megoldasat kiserle-

tezo felteve'ssel keressiik. Feltesszuk, hogy

y0 = a x2 + b x + c + A e* sin x + B e* cos x.
Ekkor,

y'0 = 2 a x + b + (A — B) ex sin x + (A + B) ex cos x.

Ezeket behelyettesitjiik az adott differencialegyenletbe:

— 2 a x2 + (2 a - 2 b) x + (b - 2 c) + (- A — B) e* sin x + (A - B) e* cos x ==

= x2 + 2 e* sin x.

Ha a kisdrletkeppen felvett fuggveny megoldasa a differencialegyenletnek,
akkor ennek^z azonossagnak minden x-re fenn kell allania. Deezcsakligy lehets^ges,
ha a k£t oldalon a megfelelo egytitthat6k egyenlok, azaz ha

- 2 a = I,
2 a - 2 b = 0,

ft - 2 c = 0,

Ebbol viszont:

A = - 1,

B = - 1.
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Tehat a keresett partikularis megoldas:

1 „ 1 . 1
ya = —- ̂  x* — 5- x — -— e* sm x — ex cos x.

£ £ 4

y = C e2* — — x2 — - x — -— e* sin x — e* cos x.
2i 2i 4

Ve'geredmenyben az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa J

y = (

3. Oldjuk meg az
y + 3y = 2 e~3*

differencialegyenletet.
Ez ismet egy alland6 egyiitthat6ju, inhomoge'n lineiris differencialegyenlet

specialis kiilso taggal.
Az ehhez tartoz6

Y' + 3 Y = 0

homogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Y = C e~3*.

Mivel az inhomogeneitast okozo 2 e~3x fiiggveny lathatoan megoldasa a homo-
gen linearis differenclalegyenletnek, ezert rezonancia esete all fenn, es kiserletkeppen
azt tessziik fel, hogy az inhomogen linearis differencialegyenlet egy partikularis meg-
oldasa

alaku. Ekkor lesz
y0 = a x e~3x

y'0 = a e~3x — 3a x e

is a differencialegyenletbe valo behelyettesitessel :

a e~3x — Sax e~3x + 3 a x e~3* = 2 e~3xt

azaz
a e~3x = 2 e~3x,

ahonnan kovetkezik, hogy
a = 2

kell legyen. Tehat
y0 = 2xe~3xt

es az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa r

y = (C + 2 x) e-3*.
4. Oldjuk meg az

differencialegyenletet.
Ez egy Bernoulli-fele differencialegyenlet.
Feltessziik, hogy y ̂  0 es ^8-nal vegigosztunk:

X 2
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ijj ismeretlen fiiggvenyt vezettink be:

Ekkor

vagyis

p = "" 2 "'•

A differencialegyenletbe behelyettesitve, nyerjuk:

1 , 2 1
- 2 U + * " = ? >

vagy
, 4 2

a -- u = -- ~ .
x x3

Ez mdr egy linearis differencialegyenlet. Ennek az altalanos megoldasa:

mivel u = -^ , nyilvan az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

-o o3 x2

5. Oldjuk meg az

(x — y) x + x + y

differencialegyenletet.
Oj ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be:

Ezzel a differencialegyenlet igy alakul:

(1 — a) xu — 1 — a
xu + a = (i— i)T + T+TT

vagy
, __ 1 + 2 u + a2 _

X " ~ ~ ( i_ H )*+fTa *
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A ket valtoz6 szerepet felcsereljiik: x(u) lesz az ismeretlen ftiggveny es u a. ftig-
getlen valtozd:

*f - ' = _ (1~H) * + fl + g) x
du X (1 + a)2

vagy
(1 + a)2 x' + (1 + a) x + (I - u) x2 = 0.

Ez egy Bernoulli-fele differencialegyenlet. Feltetelezziik azt, hogy x ̂ £ 0 es vegig-
osztunk x2-nel:

(1 + B)»^+(1 + B)I + (1_B) = 0.

Oj ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be:

-.-r = ^(a), s ezzel -, = — z'.
x(u) x2

Behelyettesitve:

(1 + u)2 ̂ ' - (1 + a) z = 1 - u.

Ez egy inhomogen linearis differencialegyenlet. A megfelelo homogen linearis
iifferencialegyenlet:

(1 + u)2 Z' - (1 + «) Z = 0.

Ennek az altalanos megoldasa:

Z = C (1 + n).

Az inhomogen linearis differencialegyenlet egy partikularis megoldasat az alland6
varialasanak modszerevel keressiik:

z0 = C(n) • (1 + a)
4 = C'(a) (1 + a) + C(B)

C'(H) (1 + «)3 + C(a) (1 + uY - C(a) (1 + a)2 = 1 - u,

azaz

Ebbol

vagyis

Az inhomogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat

.-ca^+.-.-i-.-ea^.
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Igy

vagy visszairva az eredeti valtozokat:

C xz + 2 C xy + C y2 + xy = x + y.

Ebbol y-t kifejezve:

vagy ha 5-̂  helyett fc-t irunk, az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

6. Kapcsoljunk egy R (Q) ohmos ellenallast is L (H) Snindukcio tenyezoju tekercset
sorbakotve tartalmaz6 dramkorbe t/0 cos a> t (volt) valtakozo fesziiltseget. (Itt U0 a

fesziiltseg csucserteke, <a (sec"1) a korfrekvencia, mely a
v (sec"1) frekvenciaval igy fiigg ossze: <o = 2 it v; es t (sec)
ielenti az idot.) Hatarozzuk meg az aramerosseget (amper)
az ido fuggvenyeben (24. abra).

Kirchhoff torvenye alapjan:

LT+Ri=U0cosa>t.
24. abra at

Ez egy inhomogen linearis differencialegyenlet, alland6 egyiitthat6kkal. A meg-
felelo homogen linearis differencialegyenlet:

Ennek az altalanos megoldasa:
_«,

/ = A e L .

(Itt A az integralasi alland6.)
Az inhcmogen linearis differencialegyenlet egy partikularis megoldasat

i'0 = a cos co t + 6 sin w t

alakban keresstik. Ekkor

dL
—• = — a K> sin ra t + b K> cos to t.
df

A differencialegyenletbe behelyettesitve:

(7? 6 — a L of) sin a> f + (R a + 6 L a>) cos « t = C70 cos « r.
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Mivel ennek minden t-re fenn kell allania, ezert

R a + L o b = U0.
Ebbol viszont

R
a ~

L(Q

Tehat az inhomogen linearis differencialegyenlet egy partikularis megoldasa:

coscot + U° sin(Bf'
Ezt meg igy is irhatjuk:

U0 ( R • Lea .
in — — -— == cos (o t + , __ = sin (B

Vagy ha bevezetjiik a
La

osszeftiggessel a <p szoget (25. abra), akkor

U K

z"o = ,7~^-^-5 cos (o ' ~ ?>)• 25. a&ra

Az inhomogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat

i = A e L + ,.— . ° „ cos (a> t - <p).

Az A integralasi allandd ^rt^ket a kezdeti feltetelekbol lehet meghatarozni, A be-
kapcsolas pillanataban, azaz a ( = 0 idopillanatban legyen i = 0. Tehat

rjn
0 = A + ,-7̂ ===== cos 9t

vagyis

A = -

fgy a kezdeti felteteleket is kielegito megoldas:

U0R - f« f/n
* ~~" _-n v o A « n
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Lathat6an az aramerosseg-ido fiiggveny ket reszbol all: egy az idoben abszolut ertek-
ben monoton csokkeno reszbol:

R* + L? co2

es egy tiszta periodikus reszbol:

cos (w t —

Az elso resz abszoliit erteke az idoben ugy csokken, mint az

e =

exponencialis fuggv^ny. Ez pedig, az -=- hanyadostol fiiggoen, gyorsabban vagy las-
LI

sabban, ndhany masodperc alatt gyakorlatilag nullara csokken. Tehat a bekapcsolastol
szamitott nehany masodperc mulva az aramerosseg szempontjabol ez a tag gyakorlati-
lag elhanyagolhat6.

Eppen ezert a bekapcsolas utan nehany masodperctol szamitva mar csak a maso-
dik tag lenyeges. Ez irja le az aramerosseget az ido fuggvenyeben, stacionarius alla-
potban:

zstac —

26. dbra

Ha peldaul

a fesziiltseg csucserteke:

az onindukcio tenyezoje:

az ohmos ellenallas:

a frekvencia:

COS I a) t — (p) = /„ cos (a> t — <p).

Ha C/0 jelentette a fesziiltseg csiicse'r-
teket, J0 jelenti az aramerosseg csucserte-
ket. Osszehasonlitva a fesziiltseg es a
stacionarius aramerosseg fiiggvenyet, lat-
juk, hogy mindketto ugyanakkora perio-
dusii koszinuszfiiggveny. Az aramerosseg
azonban <p-vel kesik a fesztiltseghez kepest.
<p jelenti a faziseltolas szoget. Idore atsza-
mitva, az aramerosseg

masodperccel kesik fazisban a fesziiltseghez
kepest (26. abra).

L

R

v

= 500 V;

= 0,0858 H;

= 3,43 £;

= 50/sec:
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akkor

a korfrekvenciat

az aramkor induktiv ellenallasa
(reaktanciaja):

az aramkor latszolagos ellenallasa
(impedanciaja):

a stacionarius aramerosseg csiics-
erteke:

a faziseltolas szoge:

a stacionarius aramerosseg fazisanak
a fesziiltseghez viszonyitott
kesese, idoben: t

D

Mivel az j- arany igen nagy:

CD = 2 n v = 314/sec;

Lea = 26,9 £3;

^2 = 27,11

«p = Arctg ̂  ft* 1,45 = 82° 43'j

o>
0,0046 sec.

az aramer&seg elenyeezo resze:

W- + L2 <B2

igen gyorsan tart a 0-hoz. t = 0-nal az erteke 18,16 A; t = 0,1 sec-nal ez a kezdeti
ertek kb. 0,33 A-re, 0,15 sec-nal pedig mar kb. 0,045 A-re csokken, ugyhogy ettol
kezdve gyakorlatilag marcsakaz aramerosseg stacionarius resze jatszik szerepet. Ne"hany
valtakozas utan tehat beall
a stacionarius allapot (27.
abra).
7. Vizsgaljuk valamely
radioaktiv elem bomldsdt (1.
m<£g az I. 1. § 12. peldat).

Ha feltesszuk, hogy
minden radioaktiv atomra
nezve van egy bizonyos
va!6szinusege annak, hogy
az atommag egy masodperc
alatt felbomlik, s hogy
ez a valoszinuseg allando,
ugyanakkora az adott elem
osszes atomjaira nezve,
akkor a radioaktiv bomlas
torvenyet konnyen meg tud- 27. dbra
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juk hatarozni. Jeloljiik ezt a bomlasi val6szinuseget A-val. Tehat a rendelkezesre al!6
N szamti radioaktiv atom koziil egy masodperc alatt felbomlik A Wszamuatom. Mas-

dN
rdszt az adott elem atomjai szamanak csokkenese az iddegysegben: -- -j- . Tehat

fennall

^= -AAT.
dt

Innen a valtoz6k szetvalasztasa es integrates utan adodik:

N = N0 6-".

Az N0 integralasi alland6 jelenti a t = 0 idopontban levo radioaktiv atomok
szamat.

A bomlasi sebesseget A helyett inkabb a T felezesi idovel szokas jellemezni. Ez
azt az idot jelenti, ami alatt az aktiv atomok szama felere csokken. A ds T kozott — a
bomlasi torveny alapjan — konnyfi osszefuggest talalni. A felezesi ido eltelteVel ugyanis,
azaz amikor t = T,

azaz

N

Ebbol viszont
— In 2 = - A r,

azaz
In 2 ̂ 0^693
"A ~ A '

vagy
, In 2 0,693
A = ~'

T T '

Az iment levezetett bomlasi torveny szerint bomlik fel valamely, a t = 0 ido-
pontban N0 szamti atomot tartalmazo, radioaktiv elembol all6 test, t masodperc
mtilva N = N0 e~Xt atom marad az eredeti elembol. Felteheto, hogy a bomlas ered-
menyekent keletkezo elem maga is radioaktiv, tehat valamely Aj bomlasi allandoval
jellemezheto bomlasnak, van alavetve. Ha m(t) jelenti a masodik elem t idopontban
levo atomjainak szamat, akkor ebbol a masodik elembol minden masodpercben Aj m
szamti elem bomlik fel. Igy fennall:

-j- = A N — A! m = A N0 eru — Aj m,

vagyis
dm
-jt + i m — 0 e .
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Ez az m(t) ismeretlen fiiggve'nyre vonatkoz6an egy inhomoge'n linearis differen-
cialegyenlet, alland6 egyiitthat6kkal. A hozzatartozo homogen linearis differencial-
egyenlet:

Ennek az altalanos megoldasa:

Az inhomoge'n linearis differencialegyenlet egy partikularis megolddsat (Ax ̂  A)

alakban keressiik. Ekkor
m0 = A e~

is a differencialegyenletbe behelyettesitve:

(-X'^+A,^)e-" = A

Ebbol viszont kovetkezik, hogy

(Aj - A) A = A NO,
azaz

tgy az inhomogen linearis differencialegyenlet egy partikularis megoldasa:

*^o »
m» = ̂ fx- «-"'

ds az altalanos megoldas:

i i.Aj — A

Ha a t = 0 idopontban m — 0, akkor

C — —
I - A '

es fgy az ehhez a kezdeti feltetelhez tartoz6 partikularis megoldas:

Ha peldaul a kiindulo anyag 2V0 = 108 atomot tartalmaz6 radium, amelynek
felezesi ideje T = 1580 ev, mellyel

1 5 8 0 8 6 1 0 0
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a radium bomlasaval radiumemanaci6 keletkezik, melynek felezesi ideje Tl = 3,82
nap, mellyel

akkor t = 1 nap = 86 400 masodperc miilva lesz

1 4- • 10~u • Ifl6
m — - _ ' _ (e~l£ • 8640° ' 10-" _e-2,l • 86400 .

2,1 • 10-6 - 1,4 • 10-" l

<^s 6,043 • 0,1649 ?« 1 atom radiumemanaci6.

Feladatok

a) Gyakorld > a) Linedris differencidlegyenletek
feladatok

1. y'-xy = x3. 2. y' - - - = (x + I)8.
X ~\~ 1

3. y' ~CLy = ilL_ , Itt a = allando.

4. x (1 - x2) dy + (2 x2 - 1) y dx = a x3 dx. Itt a = allando.
xydx adx

5. dy -- — — = — - — 2 . Itt a = alland6.
1 + x2 1 + x2

6. y' cos x + y sin x = 1. 7. Qy' + y cosx = ^ sin 2 x.
4&

8. y' — - y = gt xnf Itt „ = £Uand6.

9. y' + - y = — . Itt a es n megadott allandok.
X X

10. y'+y = e-\ 11. / + . 1 C ) = = 1 .

12. xy'-(l +x)y =.x2-x3. 13. xy'-3; = x3+l.

14. x/+j; = x l n | x | . 15. (x + 1) y' - y = 3 x* + 4x».
16. (x2 + a) y' - x y = a. Itt a = allando.

17. (1 - x2) j>' - xy = 1. 18. (1 — x2) ;>' - y = 1 - x2.

19. (1 +x*)y' + xy = 3x3. 20. (2 xy' + y) l/T+7 = 1 + 2 x.

21. 1/TTx2 • y' + y = 2 x. 22. 2 x(x - I)/ + (2x- l)y = x.
23. x2y' + xy = x2 + x + 1.

24. 2(x2

25. (x2
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26. x (1 - x2) y' + (2 x2 - 1) y = x3 - x5.

27. (1 +x2)y' + 2xy = tgx.

28. 2 (1 - x2) y' - (1 + x) y = f 1 - x2.

29. 2 (1 - x) y' - y = 4 x j/i - x.

31. xy' + 2y = sinx. • 32, y' cos x + y sin x — cos2 x = 0

33. y' + y tg x = sin 2 x.

34. y' sin x • cos3 x -f y cos 2 x • cos2 x = 1.

35. y' + y cos x = -^ sin 2 x. 36. y' sin x — y cos x -^e* sin2 x.

37. y '-y = x+sinx. 38, - y' =y tg 2 x + 1 + —L-̂  .

39. y' + 2 y = x2 + 3 ch x. 40. y' cos x + y sin x = 1 + tg x.

41. y' +y thx = 6e2*. 42, y' sin2x — y tgx = tg x — tgsx.

43. y' cos x — 3 y sin x = ctg x.

1
45. v' tg x + y = sin 3 x + .. .

47. (1 - x2) y' + xy = x arc sin x + (1 - x) ]/l -

48. x (1 + x) X + (1 - x - x2) y = (1 + x) (x2 - 1).

49. xy' + 2y = x4. 50. (1+r2) dx— (xy + y+ya)dy = 0
51. / _ y = e<. 52, xy' + 2y = 3x.

53, v rfx + (2 x - 3 y) rfy = 0. 54. y rfx = (2 x + 2 y4) dy.

55. x rfy = (x3 - y) rfx. 56. (x + I)2/ + 3 (x + 1) y = 2.

57. y'tgx-2j, = 2a. Itt a = allando. 58. x2y' + ( 2 x + x2)y = 1.

59. x2rfy = (4 — 3x— 3 x y) dx. 60. xy' + y (x ctg x + 1) = ctgx.

61. y (y - 1) dr + (x - y2) dy = 0. 62. y2 dx = (3 - 2 xy) dy.

63. cosy • dx + (x + sin y — 1) dy = 0. 64. (1 — 2 xy) dy = (y2 — 1) dx.

65. (y 2 _6x)y ' + 2y = 0. 66. (x - 2 x-y - y2)y' + y2 = 0.

67. xy' + 2y = 3 x. Kezdeti feltetel: y (0) = 0.

68. y' + y cos x = sin x • cos x. Kezdeti feltetel: y (0) = 1.

69. (1 - x2)y' + xy = 1. Kezdeti feltetel: y (0) = 1.

70. v' + x*y = x2. Kezdeti feltetel: y (2) = 1.

71. y' + y- + e* = 0. Kezdeti feltetel: y (1) = 0.
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72. y' + y = e~x. 73, y' — 4y = xsinx.

74. y' + 2 y = x2 e\. y' + 3 y = e"3* sin x.
76. y' — 2y = e2x cos x — e2* sin x, 77. y' — 4 y = x3 — x.
78. y' -5y = 2xe5x.

79. y' + 3 y = x" e~3*. Itt n pozitiv egesz szam.

80. y' — y = x2 ex cos x.

fi) Bernoulli-fele differencidlegyenletek

2. y' + - == ay2 In x. Itt a = allandd. 3. y' + xy —

4. (1 - x2) y' - xy = a xy2. Itt a = allandd.

5. 3 y2 y' — a y3 = x + 1. Itt a = alland6.

6. (y In x — 1) y dx = x dy.
7. y — y' cos x = y2 (1 — sin x) cos x.

8. y' — = 5x2jA 9. xy' = 4y — 4 ]/y.

2 x3 — 1
10. 2xy ' -y = 11. x y ' = y + 2xy2.

12. (1+ x2)y'+ xy = xy2. 13. x«y '= 2 x2y + y3.

14. xy '+ y =y2 In | x . 15. x y ' + y = xy3.

16. x2y' - f x y + fy = 0. 17. 3 x y ' - 2 y = xy4,

18. y' cosx +y sin x + y3 = 0. 19. y' + 2y = 2xy^

20. 2 (1+x)yy '+ 2x-3x 2 +y 2 = 0. 21. xdy + (xy - y - y2) dx = 0.
22. x2y' - y2 = 2 xy. 23. y dx + (x2y4 - 3x) dy = 0.

24. y dx = x (xy — 1) dy. 25. (y2 — x j;) dx + x2 dy = 0.
26. (2xy 3~y)dx + 2xdy = 0. 27, (x2-l)dy-y (2x- 3y) dx = 0.

28. 2 cos y • dx — (x sin y — x3) dy = 0.

29. y' = - — xy2. 30. xy' + y = y2 In x.

y) Jacobi-fele differencidlegyenletek

, . a (x + y) y — x — 3 y _ ... .,
I. y = —. , \^ • Itt a = alland6.a ( x + y ) x + 2y
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2 v' = (x + y-Vy-x + y-i
y (x+y- i)x + x - y ~ l *

3 V' = (

4

5 , = (7 x + 5y) y + U x + 13 y + 6
^ "(7x + 5 y ) x - 4 x - 5 y - 3 '

6 , _ _ 5 ( x + y)j ;-7x + 8y-5
7 5(x + y)x + 7x- 8y '

=
* (* _ y ) * _ y + f *

frj Vegyes feladatok | 1. Hatarozzuk meg azt a gorbe't, amelynel az X = 0,
y = 0, x = f egyenesek is a gorbe koze zart idom siily-

3
pontjanak abszcisszaja egyenlo — f-vel.

2. A 2 xy' — y == 1,5 x2 differencialegyenlet mtegralgorb^i koziil hatarozzuk meg
azt, amelyiknek az x = 1 abszcisszaju pontjaban az erintomereJeksege 1.

3. Hatarozzuk meg mindazon gorbeket, melyeknel a (0,0) es (x,y) pontokhoz
2 2

tartozo erintok metszespontja a — x, — y pont.

4. Egy gorbet a kovetkezo erintoszerkesztes jellemez: a P (x, y) pontbeli eiintot
megkapjuk, ha a (2 x, 0) pontot P-vel osszekotjtik. Hatarozzuk meg a gorbe egyenlet^t.

5. Egy gorbe P (x, y) pontjanak abszcisszajat osszuk fel n egyenlo reszre es kosstik
ossze a gorbepontot a legkozelebbi osztasponttal. Mi a gorbe egyenlete, ha az elobbi
szerkesztessel kapott egyenes a gorbe erintoje?

6. Az (x, y) sikban adva van az x = a, y = 0 rogzitett pont. Ha ezen a ponton
keresztiil egy parhuzamos egyenest huzunk egy gorbe tetszoleges erintojevel, akkor a
koordinata-tengelyek es ezen egyenes altal bezart haromszog teriilete egyenlo annak a
derekszogu negyszognek a teriiletevel, amelynek ket meroleges oldala a gorbe kivalasz-
tott pontjanak ket koordinataja. Mi a gorbe egyenlete?

7. A gorbe P (x, y) pontjahoz tartozo normalis N pontban metszi az x tengelyt.
Mely gorbeknel lesz a P^V tavolsag felezopontja az y2 = a x^arabolan?

8. A gorbe P (x, y) pontjahoz tartozo erinto T pontban metszi az y tengelyt.
A P vetiilete az x tengelyen Q, O a koordinata-rendszer kezdopontja. Mely gorbeknel
lesz az OQPT trapez teriilete a2?

9. Mely gorbenel metsz le az erinto az y tengelybol k xm yn darabot?
7 KSzonseges differencial egyenletek — 44
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10. Hatarozzuk meg azt a gorbet, amelynel az e'rintonek az erintesi pont is zz
x tengely kozotti szakasza a (0,1) pontbol 45°-os szog alatt lathato.
11. Egy C (farad) kapacitasu kondenzatort egy R(Q) tiszta ohmos ellenallassal
sorbakotve, rakapcsolunk egy U (volt) fesziiltsegu aramforrasra. A Q (coulomb) tolte"st
a t (sec) idopontban a

differencialegyenlet hatarozza' meg. Ha a t = 0 idopontban Q = 0, hatarozzuk meg
a tolte"st az ido ftiggvenyeben, feltetelezve azt, hogy U = allandd.

12. Az elozo feladat, feltetelezve, hogy U = U0 sin cat. Mekkora az aramerosseg
a t idopontban?
13. A 7. kidolgozott pelda alapjan hatarozzuk meg azt, hogy hany radiumemanaci6
atom lesz 1 nap miilva, ha kiindulaskor volt 500 000 atom radium es 500 000 atom
emanacio?
14. Hany atom radiumemanaci6 lesz 1 nap miilva, ha kiindulaskor volt 10s atom
emanaci6 gs nem volt egyetlen egy atom radium sem?

15. Az eloz6 ket p^lda adatait alapul veve, hatarozzuk meg azt, hogy ,,vegtelen
hosszii" ido eltelt^vel hany atom emanaci6 lesz?

a) Specialis
Riccati-f61e
differencial-
egyenletek:
y' + a. y* = b

4. §. Riccati-fcle differencialegyenlet

Itt a tetszoleges va!6s szam lehet, ezert az x > 0 fdlsikra
fogunk szoritkozni. Feltehetjtik tovabbd, hogy a ̂  0 is
b ̂  0. a specialis erte'kei mellett ez a differencialegyenlet
elemi uton integralhat6, a megoldas zart alakban eloallit-
hat6. Kimutathatd, hogy az alabb felsorolt esetektol eltero
a ertekek eset^n a differencialegyenlet megoldasa nem

allithato elo zart alakban, elemi fiiggvenyek segitsdg^vel (Liouville). Ez esetben a
megoldas BeSsel-ftiggvenyekkel kifejezheto.

a) a = 0. A differencialegyenlet ez esetben

alakii. Ez pedig a vdltozdk szetvalasztdsdval integralhat6.
p) a. = —2. A differencialegyenlet ez esetben

y' + af^^

alakti. Szoritkozzunt az (x, y) sik valamelyik negyedere, peldaul az x > 0, y > 0
siknegyedre. Ekkor a

z(x) — i
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iij ismeretlen fiiggveny bevezete'sevel a

homogen (fokszdmti) differencidlegyenletre jutunk, amelynek a z > 0, x > 0 tartoma'ny-
hoz tartoz6 minden megoldasa egy, az (x, y) sik elobb emlitett tartomanyahoz tartoz6
olyan y = y(x) fiiggvenyt hataroz meg, mely az eredeti differencijilegyenletnek a
megoldasa.

Megjegyzes. 1. Az

alaku, specialis Riccati-fele differencialegyenlet ligy is targyalhat6, mint homogen
,,dimenzi6ju" differencialegyenlet. Ha ugyanis x is dx dimenzi6jaul 1-et, y is dy
dimenziojaul pedig ( — l)-et valasztjuk, akkor a differencialegyenlet valamennyi tagja
azonosan (—2) dimenzi6ju. Igy tij ismeretlen ftiggve"nykent bevezetjiik a

v(x) = x • y(x)

fiiggvenyt. Ezzel a differencialegyenlet az

xv'-\-av2— v — 6 = 0

szetvalaszthat6 valtoz6jii differencialegyenletre redukd!6dik.
2. Az

y' + a^ = ~

alaku, specialis Riccati-f^le differencialegyenletnek mindig van legalabb egy

alaku partikuldris megolddsa (k = allando). Ha ugyanis ezt behelyettesitjiik a differen-
cialegyenletbe, a kovetkezot kapjuk:

^ (a/c2 - k — b) = 0.

Minthogy ennek az egyenlosegnek x-ben identikusan teljesulnie kell, az csak tigy lehet-
seges, ha

a ft2 - ft - b = 0,
ahonnan

Egy partikularis megoldds ismereteben azutdn az dltaldnos megoldds

y = yj + z
alakban keresheto (1. a b) e) pontot).
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4 n , , . , , , . ,, 8 12•/; a = — = --- ? , ahol n pozitiv egesz, tehat aa — 4, — - , -- — ,
^j n — i o o

-- — , -- — , . . . sorozat valamelyif eleme. Szoritkozzunk ismet az x > 0 fel-

sikra. A differencialegyenlet ez esetben n szamu lepes utan aza = 0 esetre redakdlhato.
Ha ugyanis az

v a

transzformaci6val bevezetjlik az u es v valtoz6kat, akkor mivel

Cdy dv dy\ _
: \dv ' du + du) Tx =

dy _ (dy dv | dy\
dx~

is
—~.—^. X

v a av

a differencialegyenletbe valo behelyettesitessel lesz:

du v^ v Q,

l __|_ 2 __JL_3 _

a v

vagy az osszevonasokat es egyszerusiteseket vegrehajtva:

4. _ _ „« =_ _ _ _
du a + 3 a + 3

Ez a differencialegyenlet az eredetivel azonos tipushoz tartozik, es mivel.

_ _!_»_.+ 4
_ ?idb_4 _ ___ L" ~_] _ _ __ t!'L~~_!> _

^+"3 ~ 4n " '~ ~ ^(n^riyTTT '

lathato, hogy a fiiggetlen valtozo kitevoje a sorozatban eggyel elobb all, mint az eredeti
differencialegyenletben szereplo a. Ha most ugyanezt a transzformaciot n-szer meg-
ismeteljiik, n lepesben a = 0-ra jutunk.

Mivel a transzformacio szerint
1
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ezert az x > 0 felsiknak vagy az x y = - hiperbola feletti, vagy alatti reszere kell

szoritkoznunk.
Minden egyes ujabb transzformacional kiilon meg kell vizsgalnunk, hogy az

(x, y) sik melyik resztartomanyara szabad szoritkoznunk.
s i 4 ( — n) 4n . , , 4
oj a = — _ = ~~ ' " pozitlv egesz' tehat a a ~ '2 n + 1 3

8 12 16 20 , ., , x
— -, — — , -- ^-, — — ,... sorozat valamelyik eleme. Szoritkozzunk ismeto 7 y ii

az x > 0, y > 0 siknegyedre. A differencialegyenlet ismet n szamu lepes utan az
a = 0 esetre redukdlhato.

Ha ugyanis az

2 ,
U?V+

+

transzformacioval bevezetjtik az u es v valtozokat, akkor mivel

dx
dy dv dy du _
dv"dn Hiu\

a +1
o I O •

u*du+2'
a + 1

q + 2

(a + l)a a-

es

+ 2 '

a differencialegyenletbe valo behelyettesltessel lesz:

a+ 1 -2
—;,— K

2° + 3 a + 2

vagy

a + 2

3a+4 a + 2 2a+3
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vagy az osszevonasokat es egyszerusite'seket is vegrehajtva:
, , 3 a+4

dv b 2 _ a ~ ~S-+T
~i ~~ i T ^ — ^ T" ^ *au a + l a +„ 1

Ez a differencialegyenlet az eredetivel azonos tipushoz tartozik, es mivel

- 12n 4,4
3a+4 2 n + l + -4«+4 4 [- (n -

4 n -2n + l 2 [ — ( n -!)]-
~ 2 n

Iathat6, hogy a fuggetlen valtoz6 kitevoje a sorozatban eggyel elobb all, mint az eredeti
differencialegyenletben szereplo a. Ha most ugyanezt a transzformaci6t n-szer meg-
ismeteljiik, n lepesben a = 0-ra jutunk.

Minden egyes transzformacional kiilon meg kell vizsgalnunk, hogy az (x,y) sik
melyik resztartomanyara kell szoritkoznunk.

b) Az altalanos
Riccati-f^le
differencial-
egyenlet:

y+h(x)

Az itt szereplo f(x), g(x) es h(x) fuggvenyek az a < x < b
intervallumban adott es folytonos fuggvenyek. Ha speciali-
san /(x) = 0, akkor a differencialegyenlet linearis, s ha
h(x) = 0, akkor a differencialegyenlet Bernoulli-fele diffe-
rencialegyenlet.

Az altalanos Riccati-fele differencialegyenlet meg-
oldasa dltaldban nem fejezhetd ki kvadraturdkkal. Ha azon-

ban ismeretes a differencialegyenletnek legalabb egy partikularis megoldasa, akkor az
altalanos megoldas konnyen meghatarozhat6. Mielott azonban az erre vonatkozo
reszleteket ismertetnenk, elobb felsoroljuk a Riccati-fele differencialegyenlet nehany
nevezetes tulajdonsagat.

a) A Riccati-fele differencialegyenlet megtartja alakjat:
1. A fiiggetlen valtoz6 tetszoleges

x = cp(u)

transzformacioja eseten. Itt 9 differencialhato fiiggve'nyt jelent.
2. A fiiggo valtoz6 tetszoleges

a(x) v + p(x)

linearis tort transzformacioja eseten. Itt a, ft, y es 5 az x-nek tetszoleges differencial-
hato fiiggvenyei, melyek az a < x < 6 intervallumban az ad — /3 -y ̂  0 feltdtelt
kielegitik.

P) Az
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transzformaci6val, ahol csak /(x) 9^ 0, es diff erencialhato, a fiiggo valtoz6 negyzetenek
«gyiitthat6ja 1-gyel egyenlove teheto:

' v + f(x) h(x).

y) Anelkiil, hogy a fuggetlen valtozo negyzetenek egyiitthat6jat megvaltoztat-
ti6k, a ftiggo valtozo elso hatvanyanak egytitthatojat zerussa lehet tenni. Ha ugyanis az

2/(x)

transzformaci6t alkalmazzuk, feltetelezve azt, hogy /(x) ̂  0 is /(x), g(x) differencial-
hat6 fiiggvenyek, eredeti differencialegyenletiink a kovetkezo alakba megy at:

dx 2 [«*)]« 4/(x)

A ft) is y) alatt emlftett transzformaciok kombinaciojaval, a Riccati-fele diffe-
rencialegyenlet mindig visszavezetheto a kovetkezo alakra:

5) Ha az (a, b) intervallumban g(x) es A(x) folytonos es /(x) differencialhat6,
akkor a Riccati-fele differencialegyenlet valamennyi, az adott intervallumhoz tartoz6
partikularis megoldasa az

/ x -\f(x)ydx
w(x) = e J

transzformacidval az

/(x) u" - (/'(x) + /(x) g(x)) a' + (/W)2 M*).« = 0

masodrendfi homogdn linearis differencialegyenlet egy megoldasat hatarozza meg,
— is megforditva.

Ha specialisan /(x) = — a 9^ 0, g(x) = 0, h(x) = b x3 (1. az aj pontban targyalt
specialis Riccati-fele differencialegyenletet), akkor a hozzarendelheto masodrendu
homogen linedris differencialegyenlet:

u" = abxPn.

B) Ha a Riccati-fele differencialegyenletnek y = y^(x) partikularis megoldasa
ismeretes, akkor az dltalanos megolddst

y(x) = yito + *(*)
alakban keresve, a ^(x) ismeretlen fiiggvenyre egy Bernoulli-fdle differencialegyenlet
adodik, amely linearisra valo visszavezetessel kvadratiirakkal megoldhat6.

Ha ugyanis y = y1(x)-re fennall az

azonossag, akkor az y = yt + z transzformaci6val ad6dik, hogy

z' = /(x) z2 + (2/(x) yi(x) + g(x)) z.
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Ebbol a.
1 1 1

z = — , azaz a = — =
u z y — y1

transzformacioval az'

«' + (2 /(*) y\ + g(x)) u = — f(x)

elsorendu inhomogen linearis differencialegyenlet ad6dik. Ennek az altalanos meg-
oldasa:

n(x) = Ce ^ (X yiX g" X — e ^ * y ' * ** * • J f(x) e1 X ^" l* * dx,

vagy roviden:
u(x) = C <p(x) + VJ(X)-

Igy tehat az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

1 _ C y^x) <p(x) + y^x) y(x) + I
C cp(x) + V(x) C <p(x) + ip(x)V = yi(x) +

Eszerint a Riccati-fele differencialegyenlet altalanos megoldasa a C integralasi alland6-
nak linearis tort fiiggvenye.

Megforditva is igaz: Ha egy differencialegyenlet altalanos megoldasa a C integ-
ralasi allandonak linearis tort fiiggvenye, akkor az Riccati-fele differencialegyenlet.

Megjegyzes. Ha yt(x) a Riccati-fele differencialegyenlet egy partikularis
megoldasa, akkor az

y(x) = yi(x) + -f-jr

transzformacioval a differencialegyenlet atmegy egy inhomoge'n linearis differencial-
egyenletbe, melyben u(x) az ismeretlen fiiggveny.

L) Ha ismeretes a Riccati-f€le differencialegyenletnek ket partikularis megoldasa:
es y2(x), akkor az elozo pontban emlitett transzformacioval kapott

inhomogen linearis differencialegyenletnek egy partikularis megoldasa:

Tehat

H(X) = C i

19̂  Ha ismeretes a Riccati-fele differencialegyenletnek harom partikularis meg-
oldasa: yi(x), y.2(x) es y3(x), akkor az altalanos megoldas — kvadratiira nelktil — azon-
nal felirhato:

y-y 2 . ys-y2 = c
°



b) AZ ALTALANOS RICCATI-FELE DIFFERENCIALEGYENLET

Ebbol kovetkezik, hogy ha yt is megoldas, akkor

azaz, a Riccati-fele differencialegyenlet ne"gy tetszo'leges partikularis megoldasanak
kettos viszonya allando.

Pel dak

1. Oldjtik meg az

differencialegyenletet,
A feladatot harom kiilonbozo titon fogjuk megoldani,
a) tJj ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be:

1
z(x' = JM *

Ezzel a differencialegyenlet a kovetkezo alakot old:

z> + I2. 2 _ 2 = 0.
Ix

Ez pedig egy homoge'n (fokszamii) differencialegyenlet, Ismet uj ismeretlen
fiiggvenyt vezetiink be:

«(*) =
A

Ezzel a differencialegyenlet a kovetkezokeppen alakul:

u'x + u2 -f H - 2 = 0,
vagy

A valtozokat szetvalasztjuk:

1 2 9
H + TS

vagy
9 dx
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Ez igy is irhato:

vagy

Ezt integralva, ad6dik:

vagy

I. 4. §. RICCATI-FELE DIFFERENCIALEGYENLET

du
2 2 2 4 ' 2
— U — U -\ 3 3 T 3

Ebbol

vagy, mivel u = — , ezert

is mivel z = — ,
y

u- I
u+2X

u- I

= In |Ct| ,

vagy ha me"g az integralasi allandd Cj = ^, akkor vegeredmenyben

Cx3 -1

6^) A differencialegyenlet homogen ,,dimenzi6jii": Ha x is dx dimenzioja 1, y
is dy dimenzioja pedig —1, akkor mindegyik tag dimenzioja —2. tlj ismeretlen fiigg-
venyt vezetiink be:

v(x) = x • y(x).

Ezzel a differencialegyenlet igy alakul:

xv' + 2 v2 — v — I = 0,
vagy

xv' ~'i "a-0-
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A valtoz6kat szetvalasztjuk:

dv . dx

_ m _ 9 *
~ 4 l 8

vagy
dv 9 dx

f4 _~_V^7i * •*
I '

Ez igy is frhato:
dv • dv 9

4 __4 4 2 ' 4 x
o o o o

vagy

v- 1

Ezt integralva, kapjuk:

In

vagy

2

Ebbo'l

" = 2~*^~2~C7 '
vagy, mivel v — xy, ez&rt

y = 2 x* - 2 C^x '

2
vagy ha meg az integralasi alland6 Gj helyett C = — _r , akkor ve'geredme'nyben:

c) Keressuk a differencialegyenlet egy partikularis megoldasat

= A

alakban.
Ekkor A-ra a kovetkezo masodfoku egyenletet kapjuk:

2 A2 - A — 1 = 0,
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ahonnan

- 1 - -1

Tehat az adott differencialegyenlet ket partikularis megoldasa:

1 x 2x '

Az altalanos megoldast

x u
alakban keressiik. Ekkor, mivel

1 «'

es

lesz:

u' - - u = 2.x

Ennek egy partikularis megoldasa:

tehat az altalanos megoldasa:

"= 3— '

Visszate"rve az eredeti valtozokra, az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa

_ !_ __ 3 _
•̂  ~ x Cx*T2je '

vagyis
_ Cx3- 1

y 7Cx*+2x*

2. Oldjuk meg az

differencialegyenletet (x =/=• 0).
Az

1 „ 1
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transzformaci6val uj valtozatokat vezetiink be. Ekkor

, dv 1 . 2 1
y = •;- •, -s a4 u — , «

«f?l v2 V 4
es

i*" ' 1 6 " ' 2v

'Ezeket behelyettesitve:

vagy

2 s _ l 4_
- K ^ U -j- ^2 1

du

- «2 + - a3 =

Ebben a differencialegyenletben mar a valtozok szetvalaszthatok:

4 -v 2
+ du = 0,

vagy

Integralva, adodik:

vagy

2 — i> 2

, 2+ i>
In

~ — — r e-*u— w e «
— f

Ebbo)

t;= 2

Visssairva az eredeti valtozokat, a

4 _ 1
x (4•. xy — 1)' x

inverz transzformacio alapjan:

x(<ixy—
4 ^o C1^ *~

Ce x+ 1
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vagy ebbol y-t kifejezve:

Ce-y —

Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa.
3. Oldjuk meg az

2 - x

y' + 9j>2 =

differencialegyenletet (x ̂  0).
Az

y = —-

transzformaci6val uj valtoz6kat vezetunk be. Ekkor

1 dv _ 2 1 ! 1
3 du 3 u" + 9 i^

- - U
o

Ezeket behelyettesitve:

I dv 2 1 1 1 11 2 1

vagy

Ebben a differencialegyenletben mar a valtoz6k s?etvalaszthat6k:

',,2^9 + 3 tfu = Oj

vagy
dv dv

-5 - r-r-7, + 6 du = 0.v — 3 v+3

Ezt integralva, ad6dik:

i f + 3
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vagy '

Ebbol

V-^\~ie-

Visszairva az eredeti valtoz6kat, a

, u = Xs

inverz transzformaci6 alapjan:

. 1 i

xs y l-Ce~6x'
vagy ebb61 y-t kifejezve:

0-&C3

Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa.
4. Oldjuk meg az

differencialegyenletet.
Alkalmazzuk az

y=v(x)--

transzformaciot. Ekkor, mive)

V' = v' +

a differencialegyenlet fgy alakul:
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vagy az osszevonasokat elvegezye es rendezve:'

Ez egy specialis tipusu Riccati-fele differencialegyenlet. Ennek egy partikularis meg-
oldasat

k
v = —

x

alakban keressiik. /c-nak ki kell elegitenie a kovetkezo masodfoku egyenletet:

- /c - ~ = o,
4

ahonnan

3 , _ 5
*i - - 2 es k* ~ 2 '

Tehat ket partikularis megoldas:

— 3 — 5»i = - 2x fe v2 - ̂  .

Most, ha a

V = u(x) ~ 2x

transzformaciot alkalmazzuk, akkor a2

„• + ?„=!

inhomoge'n linearis differencialegyenletre jutunk, melynek egy partikularis megoldasa:

1 x

es mivel a megfelelo ,

t/' + - C7 = 0

homogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa

azert az altalanos megoldas:

Cl- c
If ~

x C
— — - _ I. __ ~ —_ . __

4 4:X3 4 x3



PfiLDAK 113

-- Visszaterve az eredeti valtozokra, nyerjiik az adott differencialegyenlet altaldnos
megoldasdt: • .

_ 1 3 1 2x4-2C
y~

5. Oldjuk meg az

_ _
y~~u 2x ~

xy' — xy2 — (2 x2 + 1) y - x3 = 0

differencialegyenletet.
Probalgatassal megtalalhatjuk ennek a differencialegyenletnek egy partikuHris

megoldasat:

A differencialegyenlet altalanos megoldasat az

y = - x + *(*)

alakban keressuk. Ha ezt behelyettesitjiik a differencialegyenletbe, az a kovetkezS-
keppen alakul:

x (- 1 + z') — x (x2 + z2 -. 2 z x) - (2 x2 -1- 1) (- x + z) — x3 = 0;

vagy a szorzasokat elvegezve:

j_ y _L. y'v ^— v3 ^̂  v 1 9 ^ v2 —I- 9 V^ i-l- V 9 V* 9 —~- ? m-i ¥^ *~~ 0 *^^ A \^ & A ^^ A & A ~p~ i* £ A T^ ^ ** ^~ A ^^ A ^ 4& ^^ j£ ^^ A ^"~ v^

vagy az osszevonas utan:

z'x. — z — x z2 — 0.

Ez egy Bernoulli-fele differencialegyenlet. Alkalmazzuk a

. 1 , n'
z = — z —

a a2

helyettesltest. Akkor lesz

_ £ ! _ ' ! _ ! _ 0 '
u2 a a2

vagy
a'x + a + x = 0.

Ez mar egy inhomogen linearis differencialegyenlet. A hozzatartoz6 homog^n linearis
differencialegyenlet • • "" -

U'x+U = 0,

melynek az altalanos megoldasa

x ' .
8 K6zons6ges differencial egyenletek — 44 231A^n.
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Az mhomogen linearis differencialegyenlet egy partikularis megoldasat az alland6
varialasanak m6dszerevel az

«o = — C-3

alakban keresstik. Behelyettesftve:

1 1
X

vagyis

ahonnan

\t = — x,

1

Ezzel

vagyis

Z ~~^
2x

y = —

C, 2C,-x2

2x y—x
C-x

25. a'ira2 C, - x2

vagy ha meg a Cj integralasi alland6 helyett 2 Cx = C, akkor a vegeredmeny:

j- Cx _ x [x2 + (2 — C)] _ _ 2x
- -* + c^rx2-y = C-x2 C-x2

Rajzoljuk meg az altalanos megoldas altal meghatarozott gorbesereg n^hany
gorbejet (28. dbra).

1. Ha C = 0, akkor y = ~-~^ ; itt ha x ̂  0, akkor

y = = — x -- .
— x x

2. Ha C —> oo, akkor y -> — x.

3. Ha C > 0, megpedig:
x (x2 + 1)

C = 1, akkor y =
2x

(1 + x) (1 - x) 1 -X2
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X3 2X

2x
stb.C = 3, akkor ,- *<* + 1 \~ *> - = - x + -*

(]/3 + x) (|/3—x) 3 —

4. Ha C < 0, megpedig:

~ ,, x(x2 + 3) 2x
C = — 1, akkor y = 2~Tn— = ~" * a j. i" ',

x (x2 -4- 4) 2x
C = —2, akkor y — ' — = — x 5 x stb.

x2 + 2 x2 + 2

.Feladatok

Az alabbi feladatokban yx az adott differencialegyenlet egy partikularis megoldd-
sat jelenti. • ''

1. y ' - f - ^ 2 = — . 2. 4^'-f y2-f 4x~2 = 0.

5. y'=y*+ ... 6.

7. y' = -i -y2 + A. 8.

9. y' = /•* -j .

10. 2 x2y' = (x — 1) (y2 — x2) + 2xy; i>, = x, y2 = — x.

11. y' = (y — 1) (xj> — y — x); y, = 1. 12. y' 4-y2

13. x y' + (m — 1) a x"1 (y — x)2 + y — 2x = 0; y, = x. Itt a es m megadott
allanddk.

14. y' + xy* - (2 x2 + 1) y + x3 + x — 1 = 0; y, = x.
15. (*«,+ a) y' + 2^2 — 3xy - a = 0; y, = x. Itt a = allandd,

16. 2 x2X = 2x j> + (y2 - x2) (x ctg x - 1); y, = x.
17. x (x - 1) y' - (I + 2x) y + y2 + 2X = 0; y% = 1.

18. y' + y2sin x = 2 Sin~ ; Vj = J_ .
COS2 X ' COS X

19. (1 - x3)'./ == y* - y?y - 2x; y, = - x2.

20. (1 - x2) y' + xy + xy2 = 2x; yi = allandd.
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5. §. Egzakt differencialegyenletek. Integrate tenyezo
(Euler-fclc multiplikator)

a) Egzakt I A
differencialegyenlet | -. , , . . . , _ Q

vagy
p (x, y) dx + q (x, y) dy = 0

differencialegyenletet egzaktnak nevezztik, ha van egy olyan folytonos elsorendfl par-
cialis derivaltakkal rendelkezo,-k^tvaltoz6s F (x, y) fuggveny, melyre

Ha ez a fuggveny ismeretes, akkor

a differencialegyenlet dltaldnos megoldasa. ,,
Ha az (x,y) sik egyszeresen osszefiiggo D tartomdnyaban p(x,y), q(x,y),

py(x,y) is qx(x,y) letezik es folytonos, az adott differencialegyenlet akkor egzakt,
ha fennall a

8^ = 69 /'

integrdlhatosdgi feltetei.
Ha az integralhat6sagi feltetei teljestil, akkor a diffe-

rencialegyenlet altalanos megoldasat ado F(x,y) fi^gveny
az egyszeresen osszefiiggo D tartomany valamely P0(x0,y0)
pontjab6l kiindulo es teljes egeszeben e tartomanyban futo,
tetszes szerinti gorbe menten vert vonalintegrdllal szamithato.
Celszeruen e gorbet ugy szoktuk megvalasztani, hogy az a ko-
ordinata-tengelyekkel parhuzamos egyenesszakaszokb61 alljon.

Ha pi. az integralas utja P0-bol kiindulva, eloszor az x
tengellyel parhuzamosan-halad, maid az v tengellyel parhu-:
zamosan (29. abra), akkor

29. cibra

J r
p(x, y0) dx + j q(x, y) dy.

Pt*.r>

30. dbra

Ha viszont az integralas utja P0-b6l kiindulva, eloszor az y tenge llyei parhuzamo-
san halad, majd azutan az x tengellyel parhuzamosan (30. abra), akkor

P (x, y) = J q (xot y) dy + J p (x, y) dx.
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EllenSrzesul szolgal az, bogy az eredmenyiil kapott F (x,y) fuggvenyre fettn kel)

- QF >' ' . - QF - , ,

Sok esetben k^nyelmesebb, ha — a gorbe menti integrates helyett — eloszor
integralassal meghatdrozzuk azt a 3> (x, y) fuggvenyt, amelyre fennall, hogy

d®

& ezutdn az F (x,y) =<X> (x,y) + *P(y) fiiggvenyben szereplS ̂ ^-t meghatarozzuk
ugy,,hogy ....

QF , ,^ = 9(x,y)
egyen. Azaz

= (F(x, y) = p(x,y) dx + - 1 fp(x,y) dx\y fordftott sorrendben;

F(x,y) = (g(x,y) dy +{\p(x,y) - ^ $q(x,y) dyl dx.

Megjegyzds. A sikbeli

. ,, ' v(r) = p(x,y) i + q(x, y) j

vektor-vektoj fQggvtny (vektorter, vektormezo, pi. slkaramMs sebessegi vektortere vagy
elektromos tolt&sel ellatott, ,,vegtelen hosszu" vonal elektrosztatikus erotere) potert-
cidlos akkor, ha az egyszeresen osszefiiggo D tartoma'nyban az at £s y iranyti osszetevfii-
bol alkotott

p(x, y)dx + q(x, y) dy

kifejez&s teljes differencial* Ekkor ugyanis az

J v(r) dr = J \p(x,y) dx + q(x, y) dy}

gorbe menti integral erteke fiiggetlen az integralas iitjat61 es csak a kezdo- 6s vdgpontt61
fiigg. Az F (x,y) potencialfuggv^ny gorbe menti integrallal szamithato:

, y)

F(x, y) = j \p(x, y)dx+ q(x, y) dy}.
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Eflenorzestil szolgal az, hogy

9/7 ft/?
gradF = — i + — i = p (x,y) i + q (x,» j = v(r),ox oy

azaz
9F

8F

(Az elektrosztatikai alkalmazasoknal vegyiik figyelembe azt, hogy az elektroszta-
tikus potencial az altalunk itt mondott potencialfuggvenynek a — 1-szerese.)

Az ekvipotencidlis vonalak egyenlete a

p (x,y) dx+ q (x, y) dy = 0

egzakt differencialegyenlet altalanos megolddsa:

F(x,y) = C.

o) Intcgrald tenyezo
(Euler-f61e

A ju. (x,y) =^0 fiiggveny integralo tenyezo (Euler-fele
multiplikator) akkor, ha atnultiplikator)

M- (x,y) p (x,y) + ju, (x,y) q (x,y)y' = 0,

vagy maskeppen'lrva

u- (x, y) p (x, y)dx + fji (x,y) q(x,y)dy = 0

differencialegyenlet egzakt. Ennek a differencialegyenletnek a megoldasai nyilvin az
eredeti

' =0

(nem egzakt) differencialegyenletnek — ju, (x, y) ̂  0 miatt — is megoldasai.
Haazegyszeresenosszefugg6Dtartomanybanp (x,y), q (x,y),py (x,y)€sqx (x,y)

letezik es folytonos, a folytonos elsorendu parcialis derivaltakkal rendelkezo'ju, (x, y) ^fe 0
fiiggveny .D-ben akkor integralo tenyezo, ha fennall:

Ezt a ju, (x, y) ismeretlen ftiggvenyre vonatkozo els6rendu parcialis differencial-
egyenletet — bar a mondott felt^telek mellett kimutathatoan vegtelen sok megoldasa
van — altalaban nem tudjuk megoldani. Azonban — mivel egy azonosan el nem tuno
partikularis megoldas ismerete elegseges — sok esetben u (x, y) meghatdrozhat6.
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Az alabbiakban felsorolunk nehany speciaKs*esetet:

a.) IJL csak x-tol fiigg, azaz jix, = fJi(x), ha

dp dq

dy dx .. J f(x)dx
~ = ' ekkor (U,(x) = e!

119

/x, csak y-t6l fiigg, azaz ju, = /u,(p), ha

dq _dp

8* 9^ *l \1

=/(j;); ekkor

•y) Ha a differencialegyenlet homog^n (fokszinui) es

' x P (x,y) + y • q (x,y) =£0,

akkor

x-p(x,y)+yq(x,y\o t^nyez5.

dj n csak (x + y)-t6l fiigg, azaz ju = fju (x + y), ha

a? __ ap
dx dy

ekkor

e) (U, csak (x • j;)-t61 fiigg, azaz p = jU, (x • ̂ ), ha

f
= f(x • y); ekkor (U. (x • y) = e1

dq _dp
dX dy

- ? - ̂ - - — -, - rx-p(x,y) ~yq(x,y)

O /A csakl^-j-tol fiigg, azaz /A=JU,[£| , ha
| X i . I '

X2 dq dp
-- 7 — r-; - / — r^r -/x-p(x,y) +yq(x,y) dx dy

ekkor

r . ,
=/-; ekkor

J\x\'

[j. csak (x2 + p2)-t61 fiigg, azaz //, = ju, (x2 -f y2), ha

2{j>-,p(x,J>) — x - g(x,y)}(ax dy ~

p (x2 + f} =



120 I. 5. §.'EGZAKT DIFFERENCIALEGYENLETEK. INTEGRALO TENYEZO

csak a tetszoleges a (x, y) fiiggveny fiiggvenye, ha

Qq_Qp

«fey)l; ekkor p [a, (x,y)] =.

1 , dp dq , dp dg' ,_ - . . , . -
—,, ha / = - es J: =•--*. (Ez esetben

2

= p(x,y) + i • q (x,y) az (x, y) sik D tartomanyaban'a z = x + iy komplex val-
tozonak regularis fiiggvenye.) , .

K) /A (x, y) = m(x) n(y), ha

/•"— ̂  =P(X,y)fi(y) - 9(x,y)h(*)•ay ox

Ekkor ugyanis az integralhat6s"agi felt^tel igy alakuh

q (x, y) —^— n(y) — p(x, y) -~- m(x) = m(x) n(y) [p(x, y) f^y) — q(x, y)

EbbSl atrendezessel ad6dik:
| 1 dm
jm(x) dx

a ez kielegul, ha
1
m

= p(x,y)
1 dn

n(y) dy

Eszerint

m(x) = e-J /,(*) <i*

n > » = e
vagyis

, . -
ju, (x, y) = e • e

Megjegyzes. 1. Ha a nem egzakt

p (x,y) dx -4- q (x,y) dy = 0

differencialegyenletnek ismeretes ket, folytonos elsorendu parcialis derivalttal rendel-
kez6 integralo tenyezoje: ju^ (x, y) es ju,2 (x,^), melyekre fennall, hogy

9x

QM'g
8x
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akkor

a differencialegyenlet altalanos megoldasa.
2. Ha a differencialegyenletnek egy integrate tenyezojet ismerjiik, akkor szamta-

lan sok integrate tenyezot is felirhatunk. Tegyiik fel ugyanis, hogy/Xj integrate tenyezoje
a hem egzakt

pdx + qdy — 0

differencialegyenletnek. (Rovidseg kedveert nem irtuk ki p, q is ̂  argumentumait.)
Ekkor kell lennie egy olyan U (x,y) fiiggvenynek, melyre fennall:

dU_ dU __

Marmost
/U, = jltj • <p(U)

is integrate tenyezo, ahol <p argumentumanak tetszes szerinti differencialhato fiigg-
venye. Hiszen

. ^(pdx+ qdy) = dl)
teljes differencial, tovabba

^ 9(C7) (p dx + q dy) =fj.(pdx+q dy) = «p(£7) dU

is teljes differencial, megpedig az

F(U) = J<p(U) dU

fiiggvenynek teljes differencialja.
3. Ha a sikbeli '

v(r) = p (x, y) i + q (x, y)

vektor-vektor fiiggv^ny (vektortdr, vektormezo) nem potencialos, azaz a

p (x, y) dx + q (x, y) dy

kifejezes nem teljes differencial, akkor bizonyos feltetelek mellett mindig letezik egy
olyan ju, (x, y) fiiggveny, hogy

iu. (x, y) p ( x , y ) d x + f j , (x, y) q (x, y) dy

teljes differencial legyen, azaz a

w(r) = ju, (x, y) v(r) = JLA (x, y) p (x, y) i + ju, (x, y) q (x, y) j

vektor-vektor fuggvtoynek legyen potencialja.
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P & l d & k

1. Oldjuk meg a .
(4 x3 + 10 xy3 - 3y4) dx + (15 x2y2 - 12 xy3 + 5y«) dy = 0

•differencialegyenletet.
Ha

p (x,y) = 4 x8 + 10 xy3 — 3y*

-5y«,
akkor

es

K

"<*•* Mivel tehat

p, *
ezert az adott differencialegyenlet egzakt.

31. abra Hatarozzuk meg a megoldast vonalintegrallal. Mivel
p (x,y) es q (x, y) az egesz (x, y) sikban mindeniitt ertelmezett,
ezert az integralas titjat barhogyan valaszthatjuk.

a) Valasszuk kiindul6pontnak az orig6t P0 (0,0) es ha-
—• • *'* ladjunk eloszor a x tengely men ten a P± (x, 0) pontig, majd

az y tengellyel parhuzamosan a P (x, y) pontig (31. abra).
A valas'ztQtt vonal ment^n integralva, nyerjiik a kovetkezot:

. F(x, y) = Jp(x, 0) dx 4- J fl(x, y) dy =
y 0 0

+|(15x2y2 - 12xy3 + 5y«)dy = **•+ 5*V - 3xy4 4-y5.
0 0

Tehat a differencialegyenlet altalanos megoldasa

x4 + 5 x*y* — 3xy4 + y5 = C.

6^ Ha az integralas titja P0 . . . P2 . . . P lett volna, ahol P0, P2 6s P koordi-
natai: (0,0), (0,y) es (x,y) (32. abra), akkor a szamitas igy alakult volna:

y *

F (x,y) = J 9 (0,y) dy .+ Jp (x,y) rfx =
o o

y *

= J5y* dy + J(4 x3 + lOxy3 - 3y«) dx = y5 + x4 + 5 x2ys - 3xy*.
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A ve'geredme'ny termesaetesen ugyanaz:

x* -f 6 xV - 3xy4 + y5 = C»

cj A feladatot igy is megoldhatjuk:

J rp(x, y) dx -f- S^y) = 1 (4 x3 + lOx y3 — 3 y4) ax

= x4 + 5x2y3-

Mivel pedig
8F =

1sell, hogy legyen, age'rt
fjtff

IK jp2 -1*2 12jt V^ —}— —• ~
ay

ahonnan

•es ebbSl viszont

Tehat
F (x,y) = x4 + 5 x2 y3 - 3xy4 •+ y5.

d^ Teljesen hasonloan igy is eljarhatunk:

F (x, y) = J g(x, y) ay + O(x) = J (15 x2y2 - 12x y3 + 5 y*) ay + <P(x)

= 5x2y3-3xy4

Mivel pedig
8F
a~ = P (x

tell, hogy legyen, azert

î  _ a ,,4 _i
rfx

ahonnan

z = 4x*
dx '

es ebbol viszont
<X>(x) = x4.

_ Tehat
F (x,y) = 5 x2y3 — 3xy4 + y5 + x*.

MT)
lOxy3 - 3j/4 + — = 4X3 + lOxy3 - 3y«,
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2. Hatarozzuk meg az •

(x2 + 2xy -y*)dx + (x2 — 2xy — y9) dy — 0

differencialegyenletnek azt a partikularis megoldasat, mely az x0 = 0, y0

kezdeti feltetelt kiele"giti.
Mivel

— 2:

a differencialegyenlet egzakt.
A feladatot vonalintegrallal a kovetkezokeppen oldhat-

juk meg:
Az integralas litja (33. abra) a PT î ^s P^P egyenesekbo*

alljon, ahol P0 (0, — 2), P, (x, — 2) & P (x, y). Igy a keresett
megoldas:

33. a'6ra

azaz

* . y

Jp(x, -2)dx+ \q(x,y)dy = 0,
0 —2

* y

J (x? _ 4X _ 4) dx rf-J (x2 — 2 xy - y2) dy = 0.

Az integralast elvdgezve:

vagy a hatarokat behelyettesitve:

~ — 2 x2 — 4x + x2y — xy2 — ̂  + 2 x2 + 4x — ̂  = 0;

vagy

3 ~ ~
v3 8_ = _ ,

x3 + 3 x2y - 3xy2 — 'y = 8.
illetve

Ez az adott differencialegyenletnek az adott kezdeti felte"telt kietegito partikularis meg-
oldasa.

3. Oldjuk meg az

x + y
dx dy = 0

differencialegyenletet.
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Itt
9 | yC 2xy

es
; Qq 9 2xy

vagyis
'dp _ Qq
Wy = 3x'

Tehdt, ha feltessztik, hogy x + y ̂  0, vagyis az y > — x, vagy y < — x fel-
sikra szoritkpzunk, akkor az adott egzakt differencialegyenletre teljestil az integralhato-
sagi feltetel.

fgy

Mivel pedig fenn kell allania a

g
egyenlosegnek, azaz

azert
dV x* + 2xy + y-
dy (x + y)z

Innen pedig

vegiil

azaz a differencialegyenlet altalanos megoldasa:

^ ^•—;— = O.
x + y

4. Oldjuk meg az
V dx — x dy = 0

differencialegyenletet.
A differencialegyenlet nem egzakt, mivel

Qp - 1
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azaz
dp 8g

Keressiink egy ju, (x, y) integralo tenyezot. Ha JLL (x, y) integral tgnyez6, akkor
fenn kell allania a kovetkez6 osszef iiggesnek : r

a) Ha ju, csak x-tol fugg, vagyis ju, = jUj (x), akkor

Es innen

azaz

Ezzel az adott differencialegyenletet megszorozva, nyerjiik az

v 1
4 <& - - rfy = 0
X2 X

egzakt differencialegyenletet. Ennek az altalanos megoldasa:

~y -c
x ~ LV

vagy
y = C x.

b) Talalhatunk azonban egy csak y-to\o /j. = ju,2 (y) integralo tenyezot is.
Feltetelezve ugyanis azt, hogy ju. = /a2 (y), nyerjiik az

differencialegyenletet. Innen pedig

1
v2 '

Ezzel az adott differencialegyenletet megszorozva, nyerjiik az

- dx - -„ dy = 0
V y
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egzakt differencialegyenletet. Ennek az altalanos megoldasa:

-=C
&

vagy
y = C x.

c) TalalHatunk egy, £sak az x-y szorzatt6l fiiggo integrate tenyezSt is: /A =
= jU,3(x • y). Ugyanis

dq dp
Qx~ dv —2 1

x-p — yq xy + xy xy

csak az x • y szorzattdl fiigg. Tehat

Az adott differencialegyenletet ezzel megszorozva, nyerjiik a

^ -^=0
x y

egzakt differencialegyenletet, melynek az altalanos megoldasa:

In | x | - In | y \ In C4 j ;
vagy

x-r.--C,

vagy
y = Cx.

Megjegyezziik, hogy a ^i3 = — integral6 tenyezovel az adott differencialegyen-xy
letet megszorozva, nemcsak egzakt differencialegyenletet kaptunk, hanem egyben egy
szetvalasztott valtozojti differencialegyenletet.

Megjegyzes. Ket-ket integralo tenyez6 hanyadosa ugyancsak a differencial-
egyenlet altalanos megoldasat szolgaltatja:

xy

xy
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t

Az is konnyen belathato, hogy szamtalan sok integralo tenyezo irhat6 fel a

formula alapjan, ahol F az argumentumanak tetszes szerinti differencialhatd fiiggvenye.

5. Oldjuk meg az »
(x - 2y) dx + (2x + y) dy = 0

differencialegyenletet.
Itt

p (x, y) = x — 2y,

<1 (x, y) = 2x + y,
4s mindkett6 homogen elsofoku.

Mivel

x-p(x,y)+yq(x,y) = X*'
ezert

egy integrate tenyezo.
Ha ezzel az adott. diff erencialegyenletet megszorozzuk, nyerjuk az

egzakt differencialegyenletet. Ugyanis

- 2xy - 2 x2

dy (x2 + y2)2

~ 2xy - 2 x2

Qx
azaz

dy ~ Qx '

A differencialegyenlet megoldasa:
dx

- 2
W

= In f x2 + j;2 - 2 Arc tg - + <X>(y).

dF d<X> n
= 9(x,y), igy - = 0.
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Tehat az adott differencialegyenlet altalanos megolddsat

*In /x8' T/ - 2 Arc tg = C.

6. Oldjuk meg az

(5x2 + 2xy + 3y) dx + 3 (x2 + xy2 + 2y>) dy = 0

differencialegyenletet.
Itt

p(x,y) = 5x2 + 2xy + 3y<>
is

Mivel

dq dp
Qx~ dy _ 6x + 3y2-2x-

p — q 5 x2 + 2xy + 3 y3 — 3 x2 — 3x y'! —

6y2 - 4x _ _2__
~ 2xz + 2xy - 3xy2 —3y 3 ~ x"+ y

ezert van egy csak (x + y)-t6l fiiggo integrate tenyezo.

Lesz

^-d(x+y)=21n(x+y),

& igy
ju, (x + y) = e21n<*+ vl = (x + y)2.

Ha ezzel az adott differencialegyenletet tnegszorozzuk, nyerjiik az

(5 x* + 12 x»y + 9 xay2 + 3 x2 y3 + 2 xy3 + 6xy« + 3y5) dx +

+ (3 x4 + 6 y?y + 3 x3y2 + 3 x2y2 + 12 x2y3 + 15 xy4 + 6y5) dy = 0

egzakt differencialegyenletet,
Ennek a megoldasa:

/7U,y) =
X

= j 5x*dx+ ( (Sx 4 + 6x87 + 3 Xs y2 + 3x2y2+ 12x2y8 + 15xy* + 6 y5)

x3y3 + x2y3 + 3x2y*-|- 3xy5+y6 =

= (x2 + y3) (x3 + 3 x2y 4- 3xy2 + y3) = (x2 + y3) (x + y)3 = C. '•

Tehat az adott differencialegyenlet altaldnos megoldasa:

9 Kozonseges differencialegyenletek — 44 231/VII.
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7. Potentiates orveny ekvipotencialis vonalainak meghatarozasa. Legyen a poten-
cialos orvenyt eloidezo sikaramlas sebessegvektora:

v = fxl +vyi = c 0 2 - i - C j s ' (x 56 0, .y :£ 0).

Az orveny magja egy az (x, y) sikot az origoban merolegesen atdofo egyenes, a forgas
ertelme az oramutato jarasaval megegyezik es c0 egy pozitiv allando: 2 n ca — I '• =
= cirkulaci6. Hatarozzuk meg az aramlast jellemzo ekvipotencialis vonalakat.

Az aramlas potencialos, mert a sebessegkomponensekbol alkotott

vx dx + vy dy

kifejezes teljes differencial. Fennall ugyanis az, hogy

Ez a felt^tele annak, hogy legyen egy olyan F (x, y) fuggve'ny — a sebesse'gi
potencial — , melybol a sebessegkomponensek parcialis derivalassal szarmaztathatbk:

OF y

OF _ _ x
Vy~Vv C° i^+

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete:

F (x,y) = C,
vagyis a

vx dx + vy dy = 0,
azaz a mi peldankban a

v x
c0 -= ——• dx — c0 , dy = 0

x2 2 2 2

egzakt differencialegyenlet altalanos megoldasa.
Ezt a differencialegyenletet igy oldjuk meg:

F(x,y) = f i;< dx + <D(y) = c0 j ^ ̂  ̂  dx +

dx

y *, v ^
- -,-Jxi + 0W = co arc tg ̂  +

-Mivel fenn kell allnia a

9F
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egyenletnek, szert

dy
tehat pi.

<Z>00 = 0.

Igy a differencialegyenlet altalanos megoldasa, vagyis az ekvipotencialis vonalak egyen-
lete:

vagy

c0arctg- =

= Cx (34. abra).

Megjegyzes. A feladat megoldasa
kozben nem vettiik figyelembe azt, hogy az
adott vektorter az origoban nines ertelmezve.
Igy, ha az egesz (x, y) sikot teki ntjiik, abbol az
origot ki kell rekesztenLink, de akkor az (x, y) sik
— az origo kirekesztesevel — mar nem egyszere-
sen osszefiiggo. Eppen ezert a fel adat kidolgoza-
sanal alkalnazott meggondolasaink es 'eredme
nyeink nem vonatkozhatnak az egesz (x, y) sikra
hanem csak annak valamely egyszeresen ossze-
fiiggo reszere, pi. az x > 0 felsikra.

Egyebkent az eredmenytil kapott

F(x,y) = t-0arctg^
C-3

•"•4. dbra

potencial ftiggveny nem egyertekfl.
Ennek az a kovetkezmenye, hogy a vektorternek az (x, y) sik P^XJ yj is P2(Xi, y^

pontjait osszekotoZ. gorbe menti integraljara csak akkor all a kovetkezo osszeftigges:
Pl(Xt, V,,

j v dr = J (vx dx + vy dy) = F(x2, yj — F(x1, yj,
P ( x , . y , >

ha az L gorbe nem veszi koriil az origot, azaz teljes egeszeben a sik egyszeresen ossze-
fiiggo reszeben (pi. az x > 0 felsikon) halad.

Egyebkent, ha az L' gorbe egy az origot egyszer koriilzaro zart gorbe, melyen
a koriiljaras az oramutato jarasaval egyezo, akkor a vektorternek az ezen zart gorbe
menten vett integralja nem zerus, hanem

Ha pedig az L" zart gorbe egy az origot n-szer korulvevo gorbe, melyen a koriil-
jaras az oramutatd jarasaval egyezo, akkor

(j) v dr = 2 n n c0 = n P.
L'
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Ezert az adott vektorter

F (x,y) = c0arctg^

potencialjat ciklikus potencialnak nevezzuk.

8. Ket parhuzamos, ellenkezo elojelu elektromos toltessel ellatott ,,v£gtelen hosszu"
vonal elektrosztatikai erotere:

E =
a — x

-y

(Ha y = 0, akkor x 7^ 0, x 9^ a.)
Itt ag (x, y) sikot ugy valasztottuk meg, hogy a ket parhuzamos vonalra merole-

ges legyen. A + Q toltesu vonal a (0,0) pontban es a — Q toltesu vonal az (a, 0) pont-
ban d6fi az (x, y) sikot; e0 a levego,dielektromos, allandoja.

Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak egyenletet.
Az adott eroter potencialos, mert a vektorter komponenseibol alkotott

kifejezes teljes differencial. Fennall ugyanis az, hogy

9£x Q [ 2y(a-x)

Ez a feltetele annak, hogy legyen egy olyan U (x, y) fiiggveny — az elektrosztati-
iai potencial —, melybol az eroter komponensei parcialis derivalassal szarmaz-
tathatok:

a — x , • xE = _ =
* Qx

E = - du
y Qy

ekvipotencialis vonalak egyenlete:

U (x, y) = C,

E. dx + Ed =
vagyis az

azaz a mi peldankban a

2jren (a - x)2 +
x

"Tv2

(a - x)2 ~+yi~r x2

egzakt differencialegyenlet altalanos megoldasa.

x2
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A differencialegyenlet altalanos megoldasa, mivel

133

eze"rt

vagy maskeppen irva:

Ezt rendezve:

2jre
In

(a - x)2 + y2

(A2 - - 1) - 2ax = a2

Ez pedig az x tengelyen fekvo k6ze"pponttal bir6 korok egyenlete (35, dbra).
Ugyanis megfelelo atrendezessel ez az egyenlet igy is irhato:

_
"- I)2

9. A teljes differencial es az integralo t£nyez6 egyik fontos alkalmazasa a termo-
dinamikdban, a fotetelek megfogalmazasanal talalhat6 meg. Legyen egy tartalyban suly-

egysegnyi homogen gaz
bezarva. A gaz allapo-
tat harom mennyise'g
(allapotjelzfi) hatarozza
meg: a gazzal toltott v
te"rfogat, a g&z pnyomasa
es az abszoliit homersek-
letskalan mitt T homer-
seklete. Ez a harom alia-
potjelzo egymassal olyan
osszefugge'sben van, hogy
ketto ismereteben a
harmadik meghatdroz-
hat6. Kozelitfileg a ko-
vetkezo osszefiigges all
fenn (Clapeyron-egyen-
let):

pv = RT,

36. dbra ahol R az adott gdz-
mennyis^gre jellemzo

alland6 (nem az 1 mol gazra vonatkoz6, univerzilis gaz^lland6). Ez az egyenlet csak
kozelftoleg e>v£nyes, kisp nyomasoknal ^s megfeleloen nagy v terfogatoknal. Ezt az 41-
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lapotegyenletet is, hataresetkent, magaban foglalja a van der Waals-fele allapot-
egyenlet:

ahol a is b a gazra jellemzo alland6k.
A tovabbiakban a Clapeyron-egyenlet £rvenyess£ge't fogjuk felt£telezni.
A homennyisegeket — mechanikai egyenertekiiknek megfelelo egys^gekben

kifejezve — Q-val fogjuk jelolni. dQ ennek a differencialja.
Kepzeljiik el azt, hogy a v terfogat megvaltoztatasa nelkiil bizonyos hSmennyise-

get kozlunk a gazzal. Ekkor a gaz homerseklete meg fog valtozni. Ha cv jelenti a gaznak
allando terfogaton vett fajhojet, akkor a homersekletvaltozas es a kozolt homennyiseg
kozott a kovetkezo az osszefiigges:

dQ = cv dT.

A cv termeszetesen a v terfogatnak es a T homersekletnek a fiiggvenye (s igy termdszete-
sen vegeredmdnyben a harom allapotjelzo fuggvenye).

Kepzeljiik most el azt, hogy a. tartaly olyan deformaci6ra kepes, hogy a gazzal
toltott terfogat dv-vel megvaltozhat. Ekkor a gaz p • dv nagysagti munkat vegez, es
ennek megfeleloen csokken a belso energiaja. Ennek a vesztesegnek a kovetkezmenye
az lesz, hogy a homerseklet dT-vel csokken, es ez egy meghatarozott dQ homennyiseg-
gel helyettesitheto. Ebbol kovetkezik az, hogy ha alland6 homerseklet mellett dQ
homennyiseget kSzlunk a gazzal, a gaz terfogata dp-vel megviltozik:

dQ = / dv,

ahol I a harom allapotjelzo koziil kettonek a fuggvenye.
A fentiek alapjan a gazzal kozolt dQ homennyiseg egy rdszerSl, dQ^rol feltehet-

jiik azt, hogy az az allando v terfogat mellett a gaz homersekletenek megvaltozasat
idezi elo, a tobbi pedig (dQ2 = dQ — dQJ a gaz allando homerseklet melletti terfogat-
valtozasat idezi elo. Ekkor fennall, hogy

dQ1=cvdT,

ahol cv-t az allapotjelzok kezdeti ertekei hatarozzak meg, es

dQ2 = I dv,

ahol I erteket a kezdeti v drtek es a dT-vel megnovelt kezdeti T ertek hatarozza meg.
Ha azonban dQj es igy dT is ,,elegendo kicsik", akkor feltehetjiik azt, hogy / erteket is
a kezdeti v es T ertekek hatarozzak meg.

Osszefoglalva, azt mondhatjuk, hogy ha a gazzal dQ homennyiseget kozlunk,
akkor a gaz allapota megvaltozik ugy, hogy fennall

dQ = cv dT + I dv. (1)

ahol cv es I erteket a v es T kezdeti ertekei hatarozk meg.
(Megjegyezztik, hogy csupan egyszerusites miatt teteleztiik fel azt, hogy dQ,

es dQ2 pozitivok.)
Ennek az osszefiiggesnek termdszetesen mas alakot adhatunk akkor, ha yes T

helyett misk^ppen valasztjuk meg — a hdrom allapotjelzok koziil — a k6t fiiggetlen
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parameters Igy, ha T es p a fiiggetlen valtpz6k, akkor mivel

, dv dv
dv==dpdp+dfdT'

iesz
dv dv
3T*| dp

vagy ha rovidseg kedve^rt azt irjuk, hogy

, ,dv

es

&-L,dp
akkor

dQ = c^ dT + L dp. (2)

Itt cp jelenti az allando nyomashoz tartozo fajhoj^t a gaznak.
Ha pedig p is v a. valasztott fiiggetlen parameterek, akkor mivel

o'r* rlT*

dT = -- <fp + -- dv,
dp dv

Iesz
Vdv, (3)

ahol mindjart, roviditeskent bevezetttik a

ar

er . 37

jeloleseket.
A fenti bevezetes utan p-t es v-t valasztva fiiggetlen param^tereknek, a termo-

dinamika I. fdtetelet a kovetkezokeppen fogalmazhatjuk (Caratheodory) :
A

dU = dQ - p dv = P dp + (V - p) dv

kifejeze"s teljes differencial, vagyis fennall, hogy

9P_6V'_
Qv~ Op

Igy tehat ennek a teljes diffeirencialnak az integralasaval egy, csak az integral
felso hatarat6l fiiggo, egy^rtelmu U allapotfuggvenyt lehet meghatarozni, ez a gaz
energiaja.

Ha egy derekszogu koordinata-rendszerben pi. v az abszcisszatengely is p az
ordinatatengely, akkor a v Is p ertekek altal jellemzett gazallapotot a (v, p) ponttal
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abrazolhatjuk. Egy rogzitett (a, b) pontb61 kiindul6 es ugyanoda visszaerkezo G zart
g6rbe"t kivalasztva, az egy, un. korfolyamatot fog abrazolni (36. abra). Ezt a zart gorbe"t

integralasi utnak valasztva, a termodinamika I. fote"telenek
fenti megfogalmazasa alapjan, fennall:

(a.b).
J dU = J (dQ - p dv) = J dQ - j p dv = 0.
G G G G

Az itt szereplo

36. abra
integral adja az ege'sz korfolyamat alatt a gazzal kozolt ho-
mennyiseget; az

\pdv

integral [a (v, p) sikon, a G zart gorbe altal bezart teriiletnek a me"r6szama] pedig az
egesz korfolyamat alatt a gaz altal vegzett munkat adja. Tehat a termodinamika I.
fotetele alapjan:

Egy korfolyamat alatt a gdz altal vegzett manka egyenlo a kozolt homennyiseggel.
Ha a dQ-ra felirt (1) egyenletre alkalmazzuk az iment mondottakat, akkor azt

kapjuk, hogy

dv = df ~ df '

Ennek az osszefuggesnek a II. fotetel megfogalmazasanal lesz jelentosege, mert itt
most T es v lesznek a fiiggetlen parameterek.

A II. fotetelt igy fogalmazhatjuk (Caratheodory):
A

dQ = cv dT + I dv

kifejezes nem teljes differencial, de = integra!6 tenyezoje.

Tehat a

teljes differencial integralasaval egy masik allapotfiiggvenyt lehet meghatarozni: S a
gaz entrdpiaja.

Az integralhatosag'felte'tele a kovetkezokeppen irhatd:

dv dT
I
T'
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vagy az I. fotetel alapjan meg atalakitva:

Op _t_
df ~ f *

A fenti osszefiiggesek igen egyszeru alakot oltenek, ha az allapotjelzok ertekke"szlete
csak olyan intervallumba esik, amelynel a Clapeyron-egyenlet ervenyes. Ekkor ugyanis:

T I dp R ,_DT

v=R-., L = Z = -# ; - „= -# - , L=- i> .V dp pz p

Az allando terfogathoz tartoz6 cv fajho, melyrSl eddig feltetttik, hogy v es T
fiiggvenye, es melyre azt talaltuk, hogy

Qc,, _ dl_ _ dp^
dv ~~ df QT '

mivel I = p, ezert csak T fiiggvenye.
Tovabba

, ,8w , R
cp = cv + l~=cv + p-,

azaz
cp = cv + R.

Osszefoglalva tehat, ha ervenyes a Clapeyron-egyenlet, akkor cv csak T £rte*ke"t61
fiigg, is a dQ-ra talalt (1 — 3) egyenletek a kovetkezo alakot oltik:

dQ = (cv +R)dT - v dp. (2a

.
K K

Az energia es az enjropia differencialja ez esetben;

dU = cv dT, illetve dS = ̂  dT + R A~ ,

azaz

U = ) cv dT + allando,
illetve

S = f ^ dT + R In v + alland6.

Az ezekben az integralokban szereplo cv €s T allandoknak tekinthetok, & igy

v

es
U = cv T + alland6,

+ alland6.
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Feladatok

a) Gyakorlo fel- I a) Egzakt differencidlegyenletek
adatok

1. 2 + 4y e*y + (3 + 4x ex*) y' = 0.

2. cos x — e~x sin y + (e~* cos y) y' = 0.
3. 3x2 - 6xy + (3y2 - 3x2) y' = 0.

4. .,_ + cos x siay +

22.

+ sin x cos y y'=0.

5. y cos x — sin (x — y) + [sin x -f sin (x — y) ] y' = 0.

«. 2xy - 2y - 1 + (x2 - 2x - 2y) y' = 0.

7. cos (x + y) — sin (x — y) + [cos (x + y) + sin (x — y) i ] y ' = 0.

8. -s ' + Vft = 0.
x" + y2 x2 + y2

9. (2x - 2y) dx + (2y - 2x) dy = 0.

10. (a x + b y) dx + (b x + cy) dy — 0. Itt a, b es c megadott allandok.

1 1. (3 x2 + y2) dx + 2y (x - 2a) dy = 0. Itt a = alland6.

12. (3 x2 - a y) dx + (3 y2 - a x) dy = 0. Itt a = allando.

13. [x (x2 + y2) - a2 x ] dx + [y (f + y2) + a2 y ] dy = 0. Itt a = allando.

14. xy2dx + (2y3 + 3b y2 + &2y - «2y + x2y - ca b) dy = 0. Itt a es 6 meg-
adott allandok.

0

'

16. In (y2 + 1) dx + ~ dy = 0.

17. (3 x2 + 4xy) dx + (2 x2 + 3 y2) dy = 0.

18. [3ox2 + 2(a + 2fc)xy + (b + 2h)y*]dx + [(a + 2h) x? + 2 (b + 2K) xy +
+ 36 y2 ] dy = 0. Itt a, b es h megadott allandok.

19. (4x3y- 12x2y2 + 5x2 + 3x)y' + 6x2y2-8xy3 + lOxy + 3y = 0.

20. -i- + 2x In y = 0.

21. (cos x — x cos y) dy — (sin y + y sin x) dx = 0.

dy = 0. Itt a is b megadott alland6k.

- _
(1 4- w)2
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24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.

33.

34.

e? dx + (xe" — 2y) dy = 0.
(x2 + y2) dx + 2xy dy = 0.
x (x — 2y) dy — y (y — 2x) dx = 0.
(3 x2 + 2xy - y2) dx + (x2 - 2xy - 3 y2) dy = 0.

(y cos2 x — sin x) dy — y cos x (y sin x + 1) dx = 0.

a* (y3 + xy3 + 1) dx + 3 y2 (x ex — 6) dy = 0.
(1 — cos y + y cos x) dx + (2 + sin x + x sin y) dy = 0.

(y2 + l)'dx + (y2 + 3xy V?~+l) dy = 0.

(4 x2 + y2) jAx2 -f y2 dx + 3xy l/x2~+y dy = 0.

2x - 3y 4y2 - x2 .
—--dx+ — d = 0.

35.
(2 x2 + y2) dx + xydy

= 0.

1.

2.
4.
6.
8.
9.

10.

12.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

P) Integrate tenyezo (Euler-fele multiplikdtor)

y (1 4- xy) dx — xdy = 0.
y(2x + y3)dx-x(2x — y3) dy = 0. 3.

y dx - (x + y) dy = 0. 5.
x dy + y dx = y2 dx. 7.
y (3x - 2y) dx + x (x - 2y) dy = 0.
(2xy + y2) dx + (2 x2 + 3xy) dy = 0.

(x + y)dy+(x-y)dx = 0. 11.

1

x dy — y dx =• (x2 — y2) dx.
xdy - (x- +y)dx = 0.

y2 dx + x2 dy - 2xy dy = 0.

dy = ytgx
cosx

dx.

dy = ytgx-
COS X

dx. 13. ydx + (yex- 1) dy = 0.

ey (y dx — dy) = ex (x dy — dx).

(2 y3 - 5a x3) dx + 3xy2 dy = 0. Itt a = allando.

(3xy + 2 y2) dx + (3xy + 2 x2) dy = 0.

(x2 - 2xy - 3y2) dx - (y2 - 2xy - 3 x2) dy = 0.

y (x2 + 2y2) dx + x (y2 + 2 x2) dy = 0.

(4 x2 + 3 y2) dx + xy dy = 0. 20. (1—xy) dx + (xy - x2) dy = 0.

(xy3 + 2 x2 y2 - y2) dx + (x2y2 -)- 2 x3y - 2 x2) dy = 0.

(x + y) dx + dy = 0. 23. (x3 + y4) dx + Sxy8 dy = 0.
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24, xy*dx+ (x? y* - 1) dy = Q. 25. (1 - xy) dx + (I'.- x2) dy =0.
26. / dx + (xj> + 1) dy = 0. 27. dx + [l + (x + y)tg.y]d.y = 0.

28. (x3 - Zy3 - 3xy) dx + 3x (y2 + x) dy = 0.

29. (x2 - ya + 1) dx + (x2 - y2 - 1) dy = 0.

30. (2 x2 + xy + a2) y dx + (x + 2y) (x2 + a2) dy = 0. Itt a = alland6.
31. (3x5/-j^)dx + (5x«/' + x3)dy = 0.

32. (y + 1) dx + (xy + y2 + y + 1) dy = 0.

33. (7 x3 + 3 x2y + 4y) dx + (4 x3 + x + 5j>) dy = 0.

34. dx + (x2 + y2) dy = 0.

35. (x - y2) dx + 2xj> dy = 0.

6J Fizikai feladatok I l. Legyen egy parhuzamos sikaramlas sebessdgvektora:

- v = c0 cos a i + c0 sin a j,

ahol c0 = alland6 a sebessdg abszoliit erteke, a — allando pedig a sebessegvektor es
az x tengely pozitiv szara kozti szog. Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak
egyenletet.
2. Egy az origdban elhelyezett forras (nyeldO altal eloid^zett sikaramlas sebesseg-
vektora:

Ha Q jelenti a forras (Q >0) vagy nyelo (Q < 0) erosse~ge"t, akkor az itt szereplS
cc = allando jelente"se:

Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak egyenlete"t.

3. Ke"t, egymassal ^ szoget bezaro fal kozotti aramlas sebessegvektora t
2*

v = c0xi — c0yj.

Itt c0 = alland6, is legyen x > 0, y > 0. Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak
egyenlet^t.

4. Helyezzunk el egy x tengeHyel parhuzamos, c0 = alland6 sebess^gu parhuzamos
sikaramlasba egy Q = alland6 bos&gfi forrast. Az eredo sikaramlas sebessegvektora:

y ,i.

Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak egyenletet.
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5. Legyen egy az origoban elhelyezett es az x tengely pozitiv iranyaba mutat6
dipolus momentuma M. Az ezaltal le'tesitett sikaramlas sebessegvektora:

_ _ , J ^ — x2 . _ 2xy
v (*2 + y2)2 ' (xMTyT2 '*

Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak egyenletet.

6. Helyezziink az origoba egy az x tengely pozitiv iranyaba mutat6, M momen-
tumu dip6lust, az x tengely pozitiv iranyaban halado c0 sebessegu parhuzamos aram-
lasba. (Idealis folyadeknak ,,vegtelen hosszii" korhenger koriili parhuzamos aramlasa.)
Az eredo sikaramlas sebessegvektora:

y2 — x2 i 2xy
-

Hatdrozzuk meg az ekvipotencialis vonalak egyenletet.

AZ el3zo feladatban szereplo sikaramlasra szuperponaljun me'g egy P eross^gfi
potencialos orvenyt, (Idealis folyadeknak ,,vegtelen hosszii" korhenger koriili cirkula-
ci6s aramlasa.) Az eredo sikaramlas sebessegvektora:

v = I c,, + MAr—^t + ~ £~

Hatarozzuk meg az ekvipotencialis vonalak egyenletet.

«3. §. Altalanos megoldasi modszerek az ismeretlen fiiggveny derivaltjara
nezve explicit alakban megadott differencialegyenleteknel

a) Iranymezo. Izo- Tekintstik az
klinak , , . .

V =/(x,y)

differencialegyenletet, ahol / (x, y) az (x, y) sik egy bizonyos D tartomanyaban ertel-
mezett fiiggveny. Ez a differencialegyenlet a tartomany minden egyes pontjahoz meg-
adja annak az iranytenyezonek az erteket, mellyel a differencialegyenlet megoldasa
altal meghatarozott gorbe erintSje abban a pontban rendelkezik. Ha a D tartomany
minden egyes P (x, y) pontjaban az / (x, y) ertek altal meghatarozott erinto iranyat egy
«gyenesszakasszal, un. vonalelemmel (Lie) abrazoljuk, akkor egy irdnymezot nyeriink

Az

differencialegyenlet geometriai kepe, a fenti ertelmezes szerinti iranymezo gyakorlati-
lag kevesse szemleletes. Bizonyos rendet vihetiink ebbe a kepbe akkor, ha azokat a
gorbeket vizsgaljuk, amelyeken

v' = f (x, y) = allando.

Ezeket a gorbdket — az azonos iranyii vonalelemeket hordozo gorb^ket — izoklindk-
nak nevezziik.
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Az egyes izoklinakhoz tartozo vonalelemek kozos iranyat gyakorlatilag konnyen
megszerkeszthetjiik, ha pi. az

f(x,y) = C

gorbenek es az f(x, C x) = C egyenletbol ad6d6 x = x(C) osszefuggessel meghatarozott

x = x(C)

y = C x(C)

parameteres egyenletrendszeru gorbenek metszespontjat az orig6val osszekotjiik. Ez az
egyenes a C-hez tartozo vonalelemekkel parhuzamos.

Az
v' = t(x,y)<=C

izoklinak serege a differencialegyenlet vonalelemeit elvileg attekintheto rendbe foglalja.
Az izoklinak segitsegevel az

v' = f ( x , y )

differencialegyenlet kozelito megoldasat grafikusan tigy szarmaztathatjuk, hogy az
,,elegge surun" felrajzolt izoklinak seregen — szinten ,,elegge sfirun" — kijeloljuk az
ott ervenyes vonalelemeket, s ebbe az iranymezobe olyan gorbeket rajzolunk, amelyek
a megfelelo vonalelemeket minden pontjukban erintik. Minden egyes ilyen gorbe a
differencialegyenlet egy integralgorbejenek kozelito gorbeje.

Megjegyezztik azt, hogy a fenti modszer gyakorlatilag alig hasznalatos,* mert a
kozelites pontossaga altalaban igen kevesse kielegito, s altalaban egyaltalan nines arany-
ban az izoklinak felrajzolasanak nehezsegeivel. Viszont a fenti szerkesztes igen sok eset-
ben elvileg lenyegesen hozzajarulhat a differencialegyenlet megoldasaval kapcsolatos
geometriai viszonyok tisztazasahoz.

A differencialegyenlet integralgorbeinek attekintesere lenyeges^ hogy azok maxi-
mum-, illetve minimumpontjait, illetve inflexios pontjait is ismerjuk. A maximum,
illetve minimum sziikseges feltetele, hogy

legyen. Ha meg az
f(x,y)=0

gorbe ellenkezo elojelu iranytangensu vonalelemeket hordoz6 izoklinakat valaszt e
egymastol, akkor ez az

f(x,y)=0 .
*>

egyenletfl izoklina valoban az integralgorbek maximum-, illetve 'minimumpontjainak
geometriai helye.

Az inflexios pontok geometriai helyenek meghatarozasahoz kepezniink kell az

masodik derivaltat. Az
y" =0

' A ctitlercnciAIegyeiUetek egyelj. gyakortatilag luisznilatos, graflkus megoldasi mddszereit iasd :>
sorozat tov^bbi koteteiben.
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gorbe az integralg6rb£k inflexios pontjainak geometriai helye akkor, ha e gorbe ket olda-
Ian y" elojele ellenkezo (vagy y'" ̂  0).

Az alabbiakban, nehany egyszeru tipusu differencialegyenlet izoklinait mutat-
mk be:

a) y' = f(x). Itt /(*) egy, az a < x < b intervallumban ertelmezett fiiggveny.
Az a < x < b, — oo<j>< oo tartomany minden pontjahoz tartozik egy vonalelem.
Minden olyan ponthoz, amelynek abszcisszaja ugyanaz, ugyanakkora iranytangensu^
vonalelem tartozik. Tehat az izoklinak az y tengellyel parhuzamos egyenesek: f(x) = C,
azaz x = k.

ft) y' = S(y)- Itt S(y) £Sy a c < y < d intervallumban ertelmezett fiiggveny.
A — oo < A < c«, c < y < d tartomany minden pontjahoz tartozik egy vonalelem.
Minden olyan ponthoz, melynek ordinataja ugyanaz, ugyanakkora irar ytangenstl
vonalelem tartozik. Tehat az izoklinak az x tengellyel parhuzamos egyenesek: g(y) = C,
azaz y = k,

y) y' =f(ax + by + c). Itt a -j^ 0,b ~jL 0 es / egy, azr < ax + by 4- c<s

intervallumban ertelmezett fiiggveny. Az izoklinak — - iranytangensu, parhuzamos

egyenesek: f (a x + b y + c) = C, azaz y — — r- x + k.

d) y' ==/ ' "I . Itt x -^ 0 es / egy, az r < < s intervallumban ertelmezettr
x ' *

== / ' • ? [ . Itt x -^ 0 es / egy, az r < V-
x ' x

fiiggveny. Az izoklinak origobol kiindulo felsugarak:

= C, azaz y = k x.

e) y' + S(x)y + h(x) — 0. Itt g(x) es h(x) az a < x < 6 intervallumban ertel-
mezett fiiggve'nyek.

Ha
g(*o) = 0,

akkor az x = x0 egyenes minden pontjahoz az ;

y' = - /((*„)

iranytangens tartozik, tehat ez az 7 tengellyel parhuzamos egyenes egy izoklina.
Legyen a tovabbiakban x0 olyan, hogy g (x0) -/^ 0. Ekkor az (x0, y0) ponthoz — az.

adott inhomogen linearis differencialegyenlet altal — hozzarendelt vonalelem az

egyenes egy darabja. Ennek az egyenesnek a futopontja a (f , rj) pont. Az ugyanakkora«
abszcisszajti, de kiilonbozo ordinataju (x0, y-,) ponthoz tartozo vonalelem az

egyenes egy darabja. E ket egyenes metszespontjanak koordinataij
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azaz csak az x0 abszcisszat6l fiiggnek. Ebb61 kovetkezik, hogy ha az x = x0 egyen eshez
hozzatartozo vonalelemeket meghosszabbitjuk valamelyik iranyban, akkor olyan egye-
neseket nyeriink, melyek egy pontban metszik egymast. Az • y tengellyel parhuzamos
egyenesek egyes pontjaihoz hozzatartoz6 vonalelemek meghosszabbitasaval nyert egye-
nesek metszespontjainak geometriai helye a

(gW 96 0)
h(x)

parameteres egyenletrendszerrel meghatarozott gorbe. (Itt x a parameter, £ es -rj pedig
€ gorbe pontjainak koordinatai.)

Ha az adott linearis differencialegyenlethez tartozo fenti gorbet (az tin. izopunktdl
gorbet) megrajzoljuk es az egyes pontjaihoz a hozzatartoz6 x parameter erteket odairjuk,
akkor ezzel a differencialegyenlethez tartozo iranymezot konnyen attekintheto modon
rendezette tessziik.

b) Sorozatos koze-
lites (szukcessziv
approximacid,
Picard-Lindelof)

Legyen az;
y'=f(*,y)

differencialegyenlet jobb oldalan allo / (x, y) fiiggv^ny az

\ — x0 i < a s oo, y — yg \ b ̂  oo

tartomanyban folytonos es korlatos, azaz

\ f ( x , y ) SA

{ahol A egy pozitiv allando), tovabba ugyanott tegyen eleget az

(ahol M egy pozitiv allando) Lipschitz-feltetelnek, akkor az

X

f(x, y<>) dx,

J f(x, yi(
xa

X

j f(x, y2(x)) dx,

yn(x) = y0 + J /(x, yn _a (x)) dx,
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fiiggvenysorozat n —> oo eseten — legalabb az

x — x < Min
a' A

intervallumban — az adott differencialegyenletnek, az y0 = y(x0) adott kezdeti fel-
le'telt kielegito, y = y(x) megoldasahoz konvergal.

Az n-edik kozelitesre fennall, hogy

A ~ Mk I x — x« I*
= M ,^+i ki

Ez az eljaras numerikus, kozelito szamolasra is alkalmas. Ez esetben a jobboldali
integralok kiszamitasara numerikus, kozelito modszert kell alkalmaznunk. (Ezekrol
b6'vebbet lasd a sorozat tovabbi koteteiben!)

cj K6zelito meg-
oldas hatvanysor
alakjaban

Ha az

differencialegyenlet jobb oldalan allo fiiggv^ny az

|x — x 0 |<a^oo, \ — y0\<b ̂  oo

tartomanyban folytonos es korlatos, azaz \ f ( x , y ) ; S A, es az

f (x, y) = 2 alt (x — x0Y (y — yn)J
i,i

alakban hatvanysorba fejtheto, akkor az adott differencialegyenletnek az ya = y(x0)
kezdeti feltetelt kielegito, y = y(x) megoldasa az x = x0 hely kornyezete"ben az

hatvanysor alakjaban eloallithato. Ez a hatvanysor legalabb az

_ _ . / b
x — x0 < Mm a, -r

\

intervallumban konvergens. A ck egyiitthatokat a
j ~

2 kck (x - x,/-1 = 2 ay (x - x0)' • \2ck(x- x0)"
k=l i,j I ft=l

egyenletben a megfeleld" egytitthatok osszehasonlitasaval hatarozhatjuk meg.

Pelddk

1. Hatarozzuk meg az izoklinak segits^gevel az . . .

y' = l + X y

differencialegyenlet kozelito megoldasat.
10 Kdzorus<§ges differencial egyenletek — 44231^11.
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Az izoklinak gorbeseregenek egyenlete:

C = l + xy,
azaz

= C-1

Ezek egyenlo szarii hiperbolak, melyeknek kozos aszimptotai a koordinata-
tengelyek.

A koordinata-tengelyek egyes pontjaihoz tartpzd vonalelemek iranyat a kovetkezS
meggondolassal hatarozhatjuk meg: .

Az y tengelyen x — 0, j> pedig tetszoleges. Ekkor a differencialegyenlet szerint

y' = C = 1.

Ha most a ket valtoz6 szerepdt felcsereljuk: x az ismeretlen fuggvdny es^ a ftigget-
len valtoz6, akkor a differencialegyenletet

dx 1
dy l+xy

alakban irhatjuk. Ekkor az x tengelyen:y = 0 es x tetszoleges. De akkor a differenciil-
egyenlet szerint

dx _

*y~
azaz itt is

y'=C=l.

Tehat az izoklinak gorbeseregehez hozzatartozik a ket koordinata-tengely,
m^gpedig mindketto tg 6 = 1 irinytangensii vonalelemeket hordoz.

A vizszintes vonalelemek izoklinaja (tg 6 = C = 0) az

egyenletu hiperbola. Ez a gorbe egyben az (x, y) sikot harom r£sztartomanyra osztja.
Ezek koziil a kozepsSben az integralgorbek erinto iranytangense pozitiv, vagyis az
integralgorbdk ebben a tartomanyban — novekvo x-ekkel egyiitt — emelkednek;
a masik ket rdsztartomanyban viszont az integralgorbek Erinto iranytangense negativ,
tehat az integralgprbek' e k^t tartomanyban, novekvo x-ekkel egyiitt siillyednek.

Hogy az egyes izoklinakhoz tartoz6 vonalelemek iranyat meghatarozhassuk.
kuszoboljiik ki a C parametert az

y = C x

C = l +CX 2

egyenletekb61. Igy az ad6dik, hogy

v.2 _ 1 _
x ~ '
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illetve

Ennek a g6rbe"nek a? egycs izoklinakkal valo metszespontjait az orig6val osszekotve
megkapjuk a metszespontokhoz tartozo vonalelemek iranyat (37. abra). Ennek a
gorbenek azonban csak az az aga lesz erve-
nyes, melynel valos C iranytangens ertekek-
hez valos x eitekek tartoznak. Mivel pedig

ha C < 0, akkor x2 > 1,

illetve

ha C S; 1, akkor 0 ̂  x2 < 1,

tzitt ez a gorbe a

0 < C < 1

iranytangensfi vonalelemeket nem hatdrozza
meg.

£ppen ezert celszeriibb, ha a vonalele-
mek iranyat pi. az

C-l

37. dbra

izoklinakkal es a

iranyharomszoggel hatarozzuk meg,
E ke"t egyenletbol C-t kikiiszobolve,
adodik az

y = l-x

4. dbra

egyenletu gorbe. Ez az a gorbe,
amelynek az izoklinakkal val6 met-
szespontjait, ha az y tengelyre vetit-
jiik es e pontokat a (—1, 0) ponttal
osszekotjiik, megkapjuk a metszes-
pontokhoz tartozo vonalelemek ira-
nyat (38. abra).

Figyelemmel arra, hogy a meg-
oldando differencialegyenlet linearis,.
az iranymezot az a) e) pontban
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tnondottak alapjan is megszerkeszthetjiik. Az ottani jeloleseknek megfeleloen, a mi
esetunkben

g(x) = — x,

h(x) = -1.

Tehat az x = 0 egyenes egyes pontjaihoz tartoz6 vonalelemek iranytangense

v' — ~

IX IX ' S X/lx ></ /!/

3.9. abra

Barmely x — alland6
egyenes egyes pontjaihoz tar-
tozo vonalelemek a

gorbe segitsegevel rajzolhatok
meg (39. abra).

Az integjalgSrb^k atte-
kintesere lenyeges, hogy azok
szelsSertek-, illetve inflexios
pontjainak geometriai helyet
meghatarozzuk. Szelsoertek
csak ott lehet, ahol y' = 0.
Ez pedig az

1

hiperbolat adja. Hogy eldont-
stik azt, hogy e gorbe ket agan
levo pontokban az integral-
gorbeknek maximuma vagy
minimuma van-e, kepezntink
kell y"-ti

y" = xy' +y =
— x (1 + x y) + y.

Ha ide behelyettesitjiik

az y = — erteket, akkor

1

Vagyis

es
40. a'6ra

y" < 0, ha x >0

y" >0, ha x<0.
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Tehat az y = hiperbolanak pozitiv x-ekhez tartoz6 aga az integralgorbek

maximumpontjamak geometriai helye, a masik aga pedig a minimumpontok geometriai
helye.

Az inflexios pontok geometriai helyet az y" — 0 egyenletbol kapjuk:

* ~ I + x*'

E gorbe valoban ag inflexios pontok geometriai helye, mert e gorbe pontjaiban

Ezzel a differencialegyenlet integralgorbeit kozelitoleg megrajzolhatjuk (40. abra).
2. Hatarozzuk meg az

y' =yx
differencialegyenletnek az y(0) = 1 kezdeti feltetelt kielegito partikularis megoldasat
sorozatos kozelitessel.

JC

— f ^ —

v3 y5

2" +2^4
rfx = 1 + - +

X6

2 ' 2 - 4 ' 2 - 4 - 6 '

V2 1-4 yR
1 4- — -I- 4- 4. J-t- -I- -t- -t- - - - -i-

tehat

1
= lim yn(x) = ^j-

3. Hatarozzuk meg az ,

differencialegyenlet altalanos megoldasat hatvanysor alakjaban.
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Feltetelezziik, hogy a megoldas az

y = ao + aix + °z *z + as ** + a«*4 + • • •
hatvanysor, mely az j x \ Q intervallumban egyenletesen osszetarto, s igy

y' = a, + 2 a2 x + 3 a3 x2 + 4 a4 x3 + ...

Helyettesitstik ezeket be a differencialegyenletbe:

flj -f 2 a2 x + 3 a3 x2 + 4 a4 x3 + ... = x + aa + ̂  x + az x2 + a3 x3 + ...,

vagy maskeppen:

at + 2 a.2 x + 3 as x2 + 4 a4 x3 + ... = a0 + (at + 1) x + a, x2 + a3 x3 -)- ...

Ez pedig x-ben identikusan csak akkor allhat fenn, ha x megfelelo hatvanyainak
egyutthatdi mindket oldalrol megegyeznek, azaz

at = a0,
2 a.2 = aj + I,

3 a3 = a2,

4 a4 == as,

5 as = a4,...
Ebbol kovetkezik, hogy

«I = On.

a, = 1 - 2 - 3 '

= _0o_+_l_

a" 1 - 2 - 3 - 4 *

flo+1
5 I • 2 • 3 • 4~- 5 '

Tehat

v.4

(a0 + 1) e* - x - 1.
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Vagy ha meg ,
a0 + 1 = C,

vegeredmenyben
y = C ex — x — 1.

4. Hatarozzuk meg az elozo feladatban szereplo

differencialegyenlet altalanos magoldasat Taylor-sor- alakjaban.
Feltessztik azt, hogy ha x = 0, akkor j?(0) = a0. Ekkor az adott differencial-

egyenlet szerint

az ismeretlen fiiggveny magasabb rendu derivaltjaits

y" =

Behelyettesitve az x = 0, ^(0) = y'(0) = a0 ert^keket:

y"(0) =a0+l,

Mivel y = y(x) Taylor-sora

ezitt a mi esetiinkben:

= (a0 -f 1) ex - x - 1.
Ve'geredme'nyben

3; = C ex — x — 1.
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Feladatok

a) Az iranymezo is
az izoklinak mcg-
rajzolasa

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenletek kozelfto
megoldasat az iranymezo (izoklinak) megrajzolasa alapjan:

1. x + yy' = 0. 2. xy' - y + fx2 + yz = 0.
3. y' = x2 -f- y2. 4. y' = x + y.

5- X = -l. 6.

7. y' = l+y. 8. J>' = (x + j02.

9. x,)/ - j; = x3 + 1. 10. xy' + 2y = 3x.

b) Kozelito mcg-
oldas sorozatos
kozelit^ssel, , . , . . ..
illctvc hatvany- feltetelek mellett:
sor alakjaban

Oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket sorozatos
kozelitessel, illetve hatvanysor alakjaban, az adott kezdeti

y'=
2. y' = yi — y2; y(0) = 0. (Csak Taylor-sor alakjaban keressuk a megoldast.)

3. y' = x* + y2; y(Q) = 1.
4. y' — x + sin_v; y(l) = 0. (Csak Taylor-sor alakjaban keressuk a megoldast.)

5. / =

7. §. Szingularis pontok

Ha az y' = f (x, y) alakii differencialegyenlet jobb oldalan allo/(x, y) fiiggveny az

\ — x 0 |<asoo , 'y— y 0 | <6soo

tartomanyban folytonos is korlatos, azaz

f(x, y) I S A (ahol A egy pozitiv allando),
tovabba ugyanott eleget tesz az

!/ (x, y2) — f(x, yj\ M \2 — y^ \l M egy pozitiv alland6)

Lipschitz-feltetelnek, akkor az adott differencialegyenletnek egyetlen egy olyan
y = y(x) megoldasa letezik, mely az

x — x0\^h

intervallumban (ahol ft az a es szamok kisebbike) ertelmezett es folytonos es
**

x = x0-ra az y0 erteket veszi fel. (Megoldas egzisztenciaja es unicitasa. L. meg a
Bevezet^s b) pontjat es a 6. § b) pontjat.)

Az alabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor az emlitett feltetelek koztil nem
teljesiil /(x,^)-ra a korlatossag. Feltessztik tehat azt, hogy az j (x,y) fiiggveny az
(Xo»yo) pont kornyezeteben nem korlatos. Ket eset lehetseges:
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1- \ f ( x , y ) -» oo, ha (x,y) —> (x0,y0). Ekkor j- r -* 0. Ha most az adott
/1*> y)

differencialegyenletet
dx I
dy f(x,y)

alakban irjuk (x az ismeretlen fiiggveny es y a fiiggetlen valtoz6), felteve, hogy erre
a differencialegyenletre az egzisztencia es unicitas feltetele teljesiil, akkor van egy olyan

x = x(y)

megoldas, melyre x = X0, y = y0 eseten -- = 0, eszerint az integralgorbenek .az

(xor y0) pontb;an az y tengellyel parhuzamos erintoje van.
2. f(x,y) azonkiviil, hogy, nem korlatos az (x0, y0) pont kornyezeteben, nines

egyertelmu + oo hatarerteke, ha (x, y) — > (x0, y0), hanem a hataratmenettol fiigg6
hatarertekhez tart. Ilyenkor f(x, y~)-na1a szingularis pontja van az (xa,y0) pontban.

Ha pi. /(x,J,)

V>=

y Q(*,y) '
es van olyan (xoty0) pont, ahol P es Q egyarant 0, azaz P (x0,ya) = 0, Q (x0,y0) = 0
es ha meg

f y v-o> sol i n
, -f u>

akkor (xoty0) szinguldris pont. Az altalanossag megszoritasa nelktil feltehetjuk, hogy

Tegyiik fel meg azt, hogy a P (x, y) es Q (x, y) fiiggvenyek x es y szerint akar-
hanyszor differencialhatok is helyettesitsiik e fiiggvenyeket x es y szerint halad6
hatvanysoruk elsofokii tagjaival:

P(x,y)fvP'x(W)x + P;(0,0)y,

Q(x, y) ̂  Q'x (0,0)x + Q'y(0,0) y.

Ha most a A-ra nezve masodfoku

Oi(0,0)-A P;(0,0) | = Q

Q^(0,0) P ,̂(0,0) — A |

egyeqlet mindket gyokenek valos resze nem 0, akkor a szingularis pont jellegenek meg-
allapitasa szempontjabol az elobb emlitett kozelites megfelelo.

(Ha ez a A-ra tett feltetel nem teljesiil, akkor a P (x, y) is Q (x, y) hatvanysoranak
elsofokti tagjai nem hatarozzak meg a szingularis pont jelleget, s igy kiegeszitfi vizsgalat
sziikseges. Ezzel azonban itt nem foglalkozunk, csak megemlitjiik, hogy ha A val6s
resze 0, akkor a szingularis pont centrum vagy fdkusz. L. kesobb a y) es d) pontban.)
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fippen eze'rt a szingularis pont jellegere vonatkoz6 kulonbozS esetek attekinte'-
sere elegseges az

, a x + by . . ,
y' = -^- ahol
' cx+ dy '

a b

homogen fokszdmu) differencialegyenletet vizsgalni, az orig6 kornyezet eben.
Allando egyiitthatoju

g = ax + By I la ft
I ahol

TI = yx + dy I |-y 8

linearis transzformaci6val atalakitjuk a differencialegyenletet a lehetS legegyszerfibb
alakiira (1. az 1. kidolgozott pdldat):

= 0.

drj _ y (c x + dy) + d (a x • _
d$ = « (c x + dy] + ft (a x +~by) ~ /u, (a x + j8y)

es /A ugyanannak a masodfoku egyenletnek a gyokei:

I c —A a
| d 6 -A

A kovetkezo esetek lehetsegesek:
a) Aj -/z A 2, mindketto val6s, es egyezS elojelfiek: Ax >A,2 >0. A transzfor-

tnaciok utan differencialegyenletiink:

dr) Aj T)

vagy

T\2 f '
ahonnan

Az integralgorbek atmennek a f = 77 = 0 kezdoponton, val amennyien erintik
a f -tengelyt. -r; = 0 es f = 0 is megolddsok. A f = -rj = 0 szingularis pont tin. csomo-
pont (1. az 1. peldat).

pi
P) A! ̂ t A 2, mindkettS val6s es kulonbozS elojeluek: - = — A < 0. A

^•i

^ _ t7?^ ~ r
differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Ezek az integralgorbek nem mennek at a szingularis ponton. Van azonban m£g ket meg-
oldas: £ = 0 e"s TJ = 0. A £ = TJ = 0 szingularis pont tin. nyeregpont (I a 2. peldat).
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y) AI es \ konjugalt komplexek:

Al = p + 9Z ' (P^O).
A 2 = p- qi

Celszeru meg egy linearis transzformaci6t alkalrnazni:

£ = u + i v,

77 = u — i v.
Ezzel a

drrj _ A! 17
5e = *7i

differencialegyenletbol lesz:

du — i dt> _ (p + q i) (u — i v)
du^+ i dv (p — q 0 (u + iv)'

vagy
(p v — q u) du = (p a + q v) dv.

Ez meg igy is frhato:
u da + v dv ' _ v da — u dv

* * P 2 2 "
ahonnan

- -In fuM^1 + - arc tg - = In | C \

vagy ha az (u, v) sikban polarkoordinatakat vezetunk be:

- £ f '
r = Ce " (C^O).

Az integralgorbek tehat logaritmikus spiralisok, melyeknek az orig6 aszimptotikus
pontja; mindegyik gorbe kozeledik a kezdoponthoz anelktil, hogy az erinto ekozben
hatarhelyzethez kozeledne. A szingularis pont un. fdkusz (orvenypont). (L. a 3. peldat.)

d) A Aj es A 2 gyokok tiszta kepzetes szamok:

A! = q i,

Az elozo transzformacidyal kapjuk (p = 0) az

u du + v dv = 0

differencialegyenletet, melynek altalanos megoldasa:

U2 + VZ = C.

Az integralgorbek tehat zart gorbek, melyek a szingularis pontot koriilfogjak;
a szingularis ponton egyetlen egy integralgorbe sem halad keresztul. A szingularis
pont un. centrum (kozeppont). (L. a 4. peldat.)
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e) AI = A 2 = A val6s gyok. Ekkor a

c - A a
= 0

egyenlet diszkriminansa:

es
(6 - c)2 + 4 a d = 0

2 '

Az a £s /) szamokat meghataroz6 egyenletrendszer a kovetkezo leszt

Tegyiik fel, hogy ebben az egyenletrendszerben a es ft egyiitthatoi nem mind
0-val egyenlfik. Ekkor a ket egyenlet nem fiiggetlen, es pi.

a = a,

b-c

Alkalmazzuk a

transzformaciot. Ekkor lesz

b-c
= a x H -- —y,

+

vagy
drl

Ennek az altalanos megoldasa:

Ezenkiviil meg f = 0 is megoldas. Ezuttal az osszes integralgorbek athaladnak
az origon es erintojiik vertikalis. A szingularis pont ismet csomopont.

Ha az elozo feltevesiinktol elteroen, a

b-c
cc+ aB = 0
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egyenletrendszerben az osszes egytitthat6k 0-val egyenlok, azaz a = d = 0, b — c = A,
akkor az eredeti differencialegyenlet

*y.=y.
dx x

alakti, melynek altalanos megoldasa:

y = C x.

Az orig6 ismet csomopont (un. dikritikus csomopont), Mindegyik integralgorbe
atmegy a kezdoponton.

1. Vizsgaljuk az
12x

V ^̂ 7

34* + I2y

differencialegyenletet. Hatarozzuk meg a szingularis pont jellege't.
A differencialegyenlet jobb oldalan all6 fiiggveny szamlaloja es nevezoje a

koordinata-rendszer kezdopontjaban 0, tehat ez a pont szingularis pont.
Az alland6 egyiitthatoju

=ax+/3y a
ahol

I y

linearis transzformacioval atalakitjuk a differencialegyenletet a leheto legegyszerubb
alakiira.

Az alkalmazando transzformacio szerint:

dg = a dx + ft dy, diq = y dx + 8 dy,

A differencialegyenletet igy is irhatjuk:

dy _ dx
Uxr+~±Ty = 34 x + I2y '

ahonnan
dy = k (12 x + 41 y),
dx = k (34 x + 12 y).

(Itt k aranyossagi tenyezo.)
Ezekkel a differencialegyenlet igy alakul:

dr) = y (34 x + 12 y) + d (12 x + 41 y)
dg ~ a (34 jc -f 12y) + ft (12 x 4-Uj/) '

Azt akarjuk elerni, hogy a szamlald Xj 77 es a nevezo pedig A 2 f alakuva valje"k,
vagyis hogy fennalljon a

y (34 x + 12 y) + d (12 x + 41 y) = A! 77 = At (y x + 6 y)
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is
a(34x + l2y)+p(l2x + 4:ly)=l2g=

azonossag.
Ezekbol a transzfonnacio — egyelore ismeretlen — allanddira kapjuk a

(34— AJiy + 126 = 0

12y+(41 -A,)6 = 0,
illetve

(34 -A 2 ) a+ 12y3 = 0

' l2a+ (41-

egyenletrendszereket. Csupa ze'rustdl kiilonbozo megoldas csak akkor van, ha A,
illetve A 2 a

34-A 12 |= 0

12 41 - A | -

masodfoku egyenlet gyokei.
Ha ezt kifejtjtik, kapjuk, hogy

A2 - 75A + 1250 = 0,
ahonnan

A! = 50 es A 2 = 25.

Aj fe A 2 erteket behelyettesitve az egyenletrendszerek egy-egy, pi. elso egyenleteibe:

— 16 y+126 = 0,

9 a + 12 /3 = 0.

EzekbSl peldaul
a = 4, /S = -3,

y = 3, 6=4.

Vagyis, ha alkalmazzuk a

£ = 4x - 3y,

7] = 3x + 4y

linearis transzformaci6t, akkor a differencialegyenlet a kovetkezo alaku lesz:

rj _ 77
~

Ennek az altalanos megoldasa:

Ezenkiviil meg TJ = 0 es f = 0 is megoldasok.
Tehat az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

3* + ly = C (4x - 3y)a (C ̂  0).
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4 3
Ezenklviil meg ke"t megoldas van: y = - x €s y = — - x . Az altalanos meg-

oldas altal meghatarozott integralgorbek masodfoku parabolak.
A transzformaci6nal szereplo Xj e~s A2 ertekek valosak es megegyezo elojeluek,

tehat — amint az a transzformacioval nyert differencialegyenlet

dltalanos megoldasab61 latszik — a koordinata-rendszer kezdopontja csomopont: az
osszes integralgorbek atmennek e ponton.

Az integralgorbeket konnyen megrajzolhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a

£ = 4x - 3y

linearis transzformacid csupan a koordinatarendszernek a kezdopont kdriili elforgatdsat
jelenti. Ha ugyanis i-vel jeloljiik az x ten-
gely pozitiv iranyaba mutat6 egysegvektort
es j-yel az y tengely pozitiv iranyaba mu-
tart6 egysegvektort, es hasonloan i' jelenti
a f tengely, j' pedig az 17 tengely egyseg-
vektorat, akkor fennall, hogy

., 4 . 3 ,

eszerint

vagyis i' meroleges j'-re, tovabbamivel az 41
i' es j altal bezart szog koszinusza (— 1)-
szerese a j' es i altal bezdrt szog koszinuszanak, ezert valoban — tiikroz^s nelktili —
forgatasr61 van sz6 (41. abra).
i. Vizsgaljuk az

24x-7y

differencialegyenletet. Hatarozzuk meg a szingularis pont jelleget.
Az elozo, kidolgozott p^ldahoz hason!6an:

y x + d y
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linearis transzformaci6t alkalmazzunk. Az itt szereplo egyiitthatokra csupa 0-t6l
kiilonbozo jnegoldast csak akkor kaphatunk, ha X kielegiti a

7-* 24 ==Q

24 -7 - A

egyenletet, azaz
X2 - 625 = 0.

Innen Xt = —25 6s A2 = 25. Ezekkel egyreszt

32 a + 24(6 = 0,
azaz peldaul

ex = 3,

/3 = -4,
masreszt

— 187 + 246 =0,
azaz peldaul

y = 4,

5=3.
Ha tehat alkalmazzuk a

linearis transzformaci6t, akkor differencialegyenletiink a kovetkezS alaku lesz:

dr] _ 77

Ennek az altalanos megoldasa:

ezenkivtil TJ = 0 es f = 0 is megoldasok.
Ennek megfeleloen az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

vagy maske'ppen irva:

12 x2 — 7 xy - 12 y2 = C (C 9 .̂ 0).

4 3
Ezenkivtil meg y = — - -x es y = — x is megoldasok. Az altalanos megoldas

dltal meghatarozott integralgorbek egyenlo szani hiperbolak, melyeknek aszimptotai

az y = — x- x esy = ™ x egyenesek. A koordinata-rendszer kezdopontja nyeregpont,
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amint az a transzformaci6nal szercplo X1 es A2 e"rtekekbol is latszik: mindketto val6s,
es ellenkezo elojelfiek.

Az integralgorbeket konnyen megrajzolhatjuk, ha figyelembe vesszuk, hogy a

77 = 4x + By

linearis transzformacio csupan a koordinata-rendszernek a kezdopont koruli elforgata-
sat jelenti. Ha i es j az (x,y) koordinata-rendszer tengelyeinek egysegvektorai es i', j' a
(f, rj) koordinata-rendszer tengelyeinek egysegvektorai, akkor

., _ 3 . _ 4 .

(i'• j '= 0, i" = j'* = 1.)

Megjegyzes. Az adott differencialegyenletet igy is frhatjuk:

(24* - 1y) dx + (- Ix — 24y) dy = 0.
Ha itt

akkor

Qy ~ dx *

Tehat az adott differencialegyenlet egzakt. Az altalanos megoldas fgy szamithatd:

- J(7x + 24y) dy = C,

azaz
12 x2 - Ixy -

vagy '
(3x — 4y) (4x + 3y) = C.

Ha C = 0, akkor vagy
_ 3

vagy \k origon atmeno, egymasra meroleges egyenesek.

Ha C -/- 0, akkor egyelore csak annyi latszik, hogy a

12 x2 — Ixy -

egyenlet masodrendfi gorbeket hataroz meg.
1 KozonscSges differencial egyenletek — M 231/VII.
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A koordlnata-rendszer alkalmas elforgatasaval hozzuk ezt

kanonikus alakra. (Elforgataskor az egyenlet allandd, szabad tagja, C nem valtozik.)
Az elforgatas meitdket es az elforgatott koordinata-rendszerben szereplo d[v a^ egyiitt-
hat6kat a

12 - f.

_ 7
~" 2

= 0
-12

karakterisztikus egyenlet segitsegevel hatarozhatjuk meg.
A determinans kifejtesevel ad6dik:

625 „

azaz
_ 25

**» — T'

25
**,= -T.

Az elforgatott koordin5ta-rendszer egysegvektorainak iranykoszinuszai, ezekkel a
kiszamitott ̂  es /t2 sajat^rtekekkel, a kovetkez6k lesznek: a

25
iT I eix - 2

es

egyenletekbol

es

tehat

12 +
25 7

: 2

_ • _j_— 7>5=^ * ~r

Ha a koordinata-rendszert ugy forgatjuk el a kezdopont koriil, hogy az x* is y*
tengelyek egysegvektorai Cj ds e2legyenek, akkor az integralgorbek transzformalt egyen-
lete a kovetkezo lesz:

25 2 25 +2 _•'
2" X ~ T-y ~ C'
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vagy
x*2 - y*z = K.

Ez az egyenlet pedig egyenlo szani hiperbolakat hataroz meg, melyeknek kSzos
feltengelyei az x* es y* koordinata-tengelyek (42. abra).

A ke"t ktilonbozS megoldasi
modszer azonos eredmenyre vezetett.
Meg erdemes megfigyemiink, hogy
a (f, rj) koordinata-rendszer tenge-
lyei az (x*,y*) koordinatarendszer
szogfelezo egyenesei, megfeleloen
annak, hogy a

hiperbolak egyenlete, a koordinata-
rendszernek a kezdopont koriili

93 = — szoggel va!6 elforgatdsaval

jfco . • *2 __ fJC ~~ J' ==: J».

alakra transzformalodik. Ennek iga-
zol^sara eleg azt kimutatni, hogy
pi. az e, es i' vektorok dltal bezart

7T
szog <p = : dbra ,

cos <f = e, • t =
5 I f50 f50

3. Vizsgdljuk az

differencialegyenletet. Hatarozzuk meg a szingularis pont jelleget.
Az

i - A - i
1 1 -A

= 0,

azaz

karakferisztikus egyenlet gyokei konjugalt komplex szambk (a val6s resz nem 0);

Tehat a koordinata-rendszer kezdopontja: fokusz.
A differencialegyenletet igy is irhatjuk:

(x-y)dx+(x + ^) dy = 0.
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Ha ve"gigszorozzuk

,dx

I. 7. §. SZINGULARIS PONTOK

i
5-tel, kapjuk az

= 0

egzakt differencialegyenletet. Ennek altalanos megoldasa:

,-\

x^, ^
-,,''

L*^x.;v>;\v./' i > •,',>
/ ; '•/ - ;

' / '
' / t

/ / /

r ^^

' X

r

y

In ]/x2 + j>2 + arc tg x = ln !c '<

(C ̂  0),

vagy maskepp irva:

— arc tg -

Polarkoordinatakra atterve:

r = Ce-f.

Az integralgorbek logaritmi-
kus spiralisok (43. abra).
4. Vizsgaljuk az

43. dbra y •

differencialegyenletet. Hatlrozzuk meg a szingularis pont jelleget.
Az

1 -A 3
-3 -1 -A.

= 0,

azaz
A 2 + 9 = 0

karakterisztikus egyenlet gyokei tiszta kepzetes szamok:

A, = 3f,

A j = - St. \t a koordinata-rendszer kezdopontja: centrum.

A differencialegyenletet igy is irhatjuk:

(- y + 3x) dx + (- x + 3j>) d>; = 0.

Ez pedig egzakt differencialegyenlet. Az altalanos megoldast pi. gorbe menti
integrallal szamithatjuk:

J 3x dx + J (- x + 3y) dy = C,,
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vagyis

vagy
- 2xy + 3 y2 == C.

Az integralgorbeTc masodrendu gorbek. A koordinata-rcndszer alkalmas elforga-
tasaval hozzuk ezt az egyenletet kanonikus alakra. A karakterisztikus egyenlet:

-1 3-/t
= 0,

vagy kifejtve:
/x,2 - 6 M + 8 = 0.

Ennek az egyenletnek a gyokei, a sajatertekek:

Mi == 2,

us = 4.

Az elforgatott koordinata-rendszer egysegvektorai ezekkel a saiateYtekekkel sza-
mithatok:
mivel

illetve

ezert

es

tehat

/*•
(3 - 4) e2x - si = 0,

Ha a koordinata-rendszert tigy forgatjuk el a kezdopont kSrtil, hogy az x* es y*
tengelyek egysegvektorai EJ es e2 legyenek, akkor az integralgSrbek transzformalt
egyenlete a kovetkezo lesz:

Ez az egyenlet pedig ellipsziseket hataroz meg, melyeknek kozSs fStengelyei az
x* es y* koordinata-tengelyek.

Ezzel az integralgorbeket mar konnyen megrajzolhatjuk (44. abra).
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F el ad a tok

Vizsgaljuk az alabbi differencialegyenleteket: hatarozzuk meg a szingularis pont
ielleget:

_ 3x - 2y
. y -te~-fy' - y-5x~^2y'

5 v>-*'±&y — A~



II. ELS6RENDO, AZ ISMERETLEN FtfGGVENY DERIVALTjABAN
IMPLICIT DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Specialis alaku elsorendu implicit differencialegyenletek

a) Elsoreadu n-ed
fokii differcncial-
egyenletek

Az

altalanos alaku differencialegyenlet bal oldalarol feltesszuk,
hogy az ismeretlen fiiggveny derivaltjanak (y'-nek) n-ed fokii polinomja, melynek
egyiitthat6i az (x, y) sik valamely D tartomanyaban az x is y valtoz6knak folytonos
fiiggvenyei esj; szerinti parcialis derivdltjuk folytonos:

F (x, y, y') == an(x, y) y'n + .an_^(x, y) y'n~l + ... + a^x, y) y' + a0(x, y) = 0.

QF \k meg azt is, hogy a D tartomanyban an(x, y) ̂  0 es | — & a > 0,
! dy'

ahol a = allando. Ekkor az algebra alaptetele szerint a D tartomany minden (x, y)
ertekparjahoz n szamii (valos vagy komplex) y' ertek tartozik, es ezek mind kulonbo-
zoek. Csak a val6s ertekekre figyelemmel, az adott differencialegyenletbol k ̂  n olyan
elsorendu, y'-bea explicit differencialegyenlet valaszthat6 ki, melyek mindegyikere
teljesiil — legalabb a D tartomanyban — a megoldas egzisztenciajara es unicitasara
vonatkozd feltetel. Ekkor ugyanis - :

F(x, y, y') = [ y' - /i(x, y)][y' - fz(x, y)]... [/ - fk(x, y)] G(x, y,y')=Q,

tehat
y' = fi(x,y), y' = f^x,y),..., y' = fk(x,y).

Ezeknek a differencialegyenleteknek az osszes, D tartomanyhoz tartoz6 megoldasai az
eredeti differencialegyenletnek is megoldasai, es igy, ha ezeknek a'differenciaiegyenle-
teknek altalanos megoldasai: - :

, y, C) — 0, (p2(x, y, C) = 0,..., <pk(x, y, C) == 0,

akkor az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasai

> y> Q • <p2ix, y,Q... <pk(xt y, C) = 0.
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b) A diffcrcncial-
egyenletbol
y hianyzik:
p (x, y ' ) = 0

Ket esetet targyalunk:
a) A differencialegyenlet x-ben explicit alakra nozhat6j

= /(/).
Vezesstik be az y' = p parame'tert. Ekkor egyr£szt

x = /(p).

dy = p dx,
masr^szt pedig

vagy mivel

ezdrt

Ez ut6bbib61
dy = p f'(p) dp.

y = j p /'(p) dp + C.

A differencialegyenlet dltaldnos megolddsa parameteres alakban:

y = pf'(p)dp+C.

P) A differencialegyenletbol x is y' egy alkalmasan valasztott t parameterrei
kifejezhet^k:

x = <p(t),

y'
Ekkor a differencialegyenlet dltaldnos megolddsa — az elcibbi esethez hasonlo gondolat-
menet szerint — parameteres alakban :

x = <p«

y = y(t) tp'(t) dt + C.

c) A differencial*
egyenletbol
x hianyzik:
V (»» »') = 0

Megint ket esetet targyalunk:
a.) A differencialegyenlet y-ban explicit alakra hozhat6:

Vezessiik be az y' = p parameter!. Ekkor egyreszt

y = f(P),
masreszt pedig
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vagy mivel

ez&t
dy=f(p)dp,

dx = /'(P)

Ez ut6bbib61
/'(P)

A differencialegyenlet altalanos megolddsa parameteres alakban:

J>=/(p)
V'(P) i-J C.

/3J A differencialegyenletbol y es y' egy alkalmasan valasztott t parameter ret
kifejezhetok:

— az elobbi esethez hason!6

y' = V(t).

Ekkor a differencialegyenlet altalanos megolddsa
gondolatmenet szerint — parameteres alakban:

y = <p(t)

A) Parameter
bevezetds^nek
modszere; meg-
oldas differen-
cialas titjan

kifejezhetok:

Mivei

Legyen adott egy y'-ben implicit differencialegyenlet:

F(x,y,y')=0.

Tegyiik fel, hogy alkalmasan valasztott u is v parameterek
segitsegevel ebbol a differencialegyenletbol x, y es y' = p

x = 95 (H, v)

y —y(u, v)

y' = P = x («. ")•

ezerr
a!)' = p dx,
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« igy az elobb felirt parameteres egyenletrendszer alapjan:

9<p , dm .
^ da + --J- dv ,
du dv

ahonnan

dv
da

Ez pedig a i; ismeretlen fiiggveny es u ftiggetlen valtoz6 koz6tt egy elsorendfl, a£ isme-
retlen fuggveny derivaltjaban explicit alaku differencialegyenlet. Tegyiikfel, hogy
ennek az altalanos megoldasa:

v = <o (u, C),

.akkor az eredeti differencialegyenlet dhaldnos megolddsa, parameteres alakban (u a para-
meter):

x = cp(u, to (u, C))

y = y(u, co (u, C)).

Ket specialis esetet targyalunk:
a) Legyen

Parameteriil x-et es y' = p-t valasztjuk. Ekkor az elobbi gondolatmenet alapjan nyer-
iiik a

dp
dx

P — Qx

differencialegyenletet. Ha ennek az altalanos megoldasa

.akkor az eredeti differencialegyenlet altalanos megolddsa

Megjegyzes. Ugyanarra a p es x kozott fennall6 differencidlegyenletre
jutunk, ha az eredeti differencialegyenletet x szerint differencialjuk es y' = p-t az x
fuggvenyenek tekintjiik:

dy

Legyen

= = df_ dj_ dp
dx ~ P ~ dx + dp ' dx '

= f(y,y').
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Differencialjuk mindket oldalt y szerint es tekintsiik y' — p-t zzy fiiggvenyenek:

p dy dp dy' * '

Ha ennek a differencialegyenletnek az altalarios megoldasa:

akkor az eredeti differencialegyenlet dltaldnos megolddsa :

e) Lagrange-
(d'Alembert-)
fele differencial-
egyenlet:
»= ?>(»')

Legyen az elozo jeloleseinkkel megegyezoen

es derivaljuk mindket oldalat x szerint, p-t az x fuggveny£-
nek tekintve ;

P = <P(P)

Ha ebben a differencialegyenletben x es p szerepet felcsereljtik: x az ismeretlen fiigg-
veny es p a fiiggetlen valtozo, akkor a

dp - p p - ?>(p)

inhomogen linearis differencialegyenletre jutunk. Ennek az altalanos megoldasa
legyen

x = C co(p) + X(P),

akkor az ereded differencialegyenletnek az dltaldnos megolddsa parameteres alakban:

x - C a>(p) + x(p)

y = {C <o(p) + x(p)} <p(p)

Ha a p = C0 erteknel fennall, hogy

0) - C0 = 0,
akkor

is megoldas.

y = <p(Q x
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f) Clairaut-fele
differencial-
egyenlet:
y = as y' + <f (

Ez a differencialegyenlet az elozonek specialis esete. Dif-
ferencialjuk mindket oldalt x szerint, akkor

p = p + (x + <p'(p)) d ,

vagyis [* + <P'(p)]

Ket eset lehets^ges:

1. Ha JP=0,
dx

akkor "nyilvan p = C,

es igy a differencialegyenlet altalanos megolddsa :

2. Ha x + <p'(p) = 0,

akkor ebbol 6s az y = p x + <p(p)

egyenletbol a p parame'tert kikiiszobolve, nyerjiik az altalanos megoldas altal meghata-
rozott egyenessereg burkolo gorbejet. Ez a gprbe abrazolja a differencialegyenlet szin-
guldris megolddsdt (1. 2. § cj).

A Clairaut-fele differencialegyenletet ezek szerint a legegyszerubben igy oldjuk
meg:

1. A differencialegyenletben y' helyere C^-t irunk. Ez adja az altalanos meg-
oldast.

2. Az altalanos megoldasbol es annak C szerinti derivaltjabol a C-t kikiiszobolve,
nyerjiik az altalanos megoldas altal meghatarbzott egyenessereg burkolo gorbejenek
egyenletet, vagyis a differencialegyenlet szingularis megoldasat.

Megjegyzes. Clairaut-fele differencialegyenletre vezetnek olyan geometriai
feladatok, melyekben egy gorbet erintojenek valamilyen tulajdonsaga alapjan kell meg-
hatarozni.

Petddk*

1. Oldjuk meg az
y'2 — 2/ x + x2 - y2 = 0

differencialegyenletet.
Ez tneg igy is irhato:

(y' - x)2 - y2 = 0,

vagy (y' - y — x) (y' + y — x) = 0.

* A kovetkezfikben tobbszor talalkozunk szingularis megolclasok kal. A jobb megertts ciljabd
ajanlatos e!6bb a 2. § tartalmat atn^zni!
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Tehat az adott dlfferencialegyenlet szetbonthat6 az

y' — y — x,
y'+y^X

tnhomogen linearis differencialegyenletekre. Ezeknek az altalanos megoldasa:
y — Cex + x+l = 0,
y — C e~x — x + I = 0.

Igy az eredeti differencialegyenlet altalanos megoldasa e k£t megoldas szorzata:

C2 - C le* (y - x + 1) + e-*(y + x + 1)} + (y + I)2 - x2 = 0.
2. Hatarozzuk meg azt, hogy az

differencialegyenlet milyen gorbesereget hataroz meg (a = alland6)«
A differencialegyenletbol y hianyzik. Bevezetjiik az y' = p param&ert. Ha x-et

iifejezziik, kapjuk, hogy

.Mivei

'/iT
+p2)a/

A differencialegyenlet altalanos megoldasa parameteres
-alakban:

+ C.

x =

+

Ebbol a parameteres egyenletrendszerbol a p para-
ane'tert kikiiszobolhetjiik es akkor nyerjiik a kovetkezo
«egyenletet:

(y - -+-

Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa. Az
integralgorbek olyan a sugarii korok, melyeknek kozeppont-
iait az y tengely egyes pontjai alkotjak, es amelyek az
x = + a, x = — a egyeneseket ^rintik (45. abra).

Az altalanos megoldason kivtil x = + a es x = — a
is megoldasok, megpedig szingularis megoldasok.
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3. Hatarozzuk meg az '

" y? + y'3 - 3xy' = 0

differencialegyenlet altalanos megoldasat.
Bevezetve az y' = p jelolest, ez meg igy is irhat6;

x3 .+ p3 — 3x p = 0.

Vezessuk be a t parametert ugy , hogy p — t x legyen. Ekkor a differencialegyenle-
tet Igy is irhatjuk;

^(l + f8) = 3fx2,
es innen

_ 3i
* ~~ '

Mivel
dx 3(1 -^2 f3)

ezert
, 3 1* 3 (1 - 2

Ebbol pedig

(1 -f f»)3 • ' ~
Ezt az integralt az u = 1 + f3 helyettesitessel szamitjuk:

_ 9 | 6 i c- 9 | 6 1 C
~~ 2 u 2 ^ u ^ 2(1 + t3)2 1 -f-f3

Tehat a differencialegyenlet altalanos megoldasa parameteres alakban:

4. Oldjuk meg az
y"'v= T-l+y'

differencialegyenletet.
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Bevezetjuk az y' = p parameter! :

Mivel

dp (1 + p)a '

ezert

fgy

- 4- In 11 + p
Tehit a differencialegyenlet altalanos megoldasa parame'teres alakban:

' . ._ PV

5. Hatirozzuk meg azt, hogy aa.

v* + v"* = a2

differencialegyenlet milyen gdrbesereget hatarpz meg.
Bevezetve az y' = p jelolest is a t parame'tert, irhatjuk:

y = a sin t,

p = a cos «.
Ekkor, mivel

dy = a cos f dt,

ahonnan
x == f + C,

a differencialegyenlet altalanos megoldasa:

^ = as in (x— Q.
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Az integralgorbek ezek szerint a amplitudoju kongruens szinuszgorbelc, melyek
egymast61 X tengely iranyii, C mertekfi parhuzamos eltolasban kulonboznek (46. abra).
A differencialegyenletnek szingularis megoldasai az ezeket a szinuszgorbeket burkolo

y = + a, y = — a egyenletu egye-
nesek.
6. Oldjuk meg az

differencialegyenletet.
Ez a differencialegyenlet x-ben

elsofoku. Ha x-re megoldjuk es be-
vezetjiik az y' = p jelolest, akkoi

y-aiin(»-C)

46. abra

y-t tekintsuk fiiggetlen valtozonak es differencialjuk mindket oldalt.y szerint;

P
2y

2y

P2

dp
dy

P2 + 2

*y2 + P *
Innen

(P3 dy

Ha az elso tenyezot tessziik 0-val egyenlove, nyerjiik

Ha most ezt behelyettesitjuk az eredeti differencialegyenletbe, akkor az

-szingularis megoldast kapjuk.
Ha a masodik tenyezot tesszuk egyenlove 0-val, akkor a valtozokat szetvalasztva

•^s integralva, adodik:

Ezt behelyettesitve az eredeti egyenletbet

ahonnan az y = 0 partikularis megoldast elkiilonitve:

64y = (4C x - C3)2,
C2

wagy bevezetve a Ct = -r uj allandot, •

y = Cx (x - Ctf,
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Vegeredme'nyben tehat a dlfferencialegyenlet dltalanos megoldasa:

y-Cjf r -CJ*

is ket szingularis megoldasa:

7, Oldjuk meg az

' x+1' ' /
differencialegyenletet.

Differencialjuk mindket oldalt x szerint es vezessijk be az y' = p jeloUst:

p (5 +2) e* r x (x + 1) e*| dp
p = -.— ..8 -j (-1 ———j 1 — I — .

Ez meg fgy is frhat6:

x (x + 1) ex 1 [dp x + 2

Ha az elso tenyezo egyenlo 0-val, akkor innen

Ha ebbol ds az eredeti egyenletbol p-t kikiiszoboljiik, nyerjuk a differencidl-
egyenlet

szingularis megoldasat.
Ha viszont a masodik t^nyezo 0, akkor egy sz^tvalaszthato valtoz6jti differencial-

egyenletet nyeriink, melynek az altalanos megoldasa:

p = C (x + 1) e\a ebbol es az eredeti differencialegyenletbol p-t kikuszoboljtik, nyerjuk az

1

altalanos megoldast.

8. Oldjuk meg az

differencialegyenletet.
12 Kozonseges differencial egyenletek —
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Ez egy Lagrange-fele differencialegyenlet. Bevezetjiik azj>' = p jelSlest es mind-
ket oldalt derivaljuk x szerint:

Ez meg igy is irhato:

(P - 1)

Ha az elso tenyezo 0, akkor

(2p-2p")

dp

dx*

es ezt behelyettesitve az eredeti egyenletbe, nyerjuk az

1
3

szingularis megoldast.
Ha a masodik tenyezo 0, akkor

2p dp + dx = 0,
vagy integralva:

p2 + x - C,

Helyettesitsiik ezt be az eredeti egyenletbe,.
akkor nyerjuk az altalanos megoldast parameteres
alakban:

x = C - p\k ki innen a p parametert, akkor

9 (y - C)2 + 4 (x - C)3 = 0.
Az integralgorbek ezek szerint a

cgyenletu gorbevel kongruens gorbek es egymas-
47. dbra b6l ligy szarmaztathatdk, hogy onmagukkal par-

huzamosan toljuk el oket az y = x szogfeleza

egyenes menten. Valamennyi integralgorbe burkoloja az y = x + ^ szingularis meg-
•i

oldast abrazo!6 egyenes (47. abra).
9. Oldjuk meg az

differencialegyenletet (a = alland6).
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Ez egy Clairaut-f ele differencialegyenlet. Az altalanos megoldast rogton fel-
irhatjuk:

Derivaljuk ezt az egyenletet C sze-
rint. Akkor

azaz

tehat
2a

E ket egyenletbol C-t kikiiszobolve, nyerjtik a differencialegyenlet

y2 = 4a x

yingularis megoldasat (48. abra).

F e l ad at ok

a) Gyakorlo
feladatok

Az alabbi feladatokban mindenutt p = y'.

1. p2 + y y' — x2 — xy = 0.
xp2 — 2yp + 4x = 0.2.

4. x2 p2 - 2Xy p + f- = xzyz + x*.
5. p3 - (x2 + xy+ y2) p2 + (x3 y +
6. xp 2xp —y = 0.

8. (rfx2 - dyz) cos x = 2 sin x

x2 p2 — xy p + yz = 0.

p2 - (x + y) p + xy = 0.

10.

12.
14.
16.
18.
20.
22.
24.
26.
12*

= y-2x2 .
, 2 _ _ 2 x p + y = 0.

(y — xpf =p3.

3.

- xy3) p — x3 y3 = 0.
7. x p2 — 2j> p — x = 0.
9. (p - x)2 = p + x.

11. xy p2 + (/ - x2) p - xy = 0.
13. p 2 -2xp-3x 2 = 0.

17. 4xj>2p2 =

19. P2 + x(jH
21.

23.

25.

27.

x2 p2 + 2xy p = 9x — y-.

pa + x4p = 2xa.y.

3xyp2- 2j;2p + 2 = 0.
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28.

30.

32.
34.
36.
38.
39.
41.
43.

45.

47.

49.

x (1 + p2) = 1. 29. x (1+ p2)2 = a. Itt a = illandd.

x = a p + 6 p2. Itt a & 6 alland6k. 31. x = . Itt a = allando.

33. = P.y = p2 + 2 p3.
y = p In p. 35. p2 — 2xp - 1 = 0.
ep -f p = x. 37. y = p + hi p.

p3 — y2 (a — p) = 0. Itt a = allando.
xp3 = 1 + p. 40. p3 - x3 (1 - p) = 0.
p3 _|_ y3 — 3y p = 0. 42. y — p2 ep.
/ (P - 1) = (2 - P)2. 44. 1—p2) = 2<z. Itt a = alland6.

x2
= P2 - P * + • 46.

48.

= py + ap*. Itt a = alland6. 50.

Geometriai
feladatok

I 1. Hatarozzuk meg azt a gorbet, melynek az erintoi a
I koordinata-tengelyekkel a2 = allando teriiletfi harom-

szoget zarnak be.

2. Hatarozzuk meg azt a gorb^t, melynel barmelyik ponthoz htizott erintonek a
koordinata-tengelyek kozti darabja a = alland6 hossziisagii.

3. Hatarozzuk meg azt a g6rbe"t, amelynel az erint6' a tengelyekbol olyan darabokat
metsz le, amelyeknek osszege 2a = allando.

4. Hataro22uk meg azt a gorbe"t, amelynel a koordinata-tengelyek, az e"rinto 6s az
crime's! ponthoz tartoz6 erdinata altal alkotott trapez terulete a2 == alland6. Valasszuk
ki az (a, a) ponton keresztiil haladd gorbet.

a) Explicit
differencial-
egyenlet
szingularis
megoldasai

2. §. Szingularis megoldasok. Burkolo gorbek

Adva van az ismeretlen fiiggveny derivaltjara megoldott,

y' =f(x,y)
explicit alaku differencialegyenlet es az y(xQ) = y0 kezdeti
feltetel. Ha az / (x, y) fiiggveny az (x, y) sik

D:\x- xs>\^a, \y-y0

«art tartomanyaban folytonos es korlatos, azaz
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tovdbba eleget tesz az

Lipschitz-feltetelnek (A es M pozitiv allandok), akkor az

y'=f(x,y)
differencialegyenletnek egyetlen olyan y = y(x) megoldasa letezik, mely az
I x — x0 | ̂  h intervallumban ertelmezett es folytonos fuggvenye az x valtozonak

h = Min a, — I I , es x = *0-nal az ya irtiket veszi fel. (Egzisztencia es unicitas
A\\)

Egy differencialegyenlet olyan megoldasat, amely altal meghatarozott gorbe
minden pontjaban teljesiil az unicitas feltetele, reguldris (kozonseges) megolddsnzk
nevezziik. Az olyan megoldast viszont, melynek egyik pontjaban sem teljesiil az unici-
tas feltetele, szingularis megolddsnak nevezziik. Egy szingularis megoldas barmely
(x, y) pontjanak tetszoleges kornyezete'ben legalabb ket olyan integralgorbe letezik,
mely keresztiilhalad ezen a ponton. Szingularis megoldasok csak azokon a pontokon
haladhatnak keresztiil, amelyekben a Lipschitz-feltetel nem teljesiil.

Eszerint az
y'=f(x,y)

differencialegyenlet szingularis megoldasainak megtalaldsa celjab61, eloszor meg kell
allapitani azon pontok geometriai helyet, melyekben a Lipschitz-feltetel nem teljesiil

(pi. azon pontok geometriai helyet, melyekben ^- vegtelenne valik); ha ez a mertani
°y

hely egy vagy tobb gorbet kepez, meg kell vizsgalni, hogy vajon integralgorbei-e ezek
a gorbek az adott differencialegyenletnek, es vajon egyetlen egy pontjukban sem all-e
fenn az unicitas; ha ez a ket felte'tel teljesiil, akkor a talalt gorbe egy szingularis meg-
oldast abrazol.

b) Implicit differen- Legyen most a vizsgalt differencialegyenlet
cialegyenlet
szingularis meg-
oldasai

alaku, amely az ismeretlen fiiggveny derivaltjaban implicit.
Ebben az esetben a differencialegyenlet szingularis megoldasait ugy kereshetjtik meg,
hogy az

QF(x,y,y') =

Qyr

egyenletekbol kikiiszSboljuk y'-t. Az igy nyert

<X>(x,y)=0

egyenlet meghatarozza az (in. diszkrimindnsgorbh. Ha egy, ezen egyenlet altal meg-
hatarozott

y = y(x)
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fiiggve'ny megoldasa az adott differencialegyenletnek, akkor ez a fiiggveny (altalaban)
szingularis megoldas.*

c) Burkol6 gorbek | . Tegyiik fel, hogy az altalanos,

differencialegyenlet altalanos megoldasa:

®(x>y,C)=<)
ismert.

Ha a

flrTi lv n r*\ 0

9C

egyenletekbol kikiiszoboljtik a C parametert, nyerjiik (altalaban) az altalanos megoldas
altal meghatarozott gorbesereg burkolo gorbejenek

V (x, y) = ° '

egyenletet. Ha most meg az ezen egyenlet altal meghatarozott

y = y(x)

fiiggveny az adott differencialegyenletnek megoldasa, akkor ez a fiiggveny (altalaban)
szingularis megoldas.

Pel dak

1. Legyen a vizsgalt differencialegyenlet:

y=
A differencialegyenlet jobb oldala:

mindeniitt ertelmezve van 6s folytonos, azonban a

81 = * y"1
dy 3y

derivalt vegtelenne valik, ha y = 0.
A differencialegyenlet altalanos megoldasa:

• Elofordulhat azonban, hogy a fenti modon meghatarozott g = ff(x) filggviny nem ad szingularis
megoldast, hanem az integrdlgorbek csticsponljainak vagy irintkeziisi pontjainak a geometriai helyet.
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Ez az egyenlet harmadfoku parabolak seregevel abrazolhato (49. abra).
Az altalanos megoldason kiviil — nyilvanvaloan — y = 0 is megoldas. Ez az

x tengely egyenlete. Az x tengely azon pontok geometriai helye, melyekben a Lipschitz-
feltetel nem teljesiil. Ez a megoldas szingularis. Az x tengely minden pontjan ket integ-
ralgorbe halad keresztul:
egy harmadfoku parabola
es az x tengely maga.
Az unicitas tehat itt nem
all fenn. ,

2. Legyen

F(X,y,y')~

=
dy' y

E ket egyenletbol

vagyis
y=±l.

49. abra

E ket fiiggveny kielegiti a differencialegyenletet, vagyis ezek a differencialegyenle
megoldasai. Azonfeliil szingularis megoldasok, mert egyik pontjukban sem all fenn azt
unicitas. E ket egyenes egy szinusz-gorbesereg ket burkoloja.

3. y'2 _ y3 — Q.

Az altalanos megoldas:

/ | /^\ *

Az y3 = 0 diszkriminans az y = 0 megoldast adja, mely azonban regularis, mert az
x tengely osszes pontjaiban fennall az unicitas. Az y > 0 felsikon ertelmezett meg-
oldasok, nem erik el a diszkriminansgorbet.
4. /Az

, . 1

Clairaut-fele differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Ha ebbol az egyenletbol es az

1
C*

- =

egyenletbol a C parametert kikiiszoboljiik, nyerjtik az altalanos megoldas altal meg-
hatarozott egyenessereg burkolo gorbejenek az egyenletet:

z
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50. dbra

Feladatok

Ez az egyenlet adja a differencialegyenlet
szingularis megoldasat. Ha a differencial-
egyenletet igy irjuk:

xy'2 - yy' + 1 - 0,

akkor kiderul, hogy ez y'-te, csak akkor ad-
hat val6s ertekeket, ha

y2 — 4x & 0.

Geometriailag ezt ugy ertelmezzuk, hogy
az yz — 4x = 0 parabola konvex oldalan
vannak integralgorbek: a parabola erinto
egyenesei; .viszont a masik oldalon egy
sines. A parabola epp az az integralgorbe,
mely az (x, y) sikot ilyen ertelemben
osztja (50. abra).

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenletek szingularis megoldasait:

1. y = xy' + y'3. 2. y (y' + 1) = (A

3. y = xy' + 2 Va~y'. Itt a = allando.

. 2 .4.

\.

7.

8.

9.

10.

y= xy' +

y = xy' + j

- 1.

2 y

— ̂ ' In

a b — ft2

== . Itt a = alland6.

5.

. Itt a,bish allandok.

I)2 .

y = xv' + yn^/2 — y' arc cos j;'.

y = W' + Y! + /2" - y' In (/ + l/

a) Gorbesereg
izogonalis
trajektdriai

3. §. Trajcktoriak

Legyen
f(x,y,C) =0

k^t egyparameteres gorbesereg egyenlete. Tegytik fel, hogy a masodik gorbesereg
mindegyik gorb^'e ugyanakkora (to = alland6) szog alatt metszi az elso gorbesereg
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valamennyi g8rbejet. Ez esetben a masodik gorbesereg egyes gdrbel az els6nek izo-
yt

gondlis trajektoridL Ha specialisan G> = — , az^z a ket gorbesereg egyes gorb^i egy-
2t

mast derekszog alatt metszik, akkor az izogonalis trajektoriakat ortogondlis trajektdriak-
nak nevezziik.

a) Derekszogu koordindtdk esete, Legyen adva egy egyparameteres gorbesereg,
egyenlete:

6sazo) szog. Keressiik az adott gorbesereg egyes gorbeit co szog alatt metszo izogonalif-
trajektoriak egyenletet.

Az
f(x,y,C)=0

egyenletbol kikiiszoboljtik a C parame'tert. Igy nyerjtik az adott gorbesereg

differencialegyenletet. Az izogonalis trajektoriak differencialegyenletet ebbol ligy nyer-
hetjtik, hogy y' helyere az

y' — tg t»
1 +y'tgta

kifejezest irjuk:

F X - t g < B | n

>y'l + y' t gw/

Ha specialisan <a = - ; akkor az ortogonalis trajektoriak differencialegyenlete:

F
1 ,

x, y, - - v=0 .
y f

meretes:
Poldrkoordindtdk esete. Ha a gorbesereg egyenlete polarkoordinatakban is-

f(r,<p,C) =0

es az ehhez tartoz6 differencialegyenlet I r' = -=- jelolessel
. ! d(P

F (r, cp, r') = 0,
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akkor az izogondlis trajekt6riak differencialegyenlete:

F
r' + r tg o |

r r — r' tgff l l
= 0,

az ortogonalis trajekt6riak differencialegyenlete pedig:

F r,<p, -£|=0.

•6) Geometriai 6s
fizikai alkalma-
zasok

a) Evolvensek, Valamely gorbe enntoinek ortogonalis
trajektoriait evolvenseknek nevezziik. Az eredeti gorbe
pedig ezen evolvensek barmelyikenek az evolutaja, vagyis a
gorbiileti kozeppontjainak geometriai helye. Ha az evolutara

fonalat fesdtiink es bizonyos pontbol kiindulva ezt.a fonalat lefejtjtik, akkor ezen fonal
barmelyik pontja evolvenst ir le. A kifeszitett fonal ugyanis mindig az alapgorbe,
az evoluta egyik erintoje, es a fonal lefejtesekor a fonal barmelyik pontjanak pillanatnyj
elmozdulasa az erintore meroleges iranyu.

1. Keressiik az
y = tp(x)

egyenletu gorbe evolvenseit.
A gorbe erinto egyenesseregenek egyenlete:

y — cp(t) —q>'(t) (x—t) =0.
<Itt t a parameter.)
Az erinto egyenessereg differencialegyenletet megkapjuk, ha az

y = <p(t) + <p'(«) (x - t)

y' = <p'W
egyenletekbol kiktiszoboljiik a t parametert.

Legyen y' = p, akkor £ kiktiszobolese utan a kovetkezo differencialegyenlet
adoclik:

y — xp=f(p).

Az evolvensek differencialegyenletet ugy nyerjiik, ha p helyebe 1 trunk:

vagy

x -(- py = p • f
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Ennek a differencialegyenletnek AZ altalanos megoldasa a keresett evolvensek egyen-
lete par ameteres alakban:

x = P(B) —

2. Legyen az alapgorbe egyenlete parameteres alakban:

x = cp(u)

y = V(H)«
Ennek az evolvenseit keressuk.

Ha ennek a gorbenek 32 u parameterertekhez tarto2o P pontjaban az ^rinto irany-
szoge 5, akkor

tg * = Srr ,

es innen

sin v = cos fi =

Az evolvens merolegesen szeli az alapgorbe erintoit. Keressuk teMt, hogy a gorbe P
pontjabol az erintore mekkora5(u) tavolsagot kell felmerniink, hogy a letrejovo tij gorbe
^rintoje meroleges legyen az alapgorbe erintojere.

Az tij gorbe egyenlete:

IV2

V

A szamitas egyszerusitese vegett 5 helyett legyen

6
t =

IV2 + v'2
a meghatarozando ismeretlen. Ezzel

x = 9 + t <p'

a keresett gorbe egyenlete. Annak a feltetele, hogy cz a gorbe meroleges legyen az alap-
gorbe erintojere, a kovetkezo:

V' (1 + O + <y"
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Innen (-re kapjuk a

inhomogen linearis differencialegyenletet. Ennek az altalanos megoldasa:

1 C-

Igy a keresett evolvensek egyenlete, parameteres alakbant

x = <p -

Paralelgorbek. Ha az

egyenletu gorbe normalisaira, a gorbetol szatnitva, annak egyik oldalara, az alland6 d
tavolsagot felmerjiik, kapjuk az adott gorbenek paralelgorbejet.

Egy gorbe paralelgorbei, a gorbe normalisainak ortogonalis trajekt6riai.
A gorbe normdlisainak egyenlete:

]

Vw
Ha ebbol es az

egyenletbol a t param^tert kikiiszoboljtik, nyerjiik a normalisok differencialegyenletdts

y — xy'= g(y').

Ebbol a paralelgorbek differencialegyenlete:

vagy azy' = p jelolessel:

y) FeMet esesvonalai. A

yy' =y'-g ---,
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i^tvaltoz6s fuggve'ny a teibeli (x,y, z) koordinata-rendszerben egy feliiletet bataroz
meg. A z = allando sikok altal kimetszett gorbeket az (x, y) sikra veutve, nyerjiik a
feliilet szintvonalait:

A szintvonalak ortogonalis trajektoriai adjak a feltilet tin. esesvonalait. Ha az
•(*,.)>) sikon nyert esesvonalakra mint vezergorbekre z tengellyel parhuzamos alkotojti
hengerfeliileteket allitunk, akkor ezek az adott feliileten kimetszik a legmeredekebb
Jejtesii vonalakat.

Ha egy tomegpont a

z = /(x, y)

•egyenletfi feliileten a neh^zsegi ero hatasara tigy esik (a z tengely pozitiv iranya a nehez-
segi gyorsulas iranyaval ellentetes), hogy esese kozben allandoan az adott feliileten
marad, akkor a palyagorbe a feliiletnek egyik legmeredekebb lejt&fi vonala lesz. Vagyis
^ palyagorbe vetiilete az (xt y) sikon a feltilet egyik esesvonala lesz.

d) Erovonalak, dramvonalak. Legyen

v(r) = p (x,y) i + q (x,y) \y potencialos sikbeli erot6r vagy egy potencialos sfkaramlas sebess^gi vektortere,

Az ekvipotencialis vonalak ortogonalis trajekt6riai az adott eroter erovonalai,
41 sfkaramlas aramvonalai.

Mivel az ekvipotencialis vonalak differencialegyenlete

p (x, y) dx + q (x, y) dy = 0,

-ezert az erovonalak, illetve aramvonalak differencialegyenlete:

P (x, y} dy — q (x, y) dx = 0.

e) Hotani alkalmazds. A homogen test sikbeli stacionarius hoaramldsit az azonos
Ijomers^kletu pontokat 6sszekot6 izotermakkal is ezek ortogonalis trajektoriaival,
a hoaramlas aramvonalaival lehet jellemezni.

Ha a hoaramlas vektora:

v(r) = grad n (x, y) = p (x, y) i + q (x, y) j,

akkor az izotermak (u (x,y) = C egyenletfi vonalak) differencialegyenlete t

p (x, y)dx+ q (x,y) dy = 0,

^s a hSaramlas aramvonalainak differencialegyenlete:

P(x,y)dy- q(x,y)dx = 0.

Pelddk

1. Hat^rozzuk meg az
y — ax
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egyenessereg izogonalis trajektoriak, ha a ket gorbesereg egyes gorb&nek metszesf
szoge

Az egyenessereg differencialegyenlete:

Az izogonaiis trajekto-
riak differencialegyenlete:

y'-k y

51, dbra

l+ky' x'

vagy

xy' — kx = y + kyy'.

Ezt meg igy is irhatjuk:

xdy — y dx =

= k (x dx + y dy).

Ennek a differencialegyen-
letnek egy integralo tenye-
zoje:

1

Ha ezzel vegigszorzunk, nyerjtik az
x2 + y* '

xdx + y dy _ 1 x dy — y dx
x? + y2 k x2 + y1

egzakt differencialegyenletet. Ennek az altalanos megoldasa:

(C =£ 0),

Ezt meg igy is irhatjuk:

vagy polarkoordinatakban:
= Ce"

r = Cek.

Ez pedig logaritmikus spiralisok egyenlete (51, abra).

Ha spetialisan eo = — , akkor az ortogonalis trajektoriak differencialegyenletet

1 _y
~ y ~ x '
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vagy a valtozok szetvalasztasa utan:

x dx + y dy = 0.

Ennek az altalanos megoldasa:

Ez pedig orig6 korul rajzolt koncentrikus korok egyenlete (52. abra).

2. Keressiik az

x2 + yz = a2

kor evolvenseit.
A kor erinto egyenesseregenek az

egyenlete:

y — Ya2 — t2 = (x — t) = 0.

Ebbo!

Ha e ket egyenletbol kikuszoboljiik a
t parametert es bevezetjiik az y' = p jelo-
lest, kapjuk az erintok differencialegyen-
letet:

52. abra

Ebbol az evolvensek differencialegyenlete:

Ha ezt a differencialegyenletet megoldjuk, kapjuk az evolvensek parame'ieres
egyenletrendszeret:

x = a

y =

T+ fi + p2

i

arc tg p C_P_
'\ p2

arc tg p

A p = tg qs helyettesitessel egyszerubb alakban:

x = a (cos (p + <p sin 9) — C sin <p,

y = a (sin 99 — <p cos 95) + C cos 93.

C = 0 eseteben kapjuk azt az evolvenst, mely a kor x = + a, y = 0 pontjabo)
indul ki (53. abra):

x = a (cos cp + <p sin q>)

y = a (sin <p — <p cos 93).
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3. Keressiik az y = a ch lancgorbe evolvensgt.
a

A b) a) 2. pont jeloleseivel legyen

<p = a,

ep' = 1,

'* + v»'2 = ch -,a

w = a ch - ,
a

?>' = sh - ,

f f9/2 + tp'2 cfa = a sh -
J a

53. dbra

A keresett evolvensek egyenlete tehat:

,
J C = H — a t h - - H

a tz

ch
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A C = 0 e"rt£khez tartozo evolvens:

x — u — a th - ,
a

193

y =
ch-

a

Ez a traktrix egyenlete (54. abra). A ch - = -— helyettesfte'ssel:
a sin v

x = a In tg — — cos i>
I J I

y = a sin v.

4. Hatarozzuk meg az

y = x*

mdsodfoku parabola paralelgSrbeinek
egyenletdt.

A parabola normalisainak egyen-
lete:

y- «2 = _ — (x - t).

Ha ebbol az egyenletbol es az 4. dbra

v =
7 2t

egyenletbol a t parametert kikuszoboljiik es bevezetjuk az y' = p jel6le"st, kapjuk a
normalisok dif f erencialegyenlete"t r

Ebbol a keresett paraielgorbek differencialegyenlete:

Differencialjuk ezt y szerint:

dp~

vagy

13K8zons6ges differencial egyenletek —
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Ha itt y-t tekintjuk ismeretlen ftiggve'nynek es p-t fiiggetlen valtoz6nak, akkor
ebbSl a

P 2 +l dy 3 1~ ~

inhomogen linearis differencialegyenlet ad6dik. Ennek 32 altalanos megoldasa:

Es ezzel

E ket egyenlet egytitt adja a ke-
resett paralelgorbek parameteres
egyenletrendszeret (55, abra).

5. Tekintsiik a

1z = a x2 + b f- (a es b alland6k>

egyenletfi paraboloidot.
Ennek (x, y) sikra vetitett S2int-

vonabi az

egyenletti gorbek.
A szintvonalak differencial-

egyenlete:

a x dx + b y dy = 0.
A2 esesvonalak differencial-

egyenlete:

a x dy — b y dy = 0.

Ennek az altalanos megoldasa

y* = Cj x°.

Ez lesz az esesvonalak egyen-
lete <56. abra).

6. Ket parhuzamos, ellenkezo
elojelu elektromos toltessel ellatott
,tvegtelen hosszu" vonal elektrosztati-
kai erotere:

-y y \:

(Ha y = 0, akkor x -^ 0, x -^ a.)
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Itt az (x, y) sfkot tigy valasztottuk meg, hogy a k£t parhuzamos vonalra merole-
ges legyen. A -j-Q toltesu vonal a (0,0) pontban es a — Q tdltesu" vonal 32 (a, 0) pont-
ban dofi 32 (x, y) sikot. e0 3 levego dielektromos allandoja,

Hataroz2tik meg 32 erovonalak egyenletet. (L. meg 32 I. 5. § 8. peldajat!)
Mivel 32 ekvipotencialis vonalak differencialegyenlete:

a — x
dx -y

azert az erovonalak differencialegyenlete:

dx
2ne0 (a-x)*+y* x> 4

Ennek az altalanos megoldasa:

2 n £0

Ez meg igy is irhato:

v a — x _
arc tg - — arc tg = Cv

x y

a — x

= o.

vagy

y_
x

a— x

.1 +
a — x

"~~ K+

X

Rende2ve:

2 — a x + x2 — k a y,

kaf

vagy

= - (K~ -t- ij. 57. d6ra

£2 a2 erovonalak egyenlete. E2ek pedig 3 (0, 0), (a, 0) pontokon keresztulmeno

olyan korok, melyeknek kozeppontjai az x = - egyenletu egyenesen vannsk (57. abra).

7. A potencidlos orvenyt eloidezo sikaramlas sebessegvektora:

V ~ °° y? +

13*
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Az Srveny magja cgy az (x,y) sikot az orig6ban mer&legesen atdSfo egyenes, a for-
gds ertelme az oramutato jarasaval megegyezik is c0 egy pozitiv allando: 2jr c0 = F =
= cirkulacid.

Hatarozzuk meg az aramvonalak egyenlete't. (L. m€g I. 5. 7. peldajat!) Az ekvi-
potencialis vonalak differencialegyenlete:

Az aramvonalak differencialegyenlete
ebbol adodik:

co , dx 4- c0

Ennek az altalanos megoldasa:

c0 In = k,

dftro

vagyis az aramvonalak egyenlete;

x*+y**= C2.

Ez pedig az origo kore rajzolt kon-
centrikus korok egyenlete (58. abra).

8. Tetelezziik fel, hogy egy homogen testben a staciondrius hodramlds az (x, y)
sikkal parhuzamos sikokban azonosan folyik le (sikaramlas), s igy a viszonyok jelleni-
zesere elegendo az (x,y) sikban lejatszodo folyamat vizsgalata. Legyen az egyenlS
homersekletfl pontokat osszekoto gorbgk (izotermak) egyenlete:

X" •
i+c ^1 (C>0)'

Hatarozzuk meg a hoaramlas
aramvonalainak az egyenletet.

Az izotermak konfokalis ellip-
szisek, melyeknek fokuszai az (1, 0)
es (— 1, 0) pontok. Ennek a gorbe-
seregnek a differencialegyenlete:

(xy' —y) (x + yy') = y',
vagy

Az aramvonalak differencial-
egyenletdt ebbol ugy kapjuk, hogy

y' helyebe ^-t irunk. Igy

xy x2 — y2 — 1

9. dftra
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vsgy i
xyy'* + (x* - j;2 - l)y' - xy = 0,

vagyis ugyanazt a differencialegyenletet kapjuk. Ennek a magyarazata az, hogy az adott.
differencialegyenlet y'-ben masodfokii; minden ponton ket gorbe halad keresztuV\k kozul az egyik ellipszis (C > 0), a masik pedig egy konfokalis hiperbolasereg

egyik g6rbe"je .(—1 < C < 0). A konfokalis hiperbolak a konfokalis ellipszisek crto-*
gonalis trajektdriai. Tehat a keresett aramvonalak egyenlete:

+ y- ==; 1, - 1< C < 0 (69. dbra).
1+C ' C

Feladatok , - r

a) Gyakorl6 I Hatarozzuk meg az alabbi feladatokban megadott egyenletfl
feladatok . J gorbesereg izogonalis trajekt6riainak egyenlet^t. A meg-

adott co = allando jelenti az adott is keresett gorbesereg
egyes gorbe"inek metszesi szoget, C pedig a param^tert.

1. y? + f - 2C x — 0; co = ~ . 2. r = 2C cos (p; & = ̂  .

" JT
3* x8 — Sx;;2 = C; ® = — .

5. x2 + C^2 = aj ffl = . Itt a =
^

6. x2 - .y2 + 2C x>» = a2; <B = ̂  . Itt a ='alland6.
^

7. x(x 2 +y2) +C(x2-^2) = 0; o = £".
^

8. (x2 - a)2 + (y2 - 6)2 = C2; o = ̂  . Itt a & 6 allanddk.
£

9. xy = C(x- I)2; <D = | . 10. >= C In , x |

11. y = C(x + a)e*; o*=|. Itt a = allando.

12. th2x + th2CM + Qj *«|.

13. • • • + ^ « = _ ^ _ j -fli-5. Itt a = allando.
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14. r = tg(<p + C); <o = f-

15. (r8 + a2) sin <p + C r = 0; <B = ^ . Itt a = illand6.

16. r = — — - ; <B = | . 17, r = C (1 + 2 cos<p); o =
1 + 2 cos <p 2

18. x»->>2 = C; o g t . 19.

20. i* = C cos pip; <B 9^ - . Itt p = Mland6.
A

21. xy = C; o = | . 22. x» - C/ = 1; a> = \. r = C (1 + cos 9); fi> = - . 24. r = Csinip; (o^ fc-g '

25. ax2 + 26xy-ay2 = C; o = ̂  . Itt a & & aUanddk.
2i , ...

26. if + f - - 2C x - a2 = 0; ra = ̂  . Itt a = allanda
&

27. y = C + V^c; ta^^. 28. S^ + j^Cx; o> =
4 --_

29. Jcy = C(x2+j^)2; « - . . 30. x2 = C (C + 2y); o =

Geomctriai 6s i l. Hatarozzuk meg az
fizikai feladatok

egyenletu gorbe evoLvenseit mint az drintoinek ortogonalis trajektoriait.
2. Hatarozzuk meg az

x = 2 a cos a — 2 sin a,

- y = 2 u sin a + 2 cos u

param^teres egyenletrendszcrrel megadott g6rbe evolvenseit mint az drintoinek ortogo-
nalis trajektoriait.
3. Hatirozzuk meg az y = ex fiiggv^ny gorbejenek paralelgorb^it mint a normali-
sainak ortogonalis trajektdriait.
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4. Hatarozzuk meg az

= a2 (a = allandd)

hengerfelulet esesvonalait mint a szintvonalainak ortogonalis trajektdriiit
5. Hatarozzuk meg az

(y — zf = 2p x (p = allandd)

parabolikus hengerfelulet esesvonalait
J6. Hatarozzuk meg a

egyenlettf, cisszois vezergorbejtf hengerfelulet esesvonalait,
7. Hatarozzuk meg a

* — A ft

feliilet esesvonalait.
8. Egy, az origdban elhelyezett forras (nyek>) altal eloidezett sfkiratnlas sebesseg-
vektora:

* • , y
V —- /» __^_^^___ 1 I /> 4

~"~~ 0 ~~5—i 5 *^ ^) "^—I 9 J*

Ha Q jelenti a forras (Q > 0) vagy nyelo (Q < 0) erosseget, akkor az itt szereplS Co =
= illandd jelentese:

c =^-

^Hatdrozzuk meg az aramvonalak egyenletet. (Lasd m£g I. 5. § Feladatok b) 2.)
9. Egy homogen testben eloalld sikbeli hoaramlast az

x2 - y2 = C

izotermak jellemzik. Hatarozzuk meg a hoaramlas aramvonalait
10. Helyezztink el egy x tengellyel parhuzamos c0 = allandd sebessegfl sikaram-
lasba egy Q = allandd bosegu forrast. Az eredo sikaramlas sebessegvektora;

+ P ^—;
2jt 3

v =

Hatarozzuk meg az aramvpnalak egyenletet. (Lasd meg 1. 5. § Feladatok b) 4.)
11. Legyen egy az origdban elhelyezett 6s az x tengely pozitiv iranyaba-mutatd
dipdlus momentuma M. Az ezaltal letesitett sikaramlas sebessegvektora:

«2 — x2 2xy

Hatarozzuk meg az aramvonalak egyenletet
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12. Helyczztink az origdba egy, az x tengely pozitiv iranyaba mutat6, M momen-
tumii dip6lust az x tengely pozitiv iranyaban halad6.c0 sebessegu parhuzamos aram-
lasba. (Idealis folyadeknak ,,vegtelen hosszu" "korhenger kGrtili parhuzamos aramlasa.)
Az eredo sikaranilas sebessegvektpra: . . . . . . . . . • -.. , -

v =
(x2

i -M,
2xy

Hatarozzuk meg az aramvonalak egyenlet^t.
13. Az elozo feladatban szereplo slkaramlasra szuperponaljunk meg egy F erossegu
potencialos orvenyt. (Idealis folyadeknak ,,vegtelen hosszii" korhenger koriili cirkula-
ci6s aramlasa.) Az credo sikaramlas sebessegvektora:

^ (x2 + y2)2 ̂  2jr x2 +

Hatarozzuk meg az aramvonalak egyenletei.

i - M J.
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IIL SPEClALIS TfPUStf
MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Hianyps tnasodrendu differencialegyenletek

A differencialegyenlet kozvetlenul kvadrdturdkkal meg-
oldhato.

Ha ugyanis

akkor egy elso integral:

es ebbol
' = \f(x)dx+Cv

y = J j J f(x) dxj dx'+ C, x +

b) A differcncial-
egyenletbol .
y bianyzik:
F (x, y, y") = 0

A differencialegyenlet elsorendure vtzetheto vissza, ha iii
ismereden ftiggv^nyt vezetilnk be}; _ ;-:.-.

y'=p.
Ekkor ugyanis:

6s igy a megoldandd differencialegyenlet elsorendure redukalt alakja:

F (x,p,p') = 0.

Ha ennek az altalanos megoldasa:

akkor mar csak a . . . . ... . -_!

differencialegyenletet kell megoldanunk. Ennek az dltaldnos megolddsa i
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vagy parcuneteres alakban:

x = <p (p, Ct)

•c) A differencial-
egyenletbol
x hianyzik:
f <«/»«/'•»"> = 0

A differencialegyenlet elsorendure vezetheto vissza, ha tij
ismeretlen fiiggvenyt vezetiink be:

y-t tekintjuk fiiggetlen valtoz6nak.
Ekkor ugyanis

dp

igy a megoldand6 differencidlegyenlet elsorendure redukalt alakja:

Ha ennek az altalanos megoldasa:

akkor mar csak a

differencialegyenletet kell megoldanunk. Ennek az dltaldnos megolddsa

vagy param&teres alakban:

y — <p (p, C,)

1 1 dcp
=as \ — op — |— C«+

y P wD

Pelddk

1. Oldjuk meg az
y" sin x cos x — X = 0

differencialegyenletet.
A differencialegyenletbSl y hianyzik. Oj ismeretlen fuggvtoyt vezetiink be:

y' = p; fiiggetlen valtoz6 marad x, tehat y" = p'.
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Behelyettesftve:

p' sin x cos x — p = 0,

Ez az elsorendu differencialegyanlet megoldhat6 a valtozok sze"tvalaj uisaval:

dp _ dx
o sin x cos x

Mindket oldalt integralva:

I n j p = ln C, tgx| ,
vagy

p = Cj tg x,
tebit

y' = Cj tg x.

Ebb51 lijabb integrdlassal:

y = C2 — Cj In cos x \,

Ez az altalanos megoldas.

2. Oldjuk meg az

xy" (e* + 1) — er — y' = 0

differencialegyenletet.
A differencialegyenletbol y hianyzik. Az y' — p, y" = p' helyettesft^ssel:

xp' (e' + 1) — e" — p = 0,

vagy a valtozdkat sze"tvalasztva:

~ = 6^~ l dp.

Mindket oldalt integralva:

In x =ln C,(e"+p)|,
vagy

x = C, (e" + p).
Mivel

y' = ̂ =p,

ezert
dy __ dy dx _ dx
dp ~ dx dp ~ dp'

A mi esettinkben

^ = C, (*> + 1),
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tehat .:

vagy a valtoz6kat sze"tvalasztva:

dy = (Cx p e" + C1 p) dp,

Mindke"t oldalt integralva:

y = Cjp eP — Cj & + Ct^ +C,.

Tehat az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa parame'teres alakban:

3, Oldjuk meg a

differentialegyenletet.
A differencialegyenletb51 x hianyzik. tlj ismeretlen fuggve^iyt vezettink bej

y' = p; iij fiiggetlen valtoz6: y. Ekkor y" = -f-nt
, = - <g;

A differencialegyenletbe behelyettesftve:

vagy
dp

p|Zy- ~ =0.

Kit eset lehetse"gesj
a) p = 0, es akkor y = C egy megoldas.

b) 2y — J- = 0, is akkor a valtozokat sze"tvalasztva:d y - . - • . - •
dp = 2y dy.

Mindk^t oldalt integraljuk:

vagy p helyebe y'-t irva es a valtoz6kat sze"tvalasztvas
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Mindkdt oldalt integralva: ., ,

x + c2=(V--.
,, _ . .. f dy C dy I
t-t-3 i — (} olflr/\ 1 — *~~ I —— ~~- -̂ — -J.AU |̂ V^ dA&Ul 1 Q , s*t I 9 ~~ *) y+C* ) y2 v
Ha Cj > 0, akkor I g vVr = 7=- Arc tg — .

Ha C, < 0, akkor f ̂ ^g- = — n—- ar th J= .

Igy a differencialegyenlet osszes megoldasai:

v — C,

1
v = — G*

y = KC, tg KC, (x +

4. Oldjuk meg az

y'-l = yy"
differencialegyenletet

A dilferencialegyenletbol x hianyzik. Az y' = p, y" = - p helyettesitesseJ :
ay '

• dpp _ l » v p _ .

A valtoz6kat sz^tvalasztva:
dy p

dp.
V P —

Ebb61 integralassal:

in j» = In C, + v + In p — 1 1 ,
vagy

y^Q^lp- 1).

Masrdszt, mivel
dx l

1 dy .
- /dp,
P <§>; F
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vagyis a mi esetiinkben:
dx = C, e" dp,

tehat
x = C, e> + Cg.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa eszerint:

5. Fiiggessziink fel egy homogen, alland6 kereszt-
metszetu, teliesen hajlekonynak es nyiiithatatlannak fel-
tetelezett koteiet az A es B pontokban. Tegytik fel to-
vabba, hogy a kot^l tninden pontjara ugyanakkora
q(x) = q = alland6 (kg/m), fiiggoleges iranyii terheles
tiat. Hatarozzuk mes azt az v = y(x) fiiggvenyt, mely a
kotel egyensulyi alakjdt meghatarozza (60. abra). ,

7" Rasadiuk ki a kot^lnek az x es x0 abszcisszak ko-
iotti szakaszat, Az ezekhez tartoz6 P es P0 pontokban

60. abra ^rintojranyu T es Ta ero hat. Bontsuk fel ezeket vizszin-
tes es fiiggoleges iranyii komponensekre, majd iriuk

fel a P es Pn pontok kozotti kotelresz egyensulyat kifejezo egyenleteket (L Bevezetes,
9. peldat).

A vizszintes tranyu er6kre:

H = Ha = a11and6.

A fiiggoleges iranyii erokre:

dx.

Ez ut6bbib61, ha Pn -» P. akkor

dV
dx = <?(*)•

Mivel T erintoiranyu, ezert

s igy

vagyis

tt ~^r

V = H Tx '

H y" = q(x).

Ez a kStflgorbe differenci^legyenlete.
A mi esetiinkben 4 — alland6. A kezdeti felt^telek legyenek a kovetkez5k:

y(0) = 0, y'(0) = 0.
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A differencialegyenlet altalanos megoldasa ketszeres integralassah

1

Eszerint a fcotel egyensiilyi alakja masodfoku parabola.
A kezdeti felteteleknek is megfele!6 megoldas:

Megjegyzes. Ha a kotelet csak a sajat siilya terheli (q(x) = allando) iszlt
vizszintes iranyu feszito ero ,,eleg nagy", akkor a fenti peldanak megfelelo kozelitc>
alak lesz a kotel egyensulyi alakja.
6. Legyen egy allando keresztmetszetfi, / hosz-
szusagti, homogen vizszintes rud az egyik vegen
befogva. A masik vegen, tehat a befogas helyetol
I tavolsagra P — allando, fiiggoleges iranyu ter-
heles hat. Hatarozzuk meg a rugalmas (sulyponti)
szdl egyenletet (1. Bevezetes, 6. peldat).

A rtid tetszes szerinti x helyen a hajlit6
nyomatek (61. abra):

M = P (I - x).

Ha £ a rugalmassagi modulusz, I a keresztmetszetnek a siilypontjan atmen6, vizszin-
tes tengelyre vonatkozo masodrendu nyomateka es Q a sulyponti szal gorbuleti sugara,
akkor

67. abra

akkor
Masreszt, ha y = y(x) az a ftiggveny, mely a sulyponti szalat meghatarozza^

e=±
(1 + y'*)*

FeltehetSen, a kis lehajlas miatt y' olyan kicsiny, hogy 1 mellett y'2 elhanyagol-
hat6. Igy kozelitoleg:

A valasztott koordinata-rendszerhen y" is M megegyezo eloielflek.
Igy a keresett differencialegyenlet:

IE
integralva:



208 III. 1. §. HlANYOS MASODRENDC DIPFERENClALEGYENLETEK

A kezdeti feltetelek: y(0) = 0, is y'(Q) = 0. Az ezeket is kielegito partikularis
megoldas:

P ll& _x?i.. .
y~!TE\ e l *

A vdgpont fiiggolegcs iranyti elmozdulasa, a nid lehajlasa:

PP

Ebben a pontban az erinto iranytangense (tin. szogjarulek) :

o

62. dbra

H S « - - . K W - 2 7 £ '

7. Ftiggesszunk fel azAisB pontok kozott egy homo-
gen es allando keresztmetszetu kotelet, melyet csak a sajat
sulya terhel. Hatarozzok meg az egyenstilyi alakot. (62. abra.)

Legyen a hosszegyseg sulya: y kg/m. Ekkor az absz-
cissza egysegere vonatkoztatott siily:

as

tgy a raegoldando differencialegyenlet (L az 5. peldat) :

Cj ismeretlen fiiggvenyt vezettink be: y' = p. Ekkor y" = p', es igy, mindjart
a valtoz6kat szetvalasztva:

+
vagy mindket oldalt integralva:

vagy ebbol:

illetve

n

n

Ezt integralva, a differencialegyenlet altalanos megoldasa:
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Az egyensiilyi alak a lancgorbe alakja.
A Cl is C.2 integralasi allandokat, valamint a H (vizszintes iranyu! erokomponenst

tigy kell meghataroznunk, hogy az adott L hossziisagu kotel az adott A es B pontokon
atmenjen.

Ha A (xlt yj es B (x2,y^), akkor fenn kell allnia a kovetkezo ket egyenletnek:

= H

Masreszt

V
= H[sh ̂  (x2 + CJ - sh ̂  (x, + C,

TL •" fi

Ez a harom egyenlet egyertelmuen meghatarozza a harom alland6t (Cu C2 6s ?/),
8. R belso sugarii, L hossziisagu hengeres csoben, siiflodassal stacionarius aram-
lasban folyadek aramlikp2 — Pi nyomaskiilonbseg hatasara. Hatarozzuk meg az dram-
Las sebesseget a henger sugaranak fiiggvenyeben (1. Bevezetes, 8. peldat).

A megoldando differencialegyenlet:

_ _
dr*'' ~r 'dr L 77 '

(Itt TJ a surl6dasi egytitthato.)

A differencialegyenletet ugy oldjuk meg, hogy elsorendure redukaljuk ^ -- — u

tii ismeretlen fuggveny bevezetesevel. Ekkor a megoldando differencialegyenlet — a

— ~-_ — £i = /c egyszerusit6 jelolessel — igy alakul:
Lrt

f + t t = k .dr r

Ez egy elsorendfl inhomogen linearis differencialegyenlet, melynek altalanos
tnegoldasa:

'

azaz
dv k , „ 1

Innen integralassal adodik:

v =

14 Kozonseg€S differencial egy^nletek — 41 231,̂ 11.
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Ez a differencialegyenlet altalanos megoldasa.
Az integralasi allandokat a kovetkezo feltevessel hatarozzuk meg:
Az aramlas sebessege nyilvan mindeniitt csak veges erteku lehet. Mivel pedig

In r -> — co, ha r -» 0, kell, hogy C1 = 0 legyen. A Ca alland6 pedig abb6l a feltevesbol
szamithat6, hogy a csofal menten (r — R) a folyadek tapad, tehat v = 0, es igy

Vegeredmenyben az ismert (Hagen—Poiseuille-fele) parabolikus sebessegelosz-
last iellemz6

ZL..̂ L. azaz

63. dbra
osszefiigges adodik (63. abra).

9. Szabadon lengo rendszert letesitiink oly m6don, hogy egy rug6t, a raerosftett m
tomeggel clienteles vegdn befogunk; megnyujtjuk bizonyos hossztisagra es szabadon
hagyjuk. Siirl6das es egyeb energiafogyaszt6 korulmenyektol eltekintunk ! Ez esetben
a kitdr^ssel aranyos ^s azzal ellenkezo iranyu erS, az lin. visszat^rito ero ebred. Irhat6
tehat, hogy

P = — r y.

Itt az r aranyossagi tenyezo az lin. rug6alland6 (az egysegnyi kiteresre — megnyiilasra
vagy megrovidiilesre — eso ero. Megjegyezztik, hogy szokas rug6allandonak az itt
szereplo r reciprokat is nevezni:

ez pedig az egysegnyi visszaterito erohoz tartozo kit^rest jelenti).
Ezzel a k^rddses mozgas differencialegyenlete:

<Py
m T-.O ^ -~-j

vagy

dv
Oldjuk meg ezt a differencialegyenletet es valasszttk ki a ' = 0, v = I, -jf-= 0

*~ dt
kezdeti feltetelekhez tartoz6 partikularis megoldast. (Megjegyezztik, hogy az adott
differencialegyenlet az itt targyalttol kiilonbozo, mas, egyszerflbb m6dszerrel is meg-
oldhat6, espedig mint allando egyiitthat6ju masodrendu homog^n linearis differencial-
egyenlet — L. a IV. fejezetet.)
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A dlfferencialegyenlet elsorendtfre redukalhat6 ^ = v bevezetesevel.

Lesz
d?y _dv dy _ dv
di?~dy dt~dyV'

Ezt behelyettesitve:
dv • r
,-v-\ = 0.

dy m'

A valtozokat szetvalasztva is integralvaj

y*

2

Fejezziik ki innen Vrt:

Egyszerfee'g kedv^^rt (es csupan a valds megoldasokra figyelemmel, az alland6-
nak csak pozitiv ert^ket engedye meg) legyen - ~

2 C, = Ci
Akkor

Ebbol integralassal ad6dik:

vagy

Ebb61 a dlfferencialegyenlet altalanos megoldasa:

Az integralasi allandokat a kezdeti feltetelek behelyettesitesevel hatarozhatjujj
meg:

es mivel
dy ~-j- = C, cos
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ez£rt
0 = C2 cos C4. •

A C2 = 0 esetet ki kell zarnunk, mert ekkor y = 0 volna. Ezert kell, hogy

cos C4 — 0
tegyen, azaz

C4 = ! + *«.

Ezzei _

; = Cz I/ y sin | + k

es mnen

fe = 2n + 1 eseten a negativ, fc = 2n eseten pedig a pozitiv elojel ervenyes).
A kezdeti feltetelekhez tartozo partikularis megoldas tehat:

,-!/•- n

V = + / sm / — t -f - + knl
< \ ' i '

vagy felhasznalva a sin la + -= -f k n 1 = + cos a osszefiiggest, ez igy is irhat6:

v = I cos |/ — t,
m

A rezgomozgas korfrekvenciajaj

A telies rezges ideje:

A masodpercenkenti rezgesszam:

„ - JL ' ^ =
0 T. 2jr 2jr y m

A nyugalmi helyzetbol (kozephelyzetbol) egyszer kit^ritett tomeg tehat — a
tomeg es a visszaterito ero (illetve rugoallando) nagysagatol fiiggo frekvenciaval —
iinearis (egyenes menti) harmonikus rezgomozgast fog vegezni. A kilenges (amplitude)
nagysaga a kezdeti kitentestol fiigg es allando, vagyis az egyszer elinditott mozgas.
periodikusan ismetlodve, allandoan fennmarad (csillapitastol eltekintetttink !).
10. Ha a hosszu egyenes rudat a ket vegen nyomo erok terhelik, akkor — bizonyos
korulmenyek kozott — a rM kihajlik (keruleti feltetelek: y(0) = y(l) = 0).
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Az A pontt61 x tavolsagban a
hajlito nyomatek

M = Py (64. abra).

Igy a rugalmas szal differencialegyenlete (1. 6. peldat)s

" = _A
I E

i
P ~

vagy az a2 = •=-= jelolessel:
-I £1

Ennek a differencialegyenletnek az altalanos megoldasa:

y = Cj sin a x + C2 cos a x.

A mi esettinkben altalaban az adodik, hogy

C, = C2 = 0,
vagyis

V = 0,
a riid nem hajlik ki.

Ha azonban
sin a I = 0,

vagyis
al = kn, (k = 1, 2, 3,...)

azaz

P = Pk = k*n2 ^ (kritikus terheles),

akkor
y = Cj sin a jc>

barmilyen Cj ertekkel is megoldas. Ilyen terhelesn^l a nid egyensulya kozombos
(indifferens), a rudnak szamtalan sok lehetseges egyensulyi alakja lehetseges A riid a
legkisebb keresztiranyii erohatasra kihajlik.
11. A fizikai ingdnak a fiiggolegestol valo elte"resi szoge: (p a kovetkezo differencial-
egyenletnek tesz eleget:

i ,I j^ = - / m. i sin <p.

Itt t jelenti az idot, / az mganak a forgastengelyre vonatkozo tehetetlenseg>
nyomatekat, / a sulypontnak a forgastengelytol val6 tavolsagat, m az inga tomeget.
vegiil g a nehezsegi gyorsulast.

E hianyos differencialegyenlet megoldasara alkalmazzuk a
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helyettesitest. Ezzei
dp

In -. — — I m g sin (p.
dtp

Ebbol — a valtoz6kat szetvalasztva — es integralva:

p2
/ y — ' m. g cos <p + C,.

Legyen 9) = 0 eseten p = p0, akkor

vagyis

EbbSl pedig

,-I *+'-£*•

vagyis

.-
= p; + ~ (cos ̂  ~ ^'

A tovabbiakban csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor van olyan (p = a

kiteres, melyre , ~ 0; kizarjuk tehat az ,,atfordu!6 inga" esetet. a erteke akkor <p
dt

szelsoerteket, tehat a maximalis kilenges szoget jeloli. A (p = a helyen tehat

s mnen

Ezzei a <p-re talalt elsorendu differencialegyenlet igy m6dosul:

-1)_
ui y i

vagy

vegii)
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Szetvalasztva a valtoz6kat:

dt =
dtp

] f . , a . -tp
y sin2 2 - sin2 |

Ha feltessziik, hogy t = 0 idopontban <p = 6, akkor ebbol integralassal:

d<p

sinz -an'l

Itt z jobb oldalon fellepS integral nem fejezheto ki eletni fiiggvettyekkel, csak az
un. elliptikus fuggvenyek segitsegevel. •

Megiegyz^s. Kis szogkite're'sek eseten, amikor a K,
sin cp =» cp kozelitds megengedett, a megoldanda differencial-
egyenlet igy modoiul: '" ^ Df

dnnek a megoldasa pi. a 9. pelda mintajara hatarozhatd meg.

1 2. Az (x, y) sikban egy m tomegpont mozog egy, az ori-
•gotdl mert tavolsagaval aranyos ero liatasara, Induljon a
t = 0 idopillanatban az (a, 0) pontbol, az x tengelyre

85, dbra

meroleges vn kezdSsebesseggel. Hatarozzuk meg a pontmozgds pdlyagorbetet (65. dbra).
Legyen a tomegpont a t idopontban a P (X, y) pbntban. A rahat6 ero P O iranyti,

es abszolut erteke k T, ahol r jelenti az O P tavolsagot. is k aranyossagi tenyezfi.
A tomegpontra hat6 ero x es y iranyti osszetevoje:

Px = — k r cos <p = — k x, . . - - - . .
illetve

A mozgasegyenletek:

illetve

P = —

m x - kx,

m y = — k y.

Mindket differencialegyenlet hianyos masodrendti differencialegyenlet
A

ax
di•7---*= a.

illetve

dt
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helyettesitessel;

illetve

Ezekbfil

eta
m U -T- = — K X,ax

dv ,
m v , = — k v-

dv

illetve

m'

Az integralasi alland6kat megkapjuk, ha az u = 0, v — v0, x = a, y = 0 ert^ke-
ket behelyettesitjiik. Ekkor lesz

x2 = tf,
m m

illetve

Visszairva az eredeti valtozokat, lesz:

illetve

* = I/* ]f^=^dt I/ m V

dt '- m T

Ezekbol a dififerencialegyenletekbol — azx=a , j> = 0, t = 0 kezdeti feltdtelek
figyelembevetelevel — kapjukj

x = a cos / t,
m

illetve

p- f* sin
Ez a ket egyenlet a palyagorbe parameteres egyenletrendszeret alkotja. A t para-

metert kikiiszobolve, kapjuk az

fr

sgyenletii ellipszist
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Feladatok

a) Gyakorld I 1
feladatok I 1- • y=y==.

„ 1 - lnx ' . l + 2x
2. y --JT-. 3- y + fr+-59-a

4. (l + sinx)2y" + cos x = 0. 5. (x2 + 4x + 3)'y" + x + 2 = 0.

6. y' = sin-77^l=. 7. (1 - x2) y" + xy'= 0.

8. 2xy'> + y' = 0. 9. y" = y' - x2 + 2x.

10. y"=y' + e*. 11. y" + 2y' = e*.

12. y" = 1 y ' + x sin x. 13. x2y" = 2xy' - 3.

14. x lnx -y"=y ' + xln2x. 15. y" + y' = e~\. xy"-y' = x3. 17. ysy" = 1.

18. 2y" + y'3 = 0. 19. yy" = 1 + y'2.

vv'2
20. yy» + l+y'2 = 0. 21. y" = j^-^^ .

22. y (1 - lny)y" + (1 + lny)y'2 = 0.

23. v"z = y'. 24. y" = (1 + y'2)*.

25. 2y'2 = (y - l)y". 26, 6y" (2y'2 — y') = 1.

27. y' (y'2 + 1) (y' - 2) + y" (3y'2 - 4y' + 1) = 0.

28. y' (1 + y'2) - 3 y" = 0. 29. yy" - y'2 = y2 In y..

30. y"+y'2 = l.

31. y" + (x - a)y'3 = 0. Itt a = allando.

32. 2 yy" = y'2. 33. yy" = y'2 - y's.

34. yy" + y'2 + 2 a2 y2 = 0. Itt a = allando.

35. y"(y-l) = 2y'2. 36. y" = xy'3.

37. yy" = 2y'2. 38. yy" = y'2 + yy'3.

39. y" -~y' + y'2 = 0. 40. yy"2 = 1.
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t>) Geometriai es
fizikai feladatok

1. Hatarozzuk meg annak a gorbe'nek az egyenletet,
amelynel a normalis hossza a gorbe pontjatol az x tengelyig
egyenlo a gorbuleti sugarral.

2. Hatarozzuk meg annak a gbfbenek az egyenletet, amelynel a normalis hossza
fele akkora, mint a gorbuleti sugar.

3. Az m tomegpont sikmozgast vegez egy, az orig6bol feleje iranyul6 — — vonz6-

ero hatasara. Itt m a tomeg, r a tavolsag, k aranyossagi tenyezo. A t = 0 idppontban az

(a, 0) pontb61 v0 > sebesseggel az x tengelyre meroleges iranyban indul. Hataroz-

zuk meg a palyagorbe egyenletet.
Alkalmazzunk polarkoordinatakat ^s vegyiik figyelembe, hogy a gyorsulasnak

radiuszvektor-iranyii & erre meroleges osszetevoi:

&T idcpf
f* . — - _ _ «• ( _ £_ I

a' ~ dt* r\dt}'

4. Az m tomegpont az x tengely menten mozog, mikozben az orig6 fele" iranyulo,
m kz x nagysagu ero hat ra. Hatarozzuk meg az x = x(t) ftiggv^ny t az x(0) = a, x (0) = 0
kezdeti feltetelek figyelembevetelevel.
5. Egy hengeres nid csavar6 lengeseit az

differencialegyenlet hatarozza meg. in lm jelenti a lengesi kozepvonalra vonatkozta-
tott tehetetlense'gi nyomatekot, cp a kiteres szoget, t az idot, G a torzi6moduluszt
(csusztato rugalmassagi te'nyezot), Ip a keresztmetszet polaris masodrendu nyomate-

kat j d atme'roju k6r-keresztmetszetnel /. = -—r I is I a nid hosszat.= — 1
32 )

Oldjuk meg ezt a differencialegyenletet a t = 0, <p = <p0, ~ = 0 kezdeti fel-

tetelek figyelembevetelevel.
6. Az / hossziisagu, alland6 keresztmetszetu, homogen, vizszintes, egyik vegen
befogott riidon p kg/m egyenletesen megoszl6, ftiggoleges terheles van. Hatdrozzuk
meg a nid legnagyobb lehajlasat.
7. Az / hossziisagu, allahdo keresztmetszetu, homogen, vizszintes, egyik vegen
befogott nidra a szabad vegen M mkg hailito nyomate'k hat. Hatarozzuk meg a nidveg
lehajlasat.
8. Az / hossziisagu, ket vegen alatamasztott, allandd keresztmetszetu, homoge'n,
vizszintes riidon p kg/m egyenletesen megoszl6, ftiggoleges terhele's van. Hatarozzuk
meg a .nid legnagyobb lehajlasat.

9. Az elozo feladat, ha a terhele's a nid kozepen I ̂ -nel 1 P kg fiiggoleges iranyii,

koncentralt ero.
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10. Az elozo feladat, ha a P koncentralt ero az egyik alatamasztast61 a, a masiktol
b tavolsagra van (a + b = I).

: . ,
11. Az x tengelyen mozg6 m tomegpontra egy az origo fele iranyulo, — - nagy-

sagu visszaterito ero hat (k az aranyossagi tenyezo). Ha a t = 0 idSpillanatban x = a es
dx k
-=-'== - , hatarozzuk meg az x = x(£) fuggvenyt.
«i a

12. Az elozo feladat, ha a kezdosebesseg v- = - — .
at a

13. Az x tengelyen mozg6 m tomegpontra egy, az orig6bol a pont fel£ mutat6

— ,- nagysagu taszft6 ero hat. Ha a t = 0 idopillanatban x = a es , = , hata-
x? at a

rozzuk meg az x — x(t) fiiggvenyt.
dx k

14. Az elozo feladat, ha a kezdosebessdg , = -- .
at a

15. va kezdosebesseggel, ftiggdleges iranyban felfeM hajfttink egy m tomegu tes-
tet. Tetelezztik fel, hogy a levego ellenallasabol szarmazo ero a sebessegnek (m k)-
szorosa. Hatarozzuk meg a ftmax magassagot es az ennek elere"sehez sziikseges t id5t.
16. v0 kezdosebesseggel, fiiggoleges iranyban f elf eld hajitunk egy m tomegu tes-
tet. Tetelezziik fel, hogy a levego ellenall£sab61 szarmaz6 ero a sebesse'g negyzet^vel
aranyos (k az aranyossagi tenyezo). Hatarozzuk meg azt a ve"gsebesseget, mellyel a test
a foldre visszaesik.
1 7. Egy lovedeket v 0 kezdosebess£ggel, a vizszinteshez kepest a szog alatt lonek ki,
Tegyiik fel, hogy a levego ellenallasa a sebesseegel aranyos. Hatarozzuk meg a palya-
gorbe egyenletet
18. Az m tomegpontra egy az origotoi mert tavolsaggai aranyos taszito er6 hat
A t = 0 idopillanatban az (a, 0) pontbol, az x tengelyre merfilegesen, vn kezdosebes-
seggel indul. Hatarozzuk meg a palyagorbe egyenletet.

IL;;

19. Azmtomegpont az (x, y) sikban mozog. Az orig6b61 —5- nagysagu vonzoero
r*

hat ra. Ha a t = 0 idopillanatban az r — a, q> = 0 pontbol, V0 = k u kezdosebess6g-

gel indul a <p = 0 egyenesre mer81eges iranyban, hatarozzuk meg a palyagorbe egyenle-
tet polarkoordinatakban.

20. Az elozo feladat, v0 = -== kezdosebesseggel.

2. §. Hianyosra visszavezetheto masodrendu differencialegyenletek

A masodrendu linearis differencialegyenlet altalanos alakja:

«(*) y" + b(x) y' + c(x) y = f(x).

a) Masodrendu
linearis
differencial-
egyenletek

Ha /(x) 2= 0, akkor a differencialegyenlet homoge"n linearis
egyebkent inhomogen linearis. Feltesszuk, hogy a(x),

b(x), c(x) es f(x) valamely a < x </3 intervallumban folytonos fuggvenyek, es itt
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a(x) ̂  0. Ez esetben — a differencialegyenletet a(x)-szel vegigosztva — nyerjtik az

y" + fiW y' + f2(x) y = fs(x)
differencialegyenletet.

Anelktil, hogy reszletekbe bocsatkoznank (1. meg a IV. fejezetet, tovabba a soro-
zat tovabbi koteteit), megemlitjuk, hogy ennek a differencialegyenletnek az altalanos
megoldasat altalaban nem tudjuk meghatarozni. Ha azonban ismeretes az adott differen-
cialegyenlethez tartoz6

Y" + f,(x) Y' + /2(x) y = 0

homogen linearis differencialegyenletnek egy partikuldris megolddsa, Ylt akkor az adott
differencialegyenletet az

y = u(x) Y,

helyettesitessel hianyos masodrendure lehet visszavezetni. Ha ugydnis ezt a helyet-
tesitest vdgrehajtjuk, nyerjuk az

y, a" + (2 r.- + h vj «' + (ir + /, y; +/, YJ a = /,
differencialegyenletet, melyb61 — figyelembe veve azt, hogy Yl a homogen linearis
differencialegyenletnek egyik megoldasa — az u = u(x) ismeretlen fiiggvenyre az

hianyos mdsodrendu differencialegyenlet adodik.

a) Masodrendu
homogen
,,dimenzioju"
differencial-
egyenletek

Tulajdonitsunk az

differencialegyenletben (itt F az argumentumainak raciona-
lis egesz ftiggvenye legyen) a valtozoknak dimenzi6szamo-
kat a kovetkezokeppen: Legyen x-nek es a dx differencial-

nak a dimenzi6ja 1 is igy xk dimenzioja k. Legyen tovabba y-nak is a dy, <Py differen-
cialoknak a dimenzi6ja n es igy y' dimenzi6ia In.

A dimenzioszamnak ilyen ertelmezese alapjan

dy
y' = - - dimenzioja: n — 1,

dx

d*y
v" = ~ dimenzioja: n — 2.

dx2

Ha most az adott differencialegyenletben mindegyik tag dimenzidja, vagyis az
egyes tagokban szereplo valtozok dimenzi6inak osszege megegyezik, akkor a differen-
cialegyenletet homogen dimenziojunak nevezziik.

A homogen dimenzi6ju masodrendu differencialegyenletet hianyos masodrendiire
lehet visszavezetni, az

x = e",

y = v en"

transzformacioval (1. m^g I. 2. §
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Pel dak

1. Oldjuk meg az

x2 In x • y" — xy' + y = x2 In2 x

masodrendu inhomogen linearis differencialegyenletet, ismerve a hozzatartozo homo-
gen linearis differencialegyenletnek egy partikularis megoldasat: Yt = x.

A differencialegyenlet altalanos megoldasat

y = ux

alakban keressiik, ahol a = u(x) egyelore ismeretlen fiiggveny,
Mivel

y' = a + a' x,

y" — 2a' -}- a" x,

ez£rt ezek behelyettesitesevel:

a" x3 In x + (2 x2 In x - x2) a' = x2 In2 x,

vagy (x ̂  0 feltevessel): ,

a" x In x + (2 to x - 1) a' = In" x.

Ez pedig az a' = p, a" = p' helyettesitessel a

p'x In x + (2 In x — 1) p = In2 x

elsorendu inhomogen linearis differencialegyenletre vezet.
Ennek az altalanos megoldasa:

_ Inx 1
P — C, —g- + n in x,

vagyis
, Inx 1 .

a' = Cj -3- + g In x,

ahonnan

C f i • " • l i j b i ""t , _ in x _ _ + x in x _ v

vagyis vegeredmenyben:

y = C2 x - C, (In x+1) + ^ (In x - 1).

2. Oldjuk meg az
xyy" + xy'2 = yy'

differencialegyenletet.
A differencialegyenletben szereplo egyes tagokhoz hozzarendelheto dimenzi6-

szamok:
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Tehat, ha n = 0, akkor valamennyi tag dimenzi6ja — 1, azaz a differencial-
egyenlet homogen dimenzidju.

Alkalmazzuk az
x = e"

transzformaciot. Skkor

i d if du

Ezeket behelyettesitve:

.... & ^
dif du S

vagyis

vagy

"*" ~i

Ez pedig egy hianyos misodrendu differencialegyenlet.
A szokasost61 elt^rfi m6don egyszerflbben is meg tudjuk oldani, mert a differen-

cidlegyenletnek mindkdt oldala teljes differencial:

Mindkei oldalt integralva:

Ebbol viszont a viltozdkat sze"tvilasztva es integralva:

vagy visszate"rve az eredeti v51toz6kra:

Ez az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa.

F e l a d at ok

i) Linearis
differencial-

Oldjuk meg az alabbi masodrendfi lineSris differencidl-
egyenleteket, ismerve a megfelelo homogen linearis dif-

—— ferencialegyenletek egy-egy partikularis megoldisit

1. xMlnx- l)y" - xy' +y= (xlnx-x)2; Y, = x.
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2. xy" -(1 + x)y'+y = xae*; y, = «*.

3. xy" + 2y' + xy = 0; Y^ = ̂  .

4. y" sin2 x —- y'sin x cos x + y = sin x; y, = sin x.

5. (x2 — 2x + 2) y" - x2y' + (2x — 2) y = 0; y, = e",

6. (2x — x2) y" -f (x2 — 2) y' + (1 - x) y = 4x4 - 10 x3 + 12 x2; y, =

7- y" + (tg x — 2 ctg x) y' + 2 ctg3 x • y = 0; y, === sin x.

8. x2(l — 21nx)y" + x(l + 21nx)y '— 4y = 2xlnx — 3x; y, = x2.

9. (x cos x — sin x) y" + x sin x • y' — sin x • y = x cos 2x; y, = x.

10. sin2 2x • y" + sin 4x • y' — 4y = 0; y, == tg x.

1. X2y" = 2y.
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b) Homog£n
,,dimenzipju"
differenciil-
egyenletek

4.

2.

3. " — 2xy' + 2y

5. (y - xy')8.



IV. ALLAND6 EGYtJTTHATOjtJ ES ILYENRE VISSZAVEZETHETO
LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

a) Inhomogen
linearis
differencial-
egyenlet altala-
nos megoldasa

Az n-ed rendu linearis differencialegyenlet altalanos alakja:

a0(x) j> = f(x),

ahol az a,-(x) (i = 0,1, 2,..., ri) egyutthat6k es f(x) az o. < x <. ft intervallum-
ban folytonos fuggvenyek es an(x\k 0. Ha f(x) = 0. az egyenlet homogen, ktilonben
inhomogen. ,

Az inhomogen linearis differencialegyenlet megoldasa szorosan osszefiigg az
ugyanazon bal oldallal biro

an(x) YW + aa_x(x) Y«"-u + ... + a2(x) 7" + ^(x) F' + a0(x) Y = 0

homogen linearis differencialegyenlet megoldasavaJ. Ennek az altalanos megoldasa,
ha Ylr Y .a ... , Yn egymast61 linearisan fiiggetlen n darab partikularis megoldas,
a kovetkezo:

Y = CT y, + c, ya +. - - + cn Fn.
Az inhomogen linearis differencialegyenlet y altalanos megoldasa marmost egy

V0 partikularis megoldasnak es a homogen egyenlet Y altalanos megoldasanak osszege:

v = y0 + y = yo + c, y, + cs y2 + ... + cn yB. •
Az yw F2,..., yn megoldasokat altalaban nem tudjuk eloallitani, ha azonban

ezeket ismerjiik, akkor y0 meghatarozhat6 az dllandok varidldsdnak modszerevel. E cel-
bol keressiik vn-t az

y0 = c^xj yx + c2(x> Y, +... + cnw yr

alakban. A Cft(x) fuggvenyek derivaltjai a kovetkezo linearis egyenletrendszerbol szamit-
hatok ki:

c; yt + Q y2 + ... + c; yn = o
c; y; + c, y, + ... + cn y; = o

c; y|"-» + c; ym-» +... + c;
c\« + c; y<«-« + ... + c;

anx
Mivel az y, (i = 1, 2,. . . ,n) fuggvenyek egymastol linearisan fuggetlenek,

ez az egyenletrendszer egyertelmflen megoldhato az ismeretlen Ck(x) fuggvenyek deri-
valtjaira. EzekbSl pedig integralassal kapjuk a Ck(x) fiiggvenyeket.
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b) Allando egyutt-
hatoju homogen
linearis diffe-
rencialegyenlet

Az

anyW + a^y-1' -f-. . . + a2y" + a,y'+anv = 0

(<*„ ̂  0)

allando egyiitthatoju homogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa;

y = Cj «*"< + Cz e^ + . . . + Cn «*»*,
ahol

az
an A" + an_ t A"-' + . . . + a.,A2 + a, A +

karakterisztikus egyenlet gyokei. (A, ^t A^, ha i ̂  k.)
Ha azonban Aj = A 2 = . . . = Am (m £= n), akkor a megoldas megfelelo resze?

A komplex gyokparoknak megfele!6 r^sz valos alakban irhat6 a kovetkezo mintara:
Ha

A, = a + i/8,
A, = a — z/3,

akkor az altaldnos megoldasban szerepld

C^^+.Cg.e^

tagok helyett — az Euler-fele osszeftigg^sek alapjan — irhat6:
e"x (C, cos 8 x + C, sin B x).

Ha a komplex gyokparok is tobbszorosek \m^ ~\, azaz pi.

i,
es

^•m+l — Am+2 = - . • =A«m = a ~ ^ *»

akkor a megoldas megfelelo resze helyett, valds alakban irhatiuk:

«« {(C, + C, x + . . . +Cm x«-i) cos j8x -f (Cm+1 + Cm+2 x + . . . + C2m x"'1) sin 5x}.

Allando egyiitt-
hatoju inho mo-
gen linearis
differencial-
egyenlet meg-
oldasa kiserle-
tezo feltevessel

Ha az alland6 egytitthatdju

inhomogen linearis differencialegyenlet icbb oldalan al!6
^(x) fiiggveny csak olyan tagokb61 all, melyeknek csak
veges szamii linearisan fiiggetlen derivaltjaik vannak, akkor
az allandok varialasanak hosszadalmas m6dszere helyett az

mhomogen egyenlet j>0 partikularis megoldasat kiserletezo feltevessel (prdbafuggvennyelr
Ansatz) hatarozhatjuk meg. Ilyen fuggvenyek az alabbiak:

a effx, a cos 0 x, a sin .8 x; a.k xk -f- aft_x x*"1 + . . . + a, x + a0,

vagy ezek tetszoleges linearis kombinaci6ja.
15 Kozonseges differencial egyenletek — 44 231/VH.



226 rv. ALL.ANDC EGYt)TTHAT6jt5 LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

a) Mindenekelott osszeirjuk az f(x) tuggvenyben szereplo tagokat es kulonbozo
derivaltjaikat (az allando egyutthatok nelkiil). Ha ezek koziil egyik sem szerepel az
adott differencialegyenlethez tartozo homogen egyenlet megoldasai kozott, akkor ezek-
nek linearis kombinacioja alakjaban kereshetjiik az yn megoldast.

PI. ha
f(x) = x2 e2* + sin 3x,

akkor, mivel a iobb oldalon szereplo tagok es derivaltjaik (az 411and6 egyutthat6k
nelkul):

x2 e2*, x e2x, ez*, sin 3x, cos 3x,

ha ezek egyike sem megoldasa a homogen differencialegyenletnek, akkor feltessziik,
hogy

y0 = (A x2 + B x + C) e?* + D sin 3x + E cos 3x,

ahol A, B, C, D es £ egyelore ismeretlen afiand6kat jelentenek.
ft) Ha az elobb emlitett fiiggvenyek kozul nemelyek szerepehiek a homogen

resz megoldasai kozott, akkor mindenekelott ugy osztjuk csoportokba az elobb emlitett
fuggvenyeket, hogy egy-egy csoportban az egymasb61 derivalassal szarmaztatott tagok
legyenek. Ha ezen csoportok valamelyikenek egyik tagja a homogen resz megoldasa,
akkor ennek a csoportnak mindegyik tagjat megszorozzuk x-nek azzal a legkisebb ki-
tevojfl hatvanyaval, mellyel megszorozva, mar e csoport valamennyi tagja kiilonbozni
fog a homogen resz megoldasait61. A probafiiggvenyben azutan ezekkel a tagokka*
helyettesitjiik a sz6ban forg6 csoport eredeti tagjait.

PI. ha /(x) ugyanaz, mint e!6bb, ket csoportunk van:

6s
sin 3x, cos 3x.

Tegytik fel, hogy a homogen resz megoldasa:

(C,4- C?x)e23C + Cae«.

Mivel az elso csoportbdl e2* es x e2* megoldasai a homogen differencialegyenlet-
nek, ezert a prdbaftiggveny:

v = x* (A x2 + B x 4- C) e2x + D sin 3x + £ cos 3x.
Megjegyzes. A Iengestanb61 vett ana!6gia alapjan a ft) esetben azt mond-

tuk, hogy rezonancia esete all fenn. x-nek az a kitevoje, amellyel kepezett x hatvanyt
szorz6k^nt alkalmazzuk, rezonancia eseteben jelzi a rezonancia tobbszorosseg^nek
szamat. f sy a felhozott peldaban ketszeres rezonancia ill fenn.

d) Eulcr-fele
lincaris
differencial-
egyenlet

Az
an xn /"' -+' an_a x"-> /"-» + ... + as x2 y

+ a, xy' + a0 y — f(x),

tin. Euler-fele differencialegyenlet — melyben az ak (k = 0,1,2,.. ., n) egyiitthatok
alland6k — az -

x =
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helyettesitessel allando egyiitthatdju imearis differencialegyenletre redukalhat6.
(Hasonlitsuk ossze ezt az eljarast a III. 2. § 6^-ben mondottakkal!)

Az Euler-fele homogen linearis differencialegyenletet meg lehet oldani az
Y = XK kiserletezo feltevessel is.

Pel dak

1. Az
x2 In x • v" — xy' + v = xz In2 x

mhomogen linearis differencialegyenlethez tartozo

xa In x Y" - x Y' + Y = 0

homoge'n liaearis differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Y = C, x + C2 (In x + 1) (1. III. 2. § 1. peldat).

Az inhomogen egyenlet egy partikularis megolddsat az alland6k varialasanak m6dszere-
vel keressiik:

y0 == C,(x) x + C2(x) (In x + 1).
Ekkor

C, x + C (In x + 1) = 0

q + c ^ = m x.
Ebbol

c; = m x + i,
Ca = — x,

es innen
C, = x In x,

Tehat
2

- 1).

Vegeredmenyben az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa:

v = y0 + Y = I' an x - 1) + C, x + C2 (In x + 1).

2. Az
V1" — 2y" — 3y' + lOy = 0

homogen linearis differencialegyenlethez tartoz6 karakterisztikus egyenlet:

AS _ 2 A 2 -3A + 10 = 0.
Ennek gyokei

A, = - 2, A t = 2 + i, A, = 2 - i

15*
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Igy az altalanos megoldas:

j> = G! e-** + e2x (C2 cos x + C8 sin x).

3. Az

inhomogen linearis differencialegyenlethez tartozo homogen egyenlet:

,F" + 3Y' + 2y = 0.

A karakterisztikus egyenlet:

A2 + 3A + 2 = 0.
Ennek a gyokei:

A., = — 2, A j = — 1,

A homogen egyenlet altalanos megoldasa tehat:

Az inhomoge'n egyenlet egy partikularis megoldasat az alland6k varidlasinak
m6dszerevel keressuk.

alakban. Ekkor
C, e-2* + C, e~x = 0,

Innen

s ebbol integralassal:
C, = in (ex + 1) - e*,

C2 = In (e" + 1).
Ezekkel

y0 = e-2* j In (e* + 1) - e* | + e~x In (e* + 1).

Az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat:

y = e-2* {In (e* + 1) — <#} + e~x In (e* + 1) + C, e~2x + C2 e~x.

4. Az
y"' + y" - 5y' + 3y = 6 x2 - llx - 14

differencialegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet:

A» +NS _ 5A + 3 = (A - 1)̂  (A + 3) = 0.
Ennek gyokei:

A] = A2 = 1,

A, = - 3.
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fgy a homogen egyenlet altalanos megoldasa:

Y = (C, + C2 jt) <* + Cs e-s*.

A jobb oldalon al!6 x2, x es derivaltjaik alapjan feltesszuk, hogy

y0 = A x? + B x + C.

Ha ezt behelyettesftjtik az eredeti differencialegyenletbe:

3A x2 4- (- 10A + 3B) x + (2A - 55 + 3C) = 6 x2 - llx - 14.

Ha a kiserletezo felteves valoban megoldast ad, akkor ennek az egyenletnek fenn
kell allnia minden x-re, vagyis

3A = 6

- 10A + 3B = — 11

2A - 5B + 3C = - 14,
azaz

A = 2, B = 3, C = - 1.
Tehat

Vegeredm^nyben

y = (Q + C2 x) ex + C3 e-3x + 2 x2 + 3x - 1.
5. Az

y(4) + gy" + IQy = 0

homogen linearis differencialegyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet

A* + 8A2 + 16 = (A2 + 4)2 = 0,
s ennek gyokei:

A-j = A9 ̂  ^z, A 3 = A^ = — 2i*

Igy az altalanos megoldas, mindjart valos alakban :

y = (d + C2 x) cos 2x + (C3 + C4 x) sin 2x.
6. Az

y -f /' = x2 + 2x + e*

inhomog^n linearis differencialegyenlethez tartozo homogen egyenlet:

Y'" + F" = 0.

A karakterisztikus egyenlet:

A3 + A2 = A2 (A + 1) = 0.
Ennek gyokei:

A j = A 5 = 0, A » = - l . '

A homogen resz altalanos megoldasa:

y-Cj + C.x + C^e-*.
15*
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Az inhomogen egyenlet jobb oldalan allo fiiggvenyekbol es derivaltjaikbol

Ax'2 + Bx + C + De*

ad6dnek pr6baftiggvenynek, azonban figyelemmel arra, hogy B x es C szerepel a homo-
g€n resz megoldasai kozott, az elso harom tagot x2-tel kell szoroznunk:

y0 = x2 (A x2 + B x + C) + D eK = A x* -f B x3 + C x2 + D e*.

Ha ezt behelyettesitjtik a differencialegyenletbe:
»

12A x2 + (24.A + 6B) x + 6B + 2C -f W e* = x2 + 2x + e\z egyiitthat6k 5sszehasonlitasab6l kapjuk:

12A = 1,

244 + 6B =i 2,

6B + 2C = 0,

2£>= 1,
s innen

Igy az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa:

y =Cj + C2 x + C8 «-* + ~ x* + ^ A

7. Az
y" + 4y = 3x cos x

differencialegyenlethez tartozo
Y" + 4Y = 0

homogen egyenlet megoldasa:

y = C, sin 2x + C2 cos 2x.

Az adott egyenlet iobb oldalan all6 x cos x fiiggve'ny es deriviltjai a kovetkez6
tagokat adjak (allando szorzoikat elhagyva):

;' x cos x, x sin x, cos x, sin x

Mivel ezek koziil egyik sem szerepel a homogen resz megoldasai kozott. eze>t a
pr6bafuggveny :

ya = A x cos x + B x sin x + C cos x + D sin x.

Ha ezt behelyettesitjiik az adott egyenletbe, kapjuk

3.A x cos x + 3J3 x sin x -)- (2B + 3C) cos x + (3D — 2A) sin x = 3x cos x,
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<£s ebbol

4 = 1, B = C = 0, £> = "-.
o

fgy a keresett altalanos megoldas:

2
y =C1sin2x + C2 cos 2x + x cos x + — sin x.

o

8. Oldjuk meg az
x2y" + 2xy' - 2y = 1 + x2

Euler-fele differencialegyenletet.
Alkalmazzuk az

helyettesitest. Ekkor

, _ dy dt _dy 1
y ~ dt Tx ~ dt x '

" - _ . _
y dt* x2 dt xz>

azaz
, dy

Ezeket behelyettesitve, lesz

Ez mar egy allando egytitthatojii linearis differencialegyenlet
Ennek az altalanos megoldasa:

Visszairva az eredeti valtozokat:

9. Egy mechanikai lengorendszer sajat lengeseit (onlengeseit) Ieir6 differencial-
egyenlet — ha feltessztik, hogy a sebesseggel aranyos csillapitas mukodik — :
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Itt m a tomeg, s a csillapitas tenyezoje, r a rug6alland6, y a nyugalmi helyzettol mert
kiteres (kilenges) es t az ido.

Ez a differencialegyenlet alland6 egyiitthatoju homogdn linearis. Karakterisztikus
egyenlete:

a.2 + - A + - = o,
m m

amely a kovetkezo megoldast adja:

A kovetkezo jelole"seket bevezetve:

a differencialegyenlet altalanos megoldasa:

v = e-CT' (>1

hoi ^4 es B az integralasi alland6k.

aperiodikus hatarhelyzet

1 e8"' + B e-e"t),

Aszerint, amint az o,. val6s, zerus
vagy komplex, harorn iellegzetes eset
adodik:

a) Aperiodikus mozgas. Ha

valos, azaz

-
m

akkor lenges nincsen. Az aperiodikus moz-
gas a (t = 0) kezdo idopontnak megfelelo
mozgasallapot szerint (maximum elerese
utan vagy an^lktil) aszimptotikusan meg-
szunik; espedig annal gyorsabban, minel
nagyobb az s alland6. Ez esetben a mozgas-
egyenlet hiperbolikus fiiggvenyekkel igy
irhat6:

y = sh <oc t + C2 ch coc t).

66. abra A mozgas lefolyasat a t = 0, y — 0,
illetve t = 0, y = y0 kezdeti feltetelek ese-

te>e, kiil6nb6z6 nagysagli csillapitas mellett a mellekelt gorbek szemleltetik (66. abra).
A gyakorlat szamara annak az esetnek van jelentosege, amelynel a mozgas t = 0

id6ben a kezd6pontb61 indul. Ez esetben:

y =
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A maximum a
, - ..

t = _- In -J-*
2 a>e cr — (oc

idopontban jon letre. A maximalis kite>es pedig, ha a t = 0 idopontban a sebessSg

\~\ v0, az & ) „ = / — jelolessel:

J'max — W,

A maximalis kitdr^s annal kisebb, es a ki-
t^ritett tomeg annal lasabban kozeledik a
nyugalmi helyzethez, minel nagyobb a csilla- _
pitas tenyezoje (s).

b) Csillapitott lenges. Ha

kepzetes, akkor

, , ,,, 67. abraes ezzel a megoldas:

V = e-"* (^4 sin coct + B cos oc <) = C e~°* sin (»,. ^ + g>).

A mozgas most az <ac korfrekvenciaval vegbemeno, csokkeno amplitudoju csillapitott
lenges. Az A es B, illetve C es <p allandok erteke itt is a t = 0 idonek megfelelci mozgas-
allapottol fiigg. A mozgast abrazolo gorbe az

hatargorbek altal hatarolt terijletsavon beliil halad (67. abra).
Ha a t = 0 idopontban y = 0, akkor az

y = C e""* sin oe t

ftiggveny maximumainak helyet a

sin a>c t = sin ip —
o? + o-2 «o

osszefiigg^s hatarozza meg, ahol a>0 = \ a rendszer csillapitatlan onlengesi frek-
|f m

venciajat jelenti.
A csillapitott lenges lengesi ideje:

m 4m2



234 rv. ALLANDC EGYCTTHATOJO LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

vagy bevezetve a cr = a a>n es Tn = — jeloleseket:

•*«
231

es
coc = CDO 1 — a2

E kepletekbol Iathat6an, ha az a (tehat a csillapitas) novekszik, a rendszer lengesi
ideje no, a csillapitott 6nleng6si frekvencia pedig csokken. Aza 1 esetben Tr —» oo
es eac -» 0, azaz a mozgas aperiodikussa valik (68. abra).

A csillapitott lengomozgasnal ket egymasutan ko-
vetkezo egy iranyii kiteres viszonya a kovetkezo m6don
hatarozhato meg:

Legyen tx idfiben az n-edik maximum yn, akkor a
tj + Tc idoben yn+a az (n + 2)-ik maximum, f rhat6:

= C e-"*' sin

es

cp)

= C e-<"K(«r. sin [o»e (t, + Tc) + <p].

Minthogy azonban rc a lengesi id6, ezert

sin (coc t-i + cp) = sin [toc (^ + Tc) + <p ],

es ezze)

68. dbra

Ezen arany logaritmusa az un. logaritmikus dekrementum:

A — T =
2m c

c) Aperiodikus hatdrallapot. Ez lenyegeben a ket elozo eset kozotti hatarhelyzet.
Ekkor

r s2
- = - — 5 , illetve coc = 0.
m 4 m2 c

A karakterisztikus egyenletnek egy ketszeres gyoke van:

A differencialegyenlet altalanos megolddsa tehat:

j; = er^ (A + B
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Az itt ad6do mozgas ugyancsak nem periodikus. Lefolyasa hasonlit a nagyobb
csillapitasoknal adod6 mozgasehoz, csak gyorsabban csokken 0-ra. Bizonyithato, hogy
e hatarhelyzetben, adott impulzus mellett a legnagyobb a (lenges nelkiili) kiteres es a
leggyorsabb a kiteres lecsokkenese. A rugos visszaterito erovel ellatott mutatos mfisze-
rekben eppen ezert kivanatos az aperiodikus hatarhelyzetet megvalositani vagy leg-
alabbis megkozeliteni.
10. Kenyszeritett (gerjesztett) lengesek. Szabadlengesekre kepes rendszerben
kenyszedtett lengeseket gerjeszteni ketfele modon lehet.

Az egyik mod az, hogy a tomegre kozvetleniil a

P = P0 sin coh t
gerjesztS ero hat.

A masik lehetoseg pedig az, hogy a rugo befogasi helyet mozgatjuk az

x = a0 sin a>k t
torvenyszeruseg szerint.

Az elso esetben a differencialegyenlet:

d2 y dy , _ .
-jji + s ~ + ry = P0 sin cok t,

a masik esetben pedig:

A ket eset matematikai szempontbol egyenerteku, csak az

helyettesites sztikseges ahhoz, hogy az egyik esetrol a masikra atterjiink.
A megoldand6 differencialegyenlet inhomogen linearis, allando egyiitthatokkal

es periodikus gerjesztessel. A differencialegyenlethez tartozo homogen egyenlet a
rendszer onlengeset hatarozza meg 0>0ni). Az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa:

y ~ yonl + J'kSnysz-

a) A csillapitas nelkiili dllapotban (s = 0) a megoldasok a kovetkezok:

Itt i»0 = / - , C e"s m pedig az integralasi allandok.
(; m

Az 7k6nysZ-re e§y partikularis megoldas lehet peldaul:

= A sin cok t + B cos a>k t.

Az A es B alland6kat a differencialegyenletbe valo behelyettesites titjdn hatarozhatjuk
meg. Ez uton adodik, hogy B = 0 es

r — m &i
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Az adott differencialegyenlet altalanos megoldasa tehat:
p

y = C sin (w0 t + q>) + r_°m6}2 sin ffl* *-

A le"trejovo mozgas tehat ket allandd amplitud6ju, de eltero frekvenciaju lengo-

mozgas eredoje. Az egyik frekvencia

.i\*\j ciiiiijj.ii,-n a rendszer onlengesi frekvenciaja,

a masike pedig azonos a gerjeszto periodikus er6 frek-
venciajaval. Ez a kenyszeritett lenges.

Az onlenges amplitudojat es fazisszoget a kezdeti fel-
tdtelek szabjak meg. A kenyszeritett lenges amplitud6ja a
fentiek szerint az egyenlet allandoibol meghatarozhato;
fazisszoge pedig (amikor s = 0 !) zerus. Csillapitadan al-
lapotban tehat a kenyszeritett lenges elmaradas nelkiil
koveti a gerjeszto erot.

Minthogy e csillapitatlan esetben az egyszer fel-
keltett onlenges is allandoan fennmarad, tehat a ket
lengomozgas eredoje: vagy interferencia, vagy modu-
lalt lenges.

A kenyszeritett lenges amplitudoja (^4) a gerjeszto
ero frekvenciajatol is fiigg. Ha bevezetjiik a

v =

Az

69. dbra

1

parameter!, akkor

P.
A =

l-v*

r — m a| m urk 1 —

— V tenyezo az tin. nagyitotenyezo (69. abra).

Az onlengeshez viszonyitva, igen kis gerjeszto frekvencia (<£>k <
keYiyszeritett lenges amplitudoja gyakorlatilag:

i — ; azaz A = «0.

®0) eset^n

m

Novekedo t>-vel V is novekszik. Ha a>h —» «0, azaz v -» 1, akkor V -» oo. Ezert
az <a& = <o0 esetben rezonancia all fenn.

v tovabbi novekedesevel a V es ezzel egytitt A elojele is megvaltozik, nagysaga
fokozatosan csokken es aszimptotikusan eltunik. (Ha i> -» oo, akkor A -* 0.)

Megjegyezziik, hogy az abrazolt diagram (69. abra) a kiilonbozo v = — ^rtekek-

hez tartozo stacionarius allapotok V amplitud6tenyezoit ttinteti fel. Idoben is valtozo
szaporasagu kenyszeritett lengesekre a diagram nem vonatkozik. A differencialegyen-
let, illetve annak felirt megoldasa ugyanis csak stacionarius mozgasi allapotokat jelle-
mez, a kenyszeritett lenges begerjedesi folyamatara felvilagositast tehat szinten nem ad.
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A diagram azt is mutatja, hogy rezonancianal (a)k — oc) a kenyszeritett lenges
kiterese vegtelen nagy. A valosagban ez nem kovetkezik be azonnal, hanem csak bizo-
nyos begerjedesi ido utan, amely azonban a fenti egyenletekbol nem szamithat6 ki.

b) Csillapitas jelenleteben (amikor s -j^ 0), a fenti differencialegyenletek megoldasa
csak abban ter el, hogy az onlenges hosszabb vagy rovidebb ido utan lecsillapodik,
az alland6an fennmarad6 kenyszeritett lenges pedig a gerjeszto erohoz kepest egy meg-
hatarozott fazisszoggel elmarad. Eszerint:

y5n, = C e-"1 sin (toc t + q>),

ahol

or =
2m

es
4.m2 '

C es 93 pedig az integralasi allandok.
A kenyszeritett lengesre itt celsze-

rubb, ha a kovetkezo alaku probaftigg-
vennyel kiserleteziink :

ahol a K es 17 allandok a differencial-
egyenletbe val6 visszahelyettesites litjan
adodnak:

<x-0

70. dbra
SO),.

tg 7J = —; .
r — ma/l

Az r != m e>ij osszefuggesnek es az ape-
riodikus hatarhelyzetet jellemzo

= 2

csillapitasi t^nyezonek a figyelembeve-

televel, valamint a t> = — es az a = —

= — parameterek bevezetesevel:

1

Itt a
'o Y(l — t>2)2 + 4 a2 i>2

F = —

es tg77 =

1

(1, 70. es 71. abrat).

tenyezot ismet nagyit6tenyezonek' nevezziik.
i»-nek mindena = allandohoz tartozo gorbeje egy maximumig emelkedik. Ennek

helye:
v = 1/T- 2 a?,
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azaz

m 2 m a *

A maximum erteke:

''max 7 I/ 4 m r _ s 2 '

Ez az Dsszefiigges minden zerust61 ktilonbozo a erteknel veges Vmax-ot, tehat
viges amplitudot ad. (Ha a, —» 0, Fmax —» 09.)

A Vm!ix-hoz tartoz6 fazisszog tangense:

4m r - 2 s2

Ebbol kiadodik az is, hogy csillapitatlan lengesnel:

71
a. —> 0, tg 77 —» oo, TJ —> -y .

Ha egy bizonyos a, illetve s ertekhez kiszamitjuk a rendszer csillapitott onlen-
si frekvenciajat, akkor irhato:

Az 6sszehasonlitasb6l megallapithato, hogy a maximalis kilengest ad6 k^nyszeri-
tett frekvencia [oft Jvmax csillapitas eseten nem esik ossze a csillapitott rendszer G>C

onlengesi frekvenciajaval, hanem annal kisebb:

KJ'ft JVmax <a>e

73. 4bra

Az egyensuly feltetele:

Emiatt csillapitas jelenleteben tulajdonk^ppeni rezo-
nanciarol mar nem is lehet szo. Kis csillapitasoknal
azonban a ket frekvenciaertek nagyon kozel esik egy-
mashoz.

Megjegyezztik meg, hogy a V tenyezo v > 1 eset-
ben a zerust annal jobban megkozeliti, minel nagyobb
a v; mas szoval nagyon gyors gerjesztesnel a tomeg
gyakorlatilag nyugalomban marad. Az 17 fazisszog pedig
novekvo i>-vel annal gyorsabban kozeliti meg a n erte-
ket, minel kisebb a csillapitas.
1 1. Vastag falu cso falaban keletkezo fesziiltsegek
belso tulnyomas eseten (72. abra):

d<p
'(crr + d crr) (x + dx) d <p — crr x d cp — 2 <rt sin -£- dx = 0.

2i
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kozelftessel ez igy irhato:
d(trr x)

dx

A feszultsegek kifejezhetok a Hooke-torveny alapjan a fajlagos megnyulasok ds
az E rugalmassagi modulusz segitsegevel,

Az x sugar megnyulik u-val, igy az erintoiranyu fajlagos nyulas:

e, =
2sr (x + u) — 2n x _ u

2jr x x

Az eredetileg dx hosszusagu el megnyulik rfzz-val, igy a sugariranyti fajlagos
nyulas:

da

Az erinto iranyaban ebredo cr( feszultsdg =?-vel nyiijtja az elet, <rt pedig —v.-vel
h m t,

rovidlti itt — az tin. Poisson-fele szam .

is hasonloan

crr

m

igy a fesziiltsegek
Em

= ^—T (m e>

vagy mas alakban

Em
cr, = m2 _ 1 (e, + m sr),

E m i u dm
m -' + j~ »rrp — 1 |'" x ' dx

Em

Fm
Visszahelyettesitve ezeket az egyensulyi egyenletbe, es -^ y-gyel egyszerusitve:

du
j- \u + m m —h -r- = 0.x dx]
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A differencialast elvegezve, es m-mel egyszerusitve:

„ d2a . da

Ez egy Euler-fele homogen linearis differencialegyenlet. Ennek az altalanos
megoldasa:

Az integralasi allandokat a kovetkezokeppen hatarozzuk meg:
A belso hengerpalaston, ha x = r, crr = — p (azert negativ, mert osszenyomas !).
A kiilso hengerpalaston, ha x = R, (rr = 0. .
Mivel pedig

u B

dx
azert

(T, =
Em

m*~^l
A(m+ 1) - -5 (m - 1) ,

vagy rovidebb Irasmdddal, ha

mE
rn~^l

= A, es B —- = B

akkor

Igy ha x = r, akkor

es ha x = R, akkor

Ezekbol

Ezzel egyrdszt

cr, =
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tr, =
pr*

1 + x *
masreszt

a —
pr*

\(m- (m +

A fesztiltsegek kifejezeseibol lathato, hogy mindket fofesziiltse'g legnagyobb
abszoiut erteku a cso belso palastjan (x = r).

A Mohr— Guest-fele elmelet szerint a megengedheto fesziiltseg pi. folytvas
csoveknel:

pr*
r2

Innen pedig
R
r a- — 2p

valasztand6, ahol a- jelenti a megengedheto htizo fesziiltseget, p a folyadgknyomast.

Feladatok

a) Gyakorlo
feladatok

3. y
5. y" — 4y' + ly = 14.

7. y" + 9y = x2.
8. y" — 10y' + 25y = 25 x2 + 5x + 17.
9. y" — y' — 2y = 3 e2*.

11. j

1. y"' - 2y" - y' + 2y = ch 2x.

2. 4y" - 4y' + lly == 3 x2.

c e~x. 4. y" - 67' + 13y = 39.
6. y'

y" — 2y'+y = 6e*.

13. y" + Qy' + I3y = 30 sin x.

15. y" — 5y' + Qy = 2x e*.

17. y" — 6y' + 9y = 3 x2 e3*.

19. y" + 2y' + 5y = x e'x cos 2x.

21. yW + 2y" + y = x5 + 20 x3 + 120x.

10. y" + 9y = 9 e3".
12. y" - 9y = 6 cos 3x.

4 " 4- = 4sin-

16. y" + 2y' + 5y = x sin x.
•"• y

18. 36y" + 24y' + 13y = e- sin ̂ '

20. y'" + y" + 4y' + 4y = 10 e*.

24. ' y<«> - 8y'" + 16y" = 2x - 1.

Zo* =• X^ ̂  — «5JC J/ ~f~ oj/ = X *

28. x2y" — 2xy' + 2y = x3.

23. y'" - 2y" + Qy' = 3.

25. — y = sh X.

27. x2y" + 3xy' + 5y = 2 cos In x.

29. x2y" + 7xy' + 13y = x In x.
] 6 KSzonsSges differencial egyenletek — 44 231/VII.
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30. xV + x/+ 4y = In2 x. ' 31. x*y'" + 3 x-y" + xy' = x2.

"32. x*y'" + 2x*y" + xy' - y = - . ;

1 4*3

33. XV" + 3 x2/' - 3X/ = -^- . 34. x2/' - 6j; = 3 x3.

35. x2/' - x/ + j; = x In2 x. 36. x2/' + 4xy' + 2y = - cos x.

37. xV + 4x/+ 2y = j/l^oc2. 38. x2/ '+ xy'-> = V^"-"T. .

39. 2 xV' + 3x/ - 3y = _ _ . 40. 4 x2 y" - 2xy' + 2y = ~fx.
1. I A ^_

6; Fizikai I 1. Egy tomegpont mozgasat a kovetkezo differencial-
feladatok _ | Cgyenlet hatarozza meg:

Hatarozzuk meg a lengesidot. Mennyi ido alatt csokken az amplitud6 a kezdeti drteknek
a felere?

2. Egy rug6ra erositett egysegnyi tomegfi test masodpercenkenti rezgesszama 250.
A kezdeti amplitud6 2 sec alatt a felere csokkeh. Felte'telezve azt, hogy a csillapitasboi'
eredo ero a sebesseggel aranyos, hatarozzuk meg a mozgas differencialegyenletet.

3. Egy inga egy / hossziisagu, egyik vege'n felfiiggesztett, ^Iland6 keresztmetszetu
homogen nidb6l all. Elhanyagolva a csillapitast, hatarozzuk meg a lengesidot kis ki-
lengesek ese'ten.

4. Egy R sugarii, m tomegti, vizszintes helyzetu tarcsa fel van ekelve egy fiiggoleges
helyzetu rogzitett tengelyre. Ha a tarcsat a ftiggoleges tengely kortil tp szoggel elforgat-
iuk, a tengelyben

M = k<f>

csavaro nyomatek ebred. Ha a tarcsat elengedjijk, a tengely — rugalmassaga folytan —
torziolengeseket fog v£gezni. Tegyiik fel, hogy a masodpercenkenti lengesszdm : n.

v Hatarozzuk meg a k aranyossagi tenyezot.

5. Egy m tomegpont egy az origon keresztiilmeho egyenes menten mozog tigy,
hogy az origot6l mert tavolsag c-szereseveLegyenlo nagysagii, es az origo fele iranyul6
ero hat ra, s a csillapit6 ero a sebesseg fr^lzerese. Hatarozzuk meg azt az m erteket,
amelynel a mozgas aperiodikus lesz.

6. Egy 21 hosszusagii, allando keresztmetszetu, vizszintes rud a ket vegen meg van
tamasztva. A kozepen P ftiggoleges ero terheli. Tegyiik fel, hogy a rud tomege elhanya-
golhat6 a P erohoz kepest. A P ero hatasara a rud lehajlik. Sziintessiik meg a P terhel^st,.
akkor a rud transzverzalis rezgeseket fog vegezni. Mekkora a masodpercenkenti rezges-
szam.

7. Az L 6nindukci6-tenyezoju tekercsben eloall6 fesziiltsegeses L-r, az R
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1

ohmikus ellenallasban R i es a C kapacitasu kondenzatorban ^ i dt , ahol i az iram-

0

erosseg pillanatnyi erteke. Kapcsoljuk sorba az L onindukcioju tekercset, az R ohmikus
ellenallast e"s a C kapacitasu kondenzatort." Kapcsoljuk le az aramkorbe beiktatott kiilso
elektromotoros erot es hatarozzuk meg a rezgokor frekvenciajat. Mi a feltetele annak,
hogy rezgesek jojjenek Idtre?
8. Egy gerenda az x tengely menten a (0, 0) es az (I, 0) pontok kozott helyezkedik el.
Kihajlasa az x abszcisszaju pontban egyenlo y-nal, amely kielegiti az

differencialegyenletet, aholf(x) a terhel^s, a pedig egy a gerenda anyagatol es a kereszt-
metszettol fiiggo allando. Hatarozzuk meg a gerenda alakjat, ha/(jc) = 1, es a gerenda
vegei be vannak fogva.
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c) Diffcrcncial-
egyenletek
jelentos£ge es
szarmaztatasa

3. y" = 0.

5. x + yy' = 0.

MEGOLDASOK

BEVEZETfiS
1. y' == 2x.

2. y' = 2'~.
x

4.

6.

73. dbra

= 0.

x+yy' x — yy'

9. xy'=.

11. y"-!

13. y'2 + :

= 0.

8.

10. y"+y = 0.

12. y'" (1 + y'2)

y>-I = *. 14.

Ebbol a differencialegyenletbol kiolvashat6 az, hogy az adott parabolasereg —

szubtangense egyenlo az erintesi pont abszcisszajanak ketszeresevel (73. abra).
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15. yz + y2 y'2 = R2, Az y = + R fiiggvenyek a differencialegyenkt szingularis
megoldasai (az adott korsereg burkolo egyenesei; 74. abra).

n
1

'2V/,
=+R. Ez a diffe-

—

rencialegyenlet azt a nyilvanvalo
tenyt fejezi ki, hogy az adott gor- ~
besereg osszes gorbeinek gorbii- '
kti sugara mindeniitt allandd:

17. I/' 3) =
vagy 3y"y'4) — 5y'"2 = 0.

18. (y"~») =0 vagy -
19. A korsereg egyenlete:

(x - C)2 + (y - C)2 = (9 - C)2 + C2. (75. dbra).
A keresett differencialegyenlet pedig:

y' [(y ~ q)2 + x (2y - x)] + (x - q)z + y (2x - y) = 0.

20. A korsereg egyenlete:

A keresett differencialegyenlet:

y" (x - y) - 1 - y' - y'* - y'* = 0.

21. .A korsereg egyenlete:

(x - C)2 + y2 = (a - C)2 sin2a
(76. abra).

A keresett differencialegyenlet:

y'2 y2 cos2 a + 2yy' (a - x) sin2 a +

+ y2 - sin2 a (a - x)* = 0.

„, ,, 22. Az7<5. abra

egyenletbol:

Q =* +

W C2) = 0

R
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4s fgy a keresett differencialegyenlet:

76. dbra

y —

23. A gorbesereg egyenlete:

C - ?

77. dbra

A keresett differencialegyenlet

+ y'
= <).

A keresett differencialegyenlet:

2y" (y - x) - y'* + 2y' = 0.

24. A gorbesereg egyenlete:

y = C x (x - a)
(77. abra)

A keresett differencialegyenlet:

y' x (x — a) - y (2x - a) = 0.
. . oW^ t

25. A gorbesereg egyenlete:

2y>'y'" - 2y"* = 0.
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26. x yy" + xy^ - yy' = 0.

27. y" + 2xy' + (KZ + a2) y = 0.

28. A 78. abrabol:

j = r cos (a — go) = e0*1 cos (a — 95).

Ebbol a keresett differencialegyerilet:

29. y [(1 +>'2) arc tgy' - y' ] = x, 30. y (1 + y'*) = 2a.
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L ELSdRENDtf, AZ ISMERETLEN FttGGVENY DERIVALTJABAN
ELSOFOKl? KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Szetvalaszthato valtozoju differencialegyenletck

a) Gyakorld I 1. Ha x -^ - I es y -^ 2, akkor y - 2 = C (x + 1);
feladatok | y = 2 kO2ons<sges (regularis) megoldas.

1 '
2. Ha x ̂  — - 6s y =£ 0, akkor yz = C (2x + I)3; y = 0 kozonseges (regularis)£
megoldas.

3. Ha x ̂  - 2 is \ \ 1, akkor y2 - 1 = C (x + 2)2; ^ = ± I kozonseges
(regularis) megoldasok. /

4. Ha |y 9& 1, akkor (y2 — 1) (x2 + 6) = C; j; = + 1 kozonseges (regularis)
megoldasok.

5. Ha x ̂  0 €s y ̂  0, akkor In x y | + y = C ; j > = 0 kozons^ges (regularis)
megoldas.

6* Ha I y \ 1, akkor (1 — /) = C (1 + x2); y = ± 1 kozonseges (regularis)
megoldasok.

£
7. Ha x ̂  0 6s y ̂  1, akkor y — -_ ; y = I kozonseges (regularis) meg-

x -f- C
oldas.

3 * 3
8. Ha x ̂  0, j; ̂  0 6s y =£ - --, akkor x (2y + 3) = C y; y = 0 es y = - ^

kozonseges (reguldris) megoldasok.

9. Hzx=£0tx^2esy=£- 1, akkor x (x - 2) = C (y + l);y= -1 kozonse-
ges (regularis) megoldas.. *

10. x + y = C(l — xy).

11. Ha x | 56 1 & | y \ 1, akkor x + y = C (I + xy)} y = ± 1 kozonseges
(regularis) megoldasok.

12. Ha 1 x < \a , akkor x = a sin (y -f C).

7E
13. H a < p ^ £ - + /C3r (ahol k tetszSleges egesz szam) Is r -^ 0, akkor r cos 93 = Cj

2t

r = 0 kozonseges (regularis) .megoldas.
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14. r = C cos2». 15. r2 + - — = C.
cos <p

16. H a | r | < | a | , akkor r2 = a2 sin (2x + C).

17. Ha | r | > | a |, akkor r = ° .
1 1 1 c o s (qs+C)

18. e->'=e-x + C. 19. e2* -f- e2* = C.

20. Ha x ̂  0, x ̂  1 es y 9*: — 1, akkor xy = C (x — 1) (y + 1); y = — I
kozonseges (regularis) megoldas.

21. Ha x =£ 0 es | y | ̂  1, akkor 1 + y = C x2 (1 — y);y = 1 kozonseges (regula-
ris) megoldas.

22. Ha y ̂  I, akkor x3 + 3y + 6 In \ - y \ C.

23. Ha y^=. 0, e^ = 1 + C e~x; y =- 0 kozonseges (regularis) megoldas.

24. Ha x^£0 es y^£ — + A;jr (A eg£sz szam), akkor ex" = C x cos y$.

y = ^- + k n kozonseges (regularis) megoldasok.

25. Ha x-£ 0 es x^-1, akkor y2 4-1 = -^r .

26. Ha | x | > 1 es \ \ 1, akkor fx2^! + K>^ry= C;y = ± 1 szingula-
ris megoldasok.

27. Ha | x | < 1, akkor y = tg (C + Arc sin x) = 9
1 — x2 — C, x

28. Ha |y | ̂  1, akkor y = - - ̂  — p: ;" y — + 1 kozonseges (regularis>
C/ COS X ~T~ -I

megoldasok.

29. Ha x ̂  0 & | x [ ̂  1, akkor j; =

30. Ha x ̂  0, akkor x2 + y2 = In [C x2 (1 + y2) ].

31. y + 6 = C (x2 + a2 + x/x^+o2).
1

32. Ha x ̂  0, akkor y + a 'In (y2 + a2) = C + x
x

33. y* -f y2 = x4 + x2 + C. 34.
35. y = Ce*<sinln*+a>.

36. y = ± 1; y = th (x + Q; y = cth (x + C).
,_ C-ie6"
37. v = -=——=— .
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38.

39.

y — ha
[ tg (a In C x), ha -ft ^= —

, , ̂= 0; y = sgn (x + Q

(A 79. abran pi. vastag vonallal berajzolt
gorbe is integralgorbe!)

40. Ha

dbra

< 1 es | y | < 1, akkor
arc sin y = ± arc sin x + C (vagy mas-
kepp irva: y f 1 - xa + x If I - y2 = C);
ha |x| >1 es |y |>l , akkor y +
+ 1/y2 - 1 = C (x + y*2 — l);megfelelo
atalakitasok utan mind az | x | < 1, | y | < 1,
mind az | x > 1, \y\>l esetben kapott
altalanos megoldas igy is irhato: x2 +
-f 2C xy + y2 = 1 — C2. Ez pedig egy
ktipszeletekbol all6 gorbesereg: mind-
egyiknek az orig6 a kozeppontja,y = ± x
a f6tengelyek, | C | < 1 eseten ellipszisek,
| C | > 1 eseten hiperbolak. y = ± I, a
gorbesereg burkol6 egyenesei: szingularis
megoldasok. Ha y-t tekintjuk fuggetlen
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valtoz6nak es x-et ismeretlen fuggvenynek, akkor x = + 1 szinten szingularis megol-
•dasok (80. abra).
41. Ha |x |<l , \y\<\, akkor arc siny + y fl — y2 = C+ arcsinx±

-± x 1/T^Tx2; ha \x\>l, iy \ 1, akkor y fy2 - 1 - In |y + Vy2 - 11 = C,±

_ + [x /jc^Tf - In [ x + fx^T|].

42. y = ln( l+Ce- x ) .
1 — Cx2

43. Ha |y1 -^ I, akkor y = -^ ; y = —1 kozonseges (regularis) megoldas.
1 -J-

44. y = eCx. 45. y =
46. y = eC(x'~1h

47. |x |< 1, |y| >1 eseteny = ± 1; x VJ^T + /1 - x2 = Cy.
i_

48. textgy=C. 49. v = Cxe *.

50. cos x cosy = C. 51. —„— = C — -5- In sin x.
cos2j> 3

52. Ha y 9^ 0, | x < 1, akkor y = C e 1̂-*'; y = 0 kozonseges (regularis)

53. 3y +y3 - 9 In | x | = C.

54. Ha y \ 1, akkor In | x + ]/l + x2 = arc siny; y = + 1 szingularis
megoldasok.

55. Ha |*| <1, akkor [/ i±-^ = C (y + KH-T2) ; ha |X|>1, akkor

56. Ha y ̂  k n (k egesz szam), akkor e~x = In C tg £ ; y = ft sr (* ege"sz szam)
* £

Scozonseges (regularis) megoldasok.

57. Ha |y | < 1, akkor __^ — = ; y = ^ 1 szingularis megoldasok.
/ I — 2 1 — U X

58. Ha x 96 0, y 9& 0, akkor Cx = ye* y ; y = 0 kozonseges (regularis) meg-
•oldas.

59.
]frz xz _ J

•60. Ha x 9& 0, y 9^ 1, akkor y = L- — - ; y = ± 1 kozonseges (regularis)
xx X '

megoldasok.

41. 3/ = arctg + C. 62.
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63. Ha y 9^ 1, akkor y = 1 ; y = 1 kozonseges (regularis) meg-

oldas.

64. Ha y ̂  0, x ̂  — ̂ , akkor C e~"? = ^2x + 1; y = 0 kozonseges (regularis.

megoldas.

65. Ha y =£ — ~ , akkor (1 + x2) (1 + 2y) = C- y = — ̂  kozonseges (regula-

ris) megoldas.

66. Ha x ?t — 1, akkor j; = — x + In C (x + I)2.

67. Ha y ̂  0, akkor x = "̂ - + lnC]}>; y = 0 kozonseges (regularis) megoldas,

68. y = C j^l + e2x.

69. Ha x :£ 0, akkor x2 (1 + j;2) = C.

70. Ha x r£ 0, akkor (1 + x2) (1 + y2) = C x2.

71, ^__ __ i_ 72. ' ^ _|- y • — i/2a2C "'»'- ~ »" ~ .»«

73. Ha y ̂  0, akkor ̂  = C cm ; j> = 0 kozonseges (regularis) megoldas.

74. Ha | j> | > ] m I, akkor ar ch — = + ---- ; y = m szingularis megoldas^
m m

75. y = x; 2 (x3 - y1) + 3 (x2 - y2) + 5 = 0.
76. y = 1.

77. / - 1 = 2 In (e* + 1) - 2 In (e + I).

78. Vl -x 2 + Vr^2 = 1. 79. j; = (x + I)2.
80. y = 1.

b) Geometriai 1 1 - y = C x2.
feladatok
- - 1 2. / = Cx.
3. y2 + 2x2 = C. 4. ^-X2 = G.
5. x2+^2 = C2. 6. xj; = 2.

±»-g
7. / = 7 - 2x; /c = 1. 8. y = e * .
9. / - x2 = 5. 10. j; (x + 1) = 4.

11. > = x3. 12. x2 + / = C, xy = C.
13. (x - C)2 + f = A2; j; == ± ft. 14. x" y" = C.

15. r = Ce°. 16-
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37. r2 = Csin2<p.

19. r (<p + C) + 2k = 0.

18.

20. r = k sin (<p + C); r = k.

"2k
--=-, r=2*.

23. y2 = C x; x2 = Cy.

oc ,. f> fa «Vi ' _25. y-^ch-^p-.

22-

24. Gomb vagy korhenger.

<c) Fizikai feladatok j 1, Q = Q0 «"*'•

2. r = rn — fa. 3. 40 perc mulva.

4-
«.
8.

10.
11-

15.

17.

18.

19.

20.

22.

24;

25.

27.

^2-f tTi(arcthrro-
14 perc.

15,1 sec.

T == 591,9 - 187,6 In
2 945 000 cal.

as
c — +

r

T
arc ctg -=- . 5.

••o
7.

9.

r; 1 833 000 cal.
12.

14.

x = 0,7 f- t • 7, ahol T < 0. 16.

T = 7"0 + C e m, ahol C integralasi allai

*/ P + IV -

6,58 nap.

5,6 perc.

r = ' ~ x ; 691 200 caL
O

/c = 0,00053 cal/cm sec C°.

2jr x £

9Tr If n r (T T }6n K a r j ^i j 0;

/c + a r2 In -2

IQO CS CX F=

p^(* + .r.lnl;

0,00136-szorosa az eredeti fenymennyisegnek.

P 1 1 1
In - = 5343

* u0 r
1,38 ora.

21.

23.

r = r0 + fe s.

0,4 kg.

a • th (b t + c), ahol a, b is c allandok.

i = x + C.

p = 1,033 e-*ft kg/cm2.

26.

28.

Forgasi hiperboloid vagy sik.

r = C e* vagy r = C e"*.
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29. P = Poe kr ' ah°l PO a levego nyomasa a Fold felszinen es k a p =
osszeftiggesben is szereplo allando.

pfe)2 a
30. P = P + e

31. P = Po «" *' i ahol p0 a tengelyre illeszkedo pontban a nyomas.

33. F = k ]/h.

34. Az credo eronek a vizszintessel bezart szoge: a. tg a = -, = -^—g-— • Inne/»

- .
35. Gomb, melynek a kozeppontjaban van a fenyforrds, yagy pedig az f- = a sin 2(p
gorbenek egy az orig6ra illesz'kedo egyenes koriili megforgatasaval szarmaztatott
felulet.

d) Vcgyes I 1. 23-5«^ 11,3-szorosa.
feladatok

• - ' 2. 96 gramm.

3. 16,7 kg. 4. 4 6ra 25 perc mtilva.

5. 2,08 kg. 6. 99,5%.

7. 0,18%. 8. 65,2 perc.

2. §. Szetvalaszthato valtozojiira visszavezetheto differencialegyenletek

a; G;
fel

1.

3.

5.

7.

yakorld | a) y' =f(ax + by + c).

y /"* «>2x i ,1 lA* «-r. To lA^/v _L r*\l— \* v • &• y • — o r « IB L* r " v* T u/ J >
y — x + I » 4:

a . i ^ - y - a i , ^ . » • * + ^ ,lr '
2 j x — y ,+ a i ^ 2

v2 pin 11 V3 t f1 li ir v

tg x~y = i _ 2 a ^ = - x + tg (x + c>.
9_ x __ . _ y .

10. . 2 l/iT— 2jc + 4 In ! l/y — 2x - 2 I = .
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\y Ifl) Homogen (fokszdma) differencidlegyenletek: y' = / —
I x |

^1* In j/x2 + j'2 = arc tg -- •+- C; vagy ugyanez polarkoordinatakban: r = C &>+.
x

2. 1 + 2Cy— C2 x2 = 0 (81. abra).

3. (x + y)2 (2x + y)* = C.

4. / = — x 2 l n | C x l .

5. y2 = x2 -f C x (82. abra).

6. xe1x =

11. x (x - 3y)2 = C.

19. l n | x y j - f a r c t g ' =C.

82. abra
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26.

•
1 ,

1
1
1

1
1
1
1 j
1 *
1

•
W^L

///••''"*
""!// /'''

? X •'

0 •'' ,.' \
• ' \ /
,' •>

X
22. y sift - =

y

23. ln\x\

24. -21 y3 — x

25. y2 _j_ X2 g

•\/) «' — /yj y — /

3. 4x — 8y =
N

e. In rj. Ill : A

V — 1
Ji ' 4-

c = r . 27. x 2 + y 2 - C ( x + y).
/ ,

\ / * 28. y (y + 3x)5 = C x3.

' //°'

• \ /// ' 30. x2 = C2 - 2C y.

31 In ! C v ] —

33. (x2 -4~ xv ~f~ v2)*~° = C (x -
^ t(X + C) y

"~C 34. ex (x - y)2 = C x.
Jt _ .y

35. y3 = C x" e" *.

= 4xy - 2 x2.
^^. d6ra

37. tg — = In i — .
X 1 X

C. '
38. y = x arc sin (C x).

.v
e~ * = C. * •

39. e" + In x = C.
3 = 0x5.

>. 40 2 — C x- -4- ^
"* = C. ' ~ C*

a x + by + c 1

I)2 (y + x'— I)5 = C. 2. x + 2y + In : 2x + y

= In I 4x + 8y + 5 i + C. 4. x + 5y + 2 = C (x -

'-2 i Ks
1 ' Iri ' [^ 3 1 In

1 2 • ' x — 1 l/^ v — 2
X — 1

[ [ y 1 i

In i ' — f7 — Y.
x • 2 : y + 2x - 1 i

(x - y + 1) (* + y + 2)2 = C. 8. (x + y - I)3 = C(x - y + I)2.



1. 2. §. SZETVA.LASZTHATO VALTOZOJtJRA VISSZAVEZETHET^ DiFF.-BG tfENUETEK 257

9.

10.

11.

12.

13.

14.

(x - 2y + II)2 = C (2x + y + 2).

(x - 3y + ll)* (x + y + 3)3 = C.

(x + 2y- 10)5 (x - y + II)3 = O.

(x - 2y)2 + 6x - lOy = C.

(a + 1) (y - x) + 2b In (a + 1) (y -f a x) + 6 (a - 1) ~* C.

v — 4*— 1 =Cx»(y — x - 1).

15. In i y + a + 2 arc tg

16.

17.

18.

19.

20.

(x - y)2 + 3x + V + g In

x-y + ln ((x + y)» + (jc

(y-x-1) (y-f x-3)2

x + 2y + ln x + y — 2i =

(x + y + 2)3 = C (x - y).

= C.

2x - 2y + 1 = C.

-i-->*

y * «/-C«

o'&ro 5. dlra

-r3 = C (85.

d) Homogeh ,,dimenzi6jti." differencidlegyenletek

1. xy2 = In x + C. 2.

3. i/ (x — C) = x3 (86. abra). 4.

5. xay (I + xy) = C. 6. y3 = x2 (C — In I x |).

C 1
7. 3y2 = 2ax + -5- 8. y= tgln|Cx|.

17 Kbzonseges differencial egyenletek— 4423J/VH.
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-1 -I '0

V i n

y(x-C)-*'

6. dbrf

9.

10.

11.

12.
3

13. . x*y — x = C y.

14. y?y — 2\n\y + C.

15. x8 = 3 xy + C.

In C x = arc tg - -

= x2 (2x + C).

1

Vegyes
feladatok

1. x2 = — 2 Cy + C2. Tehat a keresett gorbft parabo-
lak, melyeknek kozos gydjt6pontja az orig6, tengeiye az
y tengely (87. abra).

2.

3.

(88. abra).

; xy = C.

5. v = x YC — 2 In x (89.

6. j /=y0+y

InlCrl

87. dbra 88. dbra
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7. A megoldandd differencialegyenlet:

- x + c Kx2 + y*

259

ahol c = - = sin ̂ 3 : sin Y > I- Az altalanos megoldas polarkoordinatakban

r =
1 — c • cos (p *

$9. dbro 90. dbra

Ez pedig egy olyan hiperbola egyenlete,' melynek 0 az egyik fokusza is c a numerikus
excentricitasa. p az integralasi allando (90. a bra).

3. §. Elsoreaiu linearis es erre visszav ezetheto differencialegyenletek

aj Gyakorld
feladatok a) Linear is differencidlegyenletek

X*

2.
i

y = (x + 1)* + C (x + y=Cx° +

4.

6.

8.

10.

12.

14.

16.

18.

y =ax+Cx |fl -x*.

V = sin x + C cos x.

y = x"(ex + C).

V = x e~* + C e~x.

y = C x e* 4- x2.

- ° X L
x 2 4

, = cKx2TT+x.
w I/ . ...,_, -— /7 _i_ ir/* CIM

5.
7.
9.

11.

13.

15.

17.

1 — a a'

V = a x + C yf+~x*~.
V = sin x — 1 + C e~sm *.

y = C (1 + x) +

— xa = C -J- arc sin x.

x .

17*



260

19.

21.

22.

23.

25.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

37.

38.

39.

40.

42.

44.

45.

46.

47.

48.

MEGOLDASOK

y(x+ = C + x2 + x 1/T+T2 - In (x + fl +~x2).

~
In

_ C + lnx 1
' ~ x ~ + 2

24. y =

>=Yxz -I [C + ln (x+ fx2 - l)] - x.

' = C fl -~x2 - x + x8.

/ x 2 +x+l
+ 2x - 3.

(1 + x2) y = C - In cos x

y ] / l - x =
_ C

V — f— :z=

27.

29. y Yl-x = C + x".

C + sin x cos x
1 —

X2

v = (C + x) cos x.

C 1
"~ ST2x + «rf7'

v = (C + e*) sin x.

33.

35.

__ , __ _
Y — n •

X2 X

v = C cos x — 2 cos2 x.

y = C e-sin * + sin x — 1.

y — C ex— x— J — ? (sin x + cos x).

C + 2x + sin 2x
cos 2x

V = C e-

y = Ccosx

(x2 - x) + 4- 2 ch x - sh x.
i 4

1
cos2 x

t g x j . 41. ychx = C + es* + 3e*.

_ C + In sin x 1
V ~~ cos3 x 2 cos x '

y tg x = C + In sin* x + cos 2x.

V sin x = C — cos 4x — cos 2x + - In tg5

=C + In ! tg ^cosx-icos3x.

v = ]/\ _ (C + In 1/V- x2) + Arc sin x.
1
x

49.
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50.

52.

54.
56.
58.

60.

62.

64.

66.

68.

70.

72.

73.

74.

75.

77.

78.

80.

1.

3.

5.

7.

- y3 I C1- .A. ~~j~~ \^»

X = / (j? + C).

x2 y ex = ex + C.

(x>> — 1) sin x = C.

5cy2 = 3y + C.

xCP 2 - l )= r + C.

j> = 2 e-sin * + sin x — 1.

y = C e~x + x e~x.

51.
53.

= e* (x + C).

f = y3 + C.

55. x* = C.

57.
59.
61.

63.

65.

67.

+ a = C sin2 x.

COS V

69. y = x+| / l -x 2 .

71. v = ,

1
= Ce*x - r? x sin x - — sin x - - x cos x - m cos x.

e*.

y = C e~3x — e"1*31 cos x.

= C to_L v s -— 24- 5- —
^ 4 16 X + 32 X ̂  128 '

^ = C e^ + x2 e531. " 79. y =

y = C e* + 2x ex cos x 4- x2 ex sin x — 2 ex sin x.

') Bernoulli-fele differencidlegyenletek

76. y = C e2x + e2x (sin x + cos x).

5

1

/T+l

c ex',

2. x^ fa In2 x -L C ] + 2 = 0.

1

y =
COS X

sin x + C •

6.

8.

Cf 1 - x2 - a
1
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9.

11.

15.

17.

19.
21.
23.
25.

27.

29.

1.

3.

4.
5.
6.
7.

bj

3.

MEGOLDASOK

y = (C x2 + l)a.

X

y C-x2'

X2

y- yc^-
i

yCx2 + 2x

y3 (x3 + C) + 3 x2 = 0.

y = (C e* + x + I)"2.
x = y (1 + C e*).
7 / = X (y7 + C).

x = j>(lnx + C).

x2 - 1 = y (3 x + C).

•yj Jacobi-fele differencidlegyenletek

x -f 2j> + a x (x + y) = C (x + y)2.

x _ y + i + xy + _^ ,2 = c (1 + ̂

V U + y) = 1 + x + y + C (x + y)2.
y + 2 = C (x - 1).
(2x - 3y + 1) (x + y + 1) = C (x 4
(x -f y + I)2 = C (x2 + / + 1).

Vegyes |
fcladatok | 1. y = C x2.

V = x + C x3 (91. abra).

10. ya = xs + C x + 1.

1" y '

11 y '

16. y x2 — (C jAx~+T)2-

i

18 y — C I 2slnx 2
r cos2 x ' cos2 x

20. y2 (x + 1) = C + x3 - x*.
22. x2 + xy = Cy.
24. xy (In y + C) + 1 = 0.
26. x = yz (x2 + C).

1
28. — x (C + tg y).

cos y

30. (1 + C x + In x) y = 1.

2. x - 1 = C (y - U.

,̂

-,-»

2. .y -.-!*.'

4. y = - (92. abra).
x

5. y = C x" (93: abra).

f. ya — 4:ax

C e~* (94, abra).
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C-l 3
• * * c*3

91. dbra H, abra

93. dbra 94. dbra
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9. yi-" = ~ — - *•» + C x1-", ha m + n + 1 -£ 0,
/n + n — 1

yi-n = x1-" [k (n — 1) In x + C ], ha m + n + 1 = 0.

10. (y-l)24-x2=Cj;2e"2arctg^ ri. 11. Q = Cu(l - e~^}.

CU
12. -T—--—

I -j- n C 0)

13. 417 573. Az emanacio bomlasi sebessege nagyobb, mint a radiume', ezert csok-
ken az emanacio mennyisege.
14. 835 145. 15. Egy sem.

4. §. Riccati-fele differencialegyenlet

2X 3 - C . „ 4

5. „-
x j - l + t g ^

3 Ice6* ' -f 1

(3 x/> - xi») C e«x'/s - (3 V'° + Jf'/3) "

-2Cx~3-l ! e
7. ,= - j -- .. 8. :y= —

Cx? +x

II.
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a it. x(Cx + sin x)15. v = x -\- -- -- . 16. y = — ̂ - -. - .
C 1/x2 + a + 2x C x - sm x

1 3cos*x

19. ,= -x2 + 20. ,=
x + C ' c- f(x2- I)3

5. §. Egzakt differencialegycnletck. Integralo tenyezo
(Euler-fele multiplikaitor) " . • • • -

<i; Gyakorlo I a.) Egzakt differencidlegyenletek
feladatok
- ' 1. 2x + 3y + 4 e*y = C.
2. sinx + e~xsiny = C. 3. x3 — 3 x2 y + y = C.

4. f x2 + y2 + sin x sin j; = C. 5. >> sin x -f cos (x — y) = C.

6. x2 y — 2xy — y2 — x = C. 7. sin (*+>>) + cos (x — y) = C.
8. In (x2 + y2) = C, vagy x2 + f- = Cx.
9. x2 + y2 — 2xy = C, vagy x — y = C,.

10. a x2 -1- 26 x>> + C y2 = &. Itt ft az integralasi alland6.
11. x3 — y2 (2a — x) = C. Ha C = 0, akkor ez a Diokles-fele cisszoisnak az
egyenlete (95. abra).
12. x3 + _y3 — ax>> = C. Ha C = 0, akkor ez a Descartes-fele level egyenlete
(96. abra).

13. -A (x2 -(- j;2)2 - ^ a2 (x2 - >>2) = C. Cassini-fele gorbek egyenlete. Ha specia-
4: ^

lisan C = 0, akkor ez egy lemniszkata egyen lete (97. abra).
14. x2 y2 + y2 (y + b)2 - a2 (y + 6)2 = C. Konchoisok egyenlete (98. abra).

15 = = C - l6 ( * - D l n ( + l ) = C .

17. x3 + >3

18. (x + y) (a x2 + 2h xy + by*) = C.

19. 2xV-4xV + 5xV + 3x>> = C.
20. x2 In y \ C. 21. y cos x — x sin y = C.

22. y + b = C(x + a)z. 23. 1 + xy = C (x + y).
24. x ey - y* = C. 25. x3 + 3x y2 = C.
26. x2j>-j;2x = C. 27. x3 + x2>> - / x - y3 = C.
28. y2 cos2 x — 2y sin x = C. 29. x ex>>3 + ex — Gy3 = C,

8

30. x + y sin x — x cos >> + 2y — C. 31. y3 + 3x 0<a + I)2" = C.
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y • f tyt>) - a'ty • t>) '
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32.
34.

3.
5.
7.

9.

11.

13.

15.

16.

18.

19.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

= y tg (X + C).

33.

35.

Integrdlo tenyezo (Ealer-fele multiplikdtor).

y,= xth(x + C).

y = C x + x2.
y* — Xy = C x.

-i- = tgx + C.
COS X

X — V*• J

x* v*
y ==C.

= C. Ugyanis

(x + y — 1) ex = C.

y e*y = C.

x3 + .y3 + 3xy = C x2.

y (x + y) KxM^o2 = c.

eJ'(x+y) = C(>'+l).

x2

)^
= C.

4.

6.

8.

10.

12.

14.

In (x2 +/) + 2 arc tg "= C.

y cos x = C — x.

C.

+ y = C. Ugyanis y^ =

— /y ~— i)—%\ — \ y r

= (x2 + y2) *,

^x8, /it2 = (x!

21. £

23. (

25.

27.

U 2x y
= C.

arc sin x + y yi - x2 = C.

xJL_j> = c

cosy

29. (x-y) e 2 ( X + )>>' = C.

31. 2xV + ̂ _^ = C.

33. (x3^-^) (x + y)» = C.
,,2

35. In
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b) Fizikai
feladatok

I 1. A sebessegi potencial:

- F (x, y) = c0 x cos a + c0 y sin a.

Tehat az ekvipotencialis vonalak egyenlete:
C0 x cos a + c0 y sin a = C.

Ezek a sebessegvektorra meroleges, parhuzamos egyenesek (99. abra).
2. A sebessegi potencial:

100. abra

F(x,y) = c0 In ' = In

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete:

Q lnf ;
2^ l n^

Ezek az orig6 (forras, illetve nye!6) mint kozep-
pont kortil rajzolt koncentrikus korok (100. abra).

3. A sebesse'gi potencial:

Az ekvipotencialis vonalak 'egyenlete:

Ezek egyenloszani hiperbolak (101. abra).

4. A sebessegi potencial:

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete:

5. A sebessegi potencial:

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete t

'/////// x

10 J. <fl>ra.
M = C,
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vagy ha k = , akkor

(x -

Ezek olyan korok, melyek kereszttilmennek az origon, kozeppontjaik pedig rajta van-
/ nak az x tengelyen.

6. A sebesse"gi potencial:

F (x, y) = c0 x + -2--—£ .

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete:

M

7. A sebessegi potencial:

F(x,y) = c0x + M

Az ekvipotencialis vonalak egyenlete:

x r x
n—-» + 5- arc tg - .
• _J_ y* %-j£ y

6. §. Altalanos megoldasi modszerek az ismerctlen ftiggveny derivaltjara
nezve explicit alakban tnegadott differencialegyenleteknel

a) Az iranymezb
es az izoklinak
megrajzolasa

3. L. 104. abra.

5. L. 106. abra.

7. L. 108. abra.

9. L. 110. abra.

b ) Kozelito meg-
oldas sorozatos
kozelitessel,
illetve hatvany-
sor alakjaban

1. L. 102. abra.

2. L. 103. abra.

4.

6.

8.

10.

1 « 1 _ l _ Y 4 - ' X - i -

3 - 5 - x 6 2 - 4
•" G 1 ' r

L. 105. abra.
L. 107. abra.
L. 109. abra.
L. 111. abra.

2X3 3X4

3! + 4! +

• 6 x 7 3 - 5 -
i l < a

2 - 4 - x 5

5!

7X8
r • •

+

2.
x3

3.
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102. dbra

103. dbra
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y

loo. dbra

W6. dbra
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107. dbra

-H-H-

108. dbra 109. dbra



I. 7. §. SZIN GULARIS PQNTOK. 1—5.

4.

5.

ON!

y = (x - 1) + (x - I)* + 1 (x - I)3 + 2j (x - I)4 - ̂  (x - I)6 + ...

• x 3 2X5

273

J.Z0. dbra

7. '§. Szingularis pontok

1- (x — y)z = C (x — 2y)2, ha C ̂  0. Ezenkivtil meg van ket megoldas:y = x is

y = — -^ x . Mivel Xj = 3, X2 = 2, az origo: csomdpont.

2. (3x — y) (x — 2y)4 = C. Mivel Aj = 4, A2 = — 1, az origo: nyeregpont.
3. Az altalanos megoldas polarkoordinatakban: r — C e~v. Mivel A, = 1 + i,
A 2 = 1 — z',N^z origo: fokusz.
4. Az altalanos megoldas: x2 — 6xy + 13y2 = C, ahol C >0. Mivel Aj = 2z,
X 2 = — 2i, az origo: centrum.

5. Az altalanos megoldas: 3y =^ (x — y) In x — >> + C (x — y). Ezenkivtil
y = x is megoldas. Mivel Aj = A2 = 3, az origo: csomopont.



IL ELSORENDtJ, AZ ISMERETLEN FtfGGVENY DERIVALTJABAN
IMPLICIT DIFFERENCIALEGYENLETEK

a) Gyakorlo
feladatok

1. §. Specialis alaku elsorendu implicit differencialegyenletek

I '•
2. x2 = 2C (y — 2C); szingularis megolddsok: y = 2x, y = — 2x.

3. (y — x + C) (y — l/C2-^2) =0. 4. y = x sh (x + Q.

5.

6. (y - C)2 = 4x C. 7. x2 - 2Cy = C2.

8. e2^ — 2C e^ + C2 cos2 y = 0.

9. 144 (2y — x2 — x + C)2 = (1 + 8x)3.

10. /

11. O^-^ + Q (xy + C) = Q.

12. (2y - x2 + C) (y - C e*) = 0.

13. (2y-3x2 + C) (2y + x2 + C) = 0.
14. y2 = C2 + 2C x — 2 x2; szingularis megoldasok: y — ±
15. (y - C x)2 = 4x.

16. y2 = Cx — C2; szingularis megoldasok: ' 2y = + x.
17. x = Cy2 + C2; szingularis megoldas: y4 + 4x = 0.
18. (x — Cy)2 = 4y; szingularis megoldas: y = 0.
19. (2y + x2 + C) (2 Iny + x2 + C) = 0.
20. (y — C x)2 = C3; szingularis megoldas: 4 x3 = 27y.
21. (xy + C)2 = 4x3.
22. (xy + C)2 == 4C x2; szingularis megoldas: y = x.
23. 2y = C (x2 4- C2).
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24. y = C? + C x2; szingularis megoldas: 4y + x* = 0.

25. (3C x + 2)2 = 4Cy; szingularis megoldas: y9 = 6x.

26. y = C (x + Q2; szingularis megoldas: 4 x3 + 27j> = 0.

27. (3j> — C)2 = 2C x3; szingularis megoldas: x3 + 6y = 6.

28. y + C= 1/x — x2 -f- arc sin KX.
•£ 2 2

29. x5

30. x = ap + 6p2, 6y = C + 3a p2 + 46p».

31. x2 + (j; - C)2 = a2.

32. x + C = 2p + 3 p2, y = p2 + 2 p3; szingularis megoldas: v = 0.

33. x + C = cos <p + In tg ̂  , >> = sin <p; szingularis megoidas: y = 0.

34. y = (f C + 2x '- 1)

35. . + C = x2 + [x l/x^+l + In (x +

36. x = e* + p, j> = e" (p - 1) + + C.

37. x = In p --- h C, y = p + In ».
P

39. x = 1? + f2,

40. x = - - t*:

41. « —

US ' T^ «">

3

1

i ^
f2 + 2f +

t2 2;

~~ 2 + 1

. / J- In

-P-

C.

.- -i

1 2< - 1
; tg --;,-•-•

42. y = p2 eP, x = e? (p + 1) + C. 43. y = x

44. y = a (1 + cos 2cp), x = a (— 2<p - sin 2<p) + C.

«. y = ̂

46. * = ~z o~, 3;= ^: szingularis megoldas: j; = 0.

47. y = C2 (x - C)2; szingularis megoldasok: .y = 0, y = ̂  ,

18*
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48.

49.

50.

«2 ' ».2

y = - + C x + C2; szingularis megoldas: y = — -

y =
C + a • Arc sin p C + a- Arc sin p

- I)2\X ' i I
y = Cx + C—C 2 ; szingularis megoldas: y = ——

b) Geometriai
feladatok

,».,*. a*

2. x s+y3 =as (112. abra).

3. (y - x - 2a)2 = Sa x.

4. 3a xy = x3 + 2 a3.

772. a'i

3.

5-

7.

9.

2. §. Szingularis megoldasok. Burkolo gorbek

27 y2 + 4 x3 = 0. 2. (x +-y)z + 2x - 2y + 1 = 0.

xy + a = 0. 4. y2 = x2 — 1.

r. - -
x3 + y3 = a3 .

y = sin x. .

6.

8.
10..

= e*

Gyakorlo
feladatok

3.

5.

3. §. Trajektoriak

1. x 2+y a — 2C ty = 0.

2. r = 2 Cx sin 9.

x2 + y2 - 2a In i x i = C,. 6.
7. y (3 x2 + /) = Cj (x2 + y2)3. 8.
9. y2 + x2 - 4x + In (x + I)4 = Q. 10.

y2 + 2 x2 = C,.

(x2 + y2)2 = Cj + 2a2 (x2 - y2).

x2* (y2 - b)° = Cj (x2 - a)" y*.

11. 12. y = ch x + Cj.
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13.

15.

17.

18.

19.

20.

22.

24.

(r2 - a2) cos <p + d r = 0.

14,

16.

1

r2 sin 93 — X- sin 2p =

r = Ct I/sin go, • sin -^ <p.
w

x2 + 2& xy — >>2 = Cv Itt /c = tg to.

in. abra

& + y* = 2 Ci (x - ky). Itt A: = tg to.

rf == Ci cos (p cp + (a). 21. j;2 — x2 = C,.

x2 + y2 = 2 In x + C,. 23. r = C, (1 - cos <p).

»• = Cj sin (tp + fc>).

25. — 6 x2 + 2a xy + by2 = Cj. Ennek a gorbeseregnek a gorbei (egyen!6 szani
3T

hiperbolak serege) az eredeti gorbekbol tigy keletkeznek, hogy oket az origd koriU -
4

szognyire elforgatjuk.

26. x2 + y2 - 2 Q y + a2 = 0 (113. abra).

27. 28. y3 = Ct Cv2 - x2).
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29. (x2 + y2)2 = Ci (x2 — yz). Ha a ket gorbesereg egyenletet atirjuk polar-
koordinatakba, kapjuk a kovetkezo egyenleteket: sin ?<j- = 2C r2, illetve: r2 =

71,5. abra

= Cj cos 2<p. Mindk^t gorbesereg lemniszkatakbol all. A masodik gorbesereg egyes

gorbeit a2 elsobfil nyerhetjiik ~ szognyi elforgatassal (114. abra).

30. = Ct (C, .- 2y) (115. abra).
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b) Geometriai 6s
fizikai feladatok

2.

3.

= - = in
KI + p2

_ c

x = 2u cos u + (a2 — C) sin a,

y = 2a sin u — (a2 — C) cos a.

x = 1 — In p H——=L In (p

c in (P + yr+;

Cp

116. dbra

.4. x = a arc ch - + ]/a2 - y2 + C. (Traktrix) (1. 116. abra),

5. 9p (y + C)2 = 8 x3.

7. A szintvonalak

6. (x2 + /)2 = C (y2 + 2 Xs).

x (x2 + /) = C2 (x2 - y2)

egyenletli sztrofoisok. Az esesvonalak pedig ezeknek ortogonalis trajektoriai:

Q y
8' 2ir arC tg x̂  = ̂  vagy ^ = ̂  ** Tehat az aramvonalak orig6b61 kiindulo fel-

sugai'ak.

9- xy = Cx.

l°' 23T arctgjr + ct\y = C. Az aramlas ugy foghato fel, mint ket egyszem
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sikaramlas szuperpozici6ja. Az egyik a c0 sebessegu", x tengellyel parhuzamos aramlas,
melynek aramvonalai x tengellyel parhuzamos,

egyenletu' egyenesek; a masik az orig6ban elhelyezett Q bosegfi forras altal eloidezett
-aramlas, melynek aramvonalai

y = C2 x

117. dbra

-egyenletu, origobol kiindulo felsugarak. Az credo aramvonalakat szerkeszt£ssel tigy
kapjuk, hogy a ket aramlas aramvonalai altal alkotott ,,elemi negyszogekbe" a sebesseg-
vektorok kezdopontjabol a vegpontok fele atl6kat hiizunk (117. abra).

Konnyen belathat6, hogy az x tengely menten kell egy olyan pontnak lennie,
anelyben a sebesseg zerus, azaz a forrasbol es a parhuzamos aramlasbol szarmaz6 sebes-
seg egymassal egyenlo nagysagu, de ellenkezo ertelmia. Ez a pont az un. torlopont.
A torlopont koordinatai:

Q

A torloponton atmeno aramvonal a sikot ket reszre osztja. Ennek az aramvonalnak a
ket aga kozott aramlik a forrasbol credo, kiviile pedig a parhuzamos aramlassal erkeze tt
folyadekmennyiseg.
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eseten — y =

281

egyenletuA torloponton atmeno aramvonal — x —» -
aszimptotajahoz tart.

v M
11. M , , , = C. Vagyha & = H.S , akkor

x ~\~ y * *̂

# .
Ezek olyan korok, melyek keresztiilmennek az origon, kozeppontjaik pedig rajta van-
nak az y tengelyen (118. abra).

12. c0y-M C. Az aramlis ugy foghato fel, mint ket egyszeru sik-

aramlas szuperpozicioja. Az egyik a c0 sebes-
segfl, x tengellyel parhuzamos aramlas, mely-
nek aramvonalai x tengellyel parhuzamos,

egyenletu egyenesek; a masik pedig az M mo-
rn entumti dipolus altal le"tesitett aramlas, mely-
nek aramvonalai az

*2 + (y - C2)2 = C|
egyenletu korok. Az eredo aramvonalakat szer-
kesztessel ugy kapjuk, hogy a ket aramlas aram-
vonalai altal alkotott ,,elemi negyszogekbe" a
sebess£gvektorok kezdopontjab6l a vegpontok
fele atl6kat hiizunk (119. abra).

Az x tengelyen van ket olyan pont,
melyekben a sebesseg zerus. Ezek a torlopontok:

A C = 0 parametere"rte"khez tartozo 1IS- abra
dramvonal az x tengely es egy origo kore

rajzoft U — sugarti kor. Ez a kor a sikot ket.reszre osztjat a kor belsejeben afamlik
I » ^o

dip6lusbol eredo, kiviile pedig a parhuzamos aramlassal erkezett folyadekmennyiseg.

Az aramkep nem valtozik meg akkor, ha a i [/ — sugaru kor helyebe egy, az (x, y)
i I I C0

sikra meroleges tengelyu, ugyanekkora sugaru, ,,v^gtelen hosszu" is a folyadek szamara
athatolhatatlan, egyenes korhenger alakii testet helyeziink. Minthogy az aramlas szim-
metrikus az x is y tengelyre, ezert az aramlo folyade'k nyomaseloszlasa olyan, hogy az
eredoje zerus. Tehat a hengerre ero nem hat (Surl6dasos folyadekban termeszetesen a
viszonyok megvaltoznak.)

13. Az aramvonalak egyenletet
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779. dbra

Az aramvonalak kepet szerkesztessel tigy kapjuk meg, hogy ha az elozo feladat
aramvonalai es a potencialos orveny aramvonalai (origo koriil rajzolt koncentrikus ko-

rok) altal alkotott ,,elemi negyszogekbe",
a sebessegvektoroknak a szuperpozicio-
ban szereplo ket-ket osszetevoje kezdo-
pontjab61 a vegpontok fele atlokat hti-
zunk (120. abra).

Az elozo feladatban is szereplo

120. dbra

egyenletu kor itt is aramvonal lesz. A
gyakorlat szempontjabol az aramvonal-
kepnek csak az a resze erdekel benniin-
ket, amelyik ezen a koron kiviil van.

A torlopontok — az elozo feladattol elteroen — nem az x tengelynek az x2 + yz =

— ~ egyenletu koron fekvo pontjaiban lesznek, hanem a C0, M es r allandoktol fiig-

goen eltolodnak.
Ha

M
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akkor a torlopontok az
M
c0

koron lesznek. Helyzetiiket meghatarozhatjuk, ha figyelembe vesszuk, hogy a torlo-
pontokban

! v | = 0.

M
Ha ebben az egyenletben polarkoordinatakat vezetunk be e"s r helyebe a [/ —

erteket irjuk, azt kapjuk, hogy

r
sin (p =

m ribra 122. dbra

Ha itt a jobb oldal abszollit erteke 1-nel kisebb, akkor <p-re ket ertek adodik (n < <p <
< 2jt). Ha pedig

= i (121. abra),

akkor <p = — - .
£

Ha

>i
C 0 i

(122. Ibra),

akkor az egyik tor!6pont az y tengelyen lesz, a / — sugarii koron kivtil.
co <
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Az aramvonalkep az y tengelyre szimmetrikus, az x tengelyre viszont nem.
fippen ezert az y iranyu nyomaskulonbsegbol egy + y iranyban hat6 felhajto ero

e"bred, mely a / i sugaru, vdgtelen hosszu korhengerre hat.
' C9. -Az aramkep fuggetlen a koordinata-rendszer megvalasztasat61, 6pp ezert ugyan-

ilyen viszonyok ad6dnak akkor, ha a c0 = allando sebesseg az x tengellyel pi. a szoget
zar be. Ez esetben nem kell mast tenniink, mint a koordinata-rendszert ugy elforgat-
nunk, hogy a ca sebesseg az x tengellyel pdrhuzamos legyen.



III. SPEClALIS TIPUSO
MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. §. Hianyos masodrendu differencialegyenletek

«) gyf£»,r,}° I 1. y = x Arc sin x + ]fl-"x2 + Q x + C,.
m x _ , s*
—O— ' 1 ~T* 2*

2
3. j> = In C2 h Cj x. 4. ^ = Ca + Cx x — —

5. y=lnC 8 (x+ ]/x2 + 4x+3) +C tx.

6. y = Cz — = cos C, x.
^i

7. y = Cj (Arc sin x + x Kr^-'x1) + Cv

8. y=C1l'fx"+C2. 9. y= - x3

10. j; = x e* + C, e* - e11 + C2. 11. y = Q
o

12. y = — cos x — x sin x + Cj x2 + Cr

13. y = lox H-C,x8 + Ca.

14. y^= 3

15. y = e~* (C, - x) + C2. 16. y = + C, x2 + C,

17. Ct / = 1 + (Q x •+ C .̂ 18. (y + Ctf = 4 (x + ^

19. v = C, ch (C, x - CJ. 20. (x - CJ2 + y8 = C:.

21. y = sh (C, x - Ca). 22. 3> = C;

23. 12y = (x - CO3 + Cg. 24. . (x - Q2 + (y - C2)2 = 1.
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25. y (C3 + x) = Cx + x. 26, x = 4p3 - 3p2 + Clf

y = 3p*-2p3-|-Ca.

27. x = - I In (p - 2) + | Inp - 2 arc tgp + Cv

y = - In (p - 2) - In (p* + 1) + C2.

28. y = d + 3 Arc sin {C»e* }. 29. lny — C1ex + C2 e~*.

30. y = In Q e* + C2 e~x | . 31. x = C, e^ + C2 e-* + a.
32. ^ = (Gj + C2 x)2. 33. y + C, In -. y + C2 = x.

34. y2 = C, cos 2ax + C2 sin 2ax. ' 35. y = ̂ ^ -
C2 + x

36. x = Cj sin (y + Cj. 37. y (C, x + CJ = 1.

38. x = C , l n y - y a + C2. 39. y = In (Ct + x2) + Co.

40. 3x = 2(l/y-2C1)|/]/j7+C, + C2.

*,; Geometriai 6s I x — C, ^,
fizikai feladatok | 1. y = C2 ch —— ; (x — Ct)2 + y2 = Q.

2. y- C, = —^- 3. - cos I -2-5*-- p = a.

4. x = a cos /c t. (Lasd a 9. kidolgozott p^ldat.)

cos

p/4

5. qj = <pa cos M — £- ?| . (Lasd a 9. kidolgozott peldat.)

• A r"d szabad vegen.

Ml2

• A nid

5p/4

= ' A riid

PI3
9« ^max = - • A nid kozepen.

P a2 ft2
ymix == O~?^T • A koncentralt ero helye'n.

o /IS /

11.

12. x = f eF^^Wt, ha 2* f < a2; x = - /2ft « - a2, ha 2/c < > a2.

X-1A?3?*1±*F ,4x - |/ - 2^2 - • 14' *1313.
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,5

16.

17. x =

!, g+jcvo
Fn ~g '

mg

, sin a

y2

10 ± "-T _ I
IO. —2 > •*•»

20. r=,a.

19. r
2a_

1 + COS (p *

2. §. Hianyosra visszavezetheto masodrendu differencialegyealetek

•a) Linearis
differenciil-
egyenletek

1. y = G!X+ C8 In x+TT (In X - 2).

-e^l^- 12. y^c^ + C.

3. xy = C, sin x + Ca cos x.
x 1 f

4. >; = G! sin x + C2 sin x • In tg ^ + x sin x In
, , * ^ I

tg

5. y = d e* + C2 (x2 + 2).

7. j; = C, sin x 4- C2 sin2 x.

9. v = C, x + C2 sin x 4- cos x.

Homog6n
,,dimenzi6jii"
differencial-
egyenletek

2. v = Cx x

3. y = Ci x + C2 x2 - x In x.

5. y = x Q— Arc sin ̂  .

6.

8.

10.

-2.
x

4.

y = Cj x2 + C2 «= + 2 x8.

y = Ca x2 + -.' 2 In x + x.

y = C!tgx + C2ctgx.

In y = x In x + C, x +



iv. ALLANDO EGYtiTTHAT6jtf ES ILYENRE VISSZAVEZETHETO
LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

a) Gyakorld I 1 „ 1 „ „
feladatok 1. y = -.r x e** - ^ e~2* + Cj e* + C2 e2* + C3 e~*.

* v2 4- — r — "-— -J- r f 2 rn**>
17 289 -1""1 ° ' "'

sn 2x.

1

24 l + C«

4. y = 3 + e* (Cj cos 2x + C2 sin 2^).

5. y = 2 + c2* (C, cos ̂ 3 x + '"t sin 1/3 x).

6 . j,= _ j c + n - C

7. y = \&— -6i 4-C,cos3x4-C2sin3x.

8. y = x2 + x + 1 4- C, e5* + C2 x e5*.
1

1

9.

10. 4- Cj cos 3x 4 C2 sin 3x. 11. y = 3 x2 e* 4 Cj ex 4 C2 x e".

12. y = - cos 3x 4- C: e3x 4 C» e~3x.
o

13. y = 2 sin x — cos x + e~3x (C, cos 2x 4 C2 sin 2x).

X X X '
14. y — — x cos 4 Cj cos 4-Cj, sin s .

15.

16.

C5 e2* 4 C2 e3*.

. 2 . 1

+ «~x (C, cos 2x + C.t sin 2x).
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17. y = * x4 e3* + Ci e3* + C2 x e3*.

48. _>;==_ IL/3cos | + ^;3sinl+cie-fScos|+C2e"^sin|.

19. y = |- e-* sin 2x + ^ e~x cos 2x + e~x (d cos 2x + C2 sin 2x).
o i-O

20. y ̂ e* + d e~x + C2 cos 2x + C3 sin 2x.

21. y = x5 + Cj cos x + C2 sin x + C3 x cos x + C4 x sin x.

22. y = C, e* + C2 ex cos x + C3 ex sin x.
3

23. y = - x + Cj + (C2 cos 2x + C3 sin 2x) ex.
o

24. . y = ^ + C, + C2 x + (C3 + C4 x) e«*.

25. y = j x ch x + Cj ex + Ca e~x + C3 cos x + C4 sin x-

26. ' y = — x2 + Cj x3 + Cz x.

2 1 cos In x2 sin In x2
27; y = cos In x + - sin In x + Ct - - +C2 -- .

o o x x

28. y = ~ x3 + C, x + C, x2.

_ i x „ cos In x2 „ sin In x2

29- y== 20X lnx-50+Cl~^~+C2~^"~* fc

30. y = • In2 x — - + C, cos In x2 + C2 sin In x2.

31. y = J + C, In2 x + C.'ln x + C3.
O

32. y = — — + C, x + C2 cos In x + C3 sin In x.

33. y = _ l u 2 x + C1 + C 2 x 2 + 3 . 34. y =

35. y = l n * x + CJx + C1xlnx. 36.. y «

37. y

19 Kozons^ges differencial egyenletek —
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38. ' - - iM'- '+a TTT)+Clx+^.7 1 1 x

39.

40.

Fizikai
feladatok

I. r =*= 0,203. Az amplitude fetere csSkken. 0,693 sec
alatt.

2- + °>693 + 2 467 000 x = 0. 3.a^ dr

6. A megoldando differencialegyenlet:

P d^y=

g df 2~

Ennek az altalanos megoldasa:

5. m — — .
4c

y+P.

ahol ^4 es 9 az integralasi allandok.
A masodpercenkenti rezgesszam:

P P .
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