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La onda plana
uniforme

n este capitulo se estudian las aplicaciones de las leyes de Maxwell en el problema

de la propagacién de ondas electromagnéticas. La onda plana uniforme representa el

caso mds simple, y en tanto que es apropiado como introduccion tiene una gran im-
portancia prictica. A menudo, se supone que en la practica se presenta de esta forma. En este
capitulo se estudiardn los principios fundamentales de la propagacion de ondas electromag-
néticas, y se comprenderdn los procesos fisicos que determinan la velocidad de propagacion
y el grado en el que se atentia la senal. Se deducird y utilizard el teorema de Poynting para
encontrar la potencia de una onda electromagnética. Por tltimo, se aprenderd cémo descri-
bir la polarizacién de dicha onda. W

12.1 La propagacion de la onda en el espacio libre

Se comienza con un repaso de las ecuaciones de Maxwell, en las cuales se buscan las cla-
ves del fenémeno ondulatorio. En el capitulo 11 se estudié cémo los voltajes y las corrien-
tes se propagan en forma de ondas en las lineas de transmision, y se sabe que la existencia
de voltajes y corrientes implica la presencia de campos eléctricos y magnéticos. De tal for-
ma que se¢ puede identificar una linea de transmision como una estructura que confina los
campos a la vez que les permite viajar a lo largo de su longitud como ondas electromagné-
ticas. Se puede argiiir que estos campos son los que generan el voltaje y la corriente de la
onda en la linea de transmisién, y que —aungque no existiera ninguna estructura en la que el
voltaje y la corriente pudieran existir— los campos existirian y se propagarian. En el espa-
cio libre a los campos no los encierra ninguna estructura de confinamiento, por lo que pue-
den tener cualquier magnitud y direccién, las cuales se determinan por el dispositivo (por
ejemplo, una antena) que las genere.

Cuando se consideran ondas electromagnéticas en el espacio libre se observa que el me-
dio carece de fuente (p, = J = 0). En estas condiciones. las ecuaciones de Maxwell sélo se
pueden escribir en términos de E y H en la siguiente forma,
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(1)

(2)

(3)
“4)

Ahora se verd si es posible inferir el movimiento de la onda a partir de estas cuatro
ecuaciones sin resolverlas realmente. La primera ecuacién establece que si E estd cambian-
do con el tiempo en algin punto, entonces H tiene rotacional en ese punto; por lo tanto, H
varfa espacialmente en una direcciéon normal a su direccién de orientacién. Ademads, si E
cambia con el tiempo, entonces, en general, también H lo hard, aunque no necesariamente
de la misma manera. Después, a partir de la ecuacién (2), se observa que un campo H cam-
biante produce un campo eléctrico E, el cual, al tener un rotacional, varfa espacialmente en
la direccion normal a su orientacién. Una vez més se tiene un campo eléctrico cambiante,
nuestra hipdtesis original; sin embargo, este campo estd presente a una pequefia distancia
del punto de la perturbacidn original. Se podria presuponer (en forma correcta) que la velo-
cidad con la cual el efecto se propaga alejandose del punto original es la velocidad de la luz;
sin embargo, esto se debe verificar por medio de un andlisis mds detallado de las ecuacio-
nes de Maxwell.

Se presupone la existencia de una onda plana uniforme en la que ambos campos, E y
H. se encuentran en el plano transversal, es decir, el plano cuya perpendicular es la direc-
cién de propagacion. Ademas, por definicion, ambos campos tienen una magnitud constante
en el plano transversal. Por esta razén, dicha onda a menudo se denomina onda electromag-
nética transversal (TEM, por sus siglas en inglés). La variacién espacial que requieren
ambos campos en la direccién normal a su orientacién ocurrird, por lo tanto, sé6lo en la di-
reccién de la propagacién de la onda, o perpendicular al plano transversal. Por ejemplo, su-
pongase que E = E a_ o que el campo eléctrico estd polarizado en la direccion de x. Si
ademds se supone que la propagacion de la onda es en la direccién de z, la variacion espa-
cial de E solamente puede ser con z. Al utilizar la ecuacién (2) se observa que con estas res-
tricciones el rotacional de E se reduce a una ecuacién con un solo término:

JE JH oH,
VxE=—"a, = —uj— = —uy—=a, (5)
. oz aLFT gy ™

La direccién del rotacional de E en (5) determina la direccién de H, la cual se observa
que es a lo largo de la direccién y. Por lo tanto, en una onda plana uniforme, las direccio-
nes de E, H y la de propagacién son mutuamente perpendiculares. Utilizando el campo
magnético dirigido hacia y, y el hecho de que éste varia solamente con z, se simplifica la
ecuacion (1) a,

aH, 9E  BE, ©
—q; = N | T 1
3z o Vag "

VxH=-
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Las ecuaciones (5) y (6) pueden escribirse mds sucintamente como:

(7)

(8)

Estas ecuaciones pueden compararse directamente con las del telegrafista para una linea de
transmision sin pérdidas [ecuaciones (20) y (21) del capitulo 11]. Manipulaciones adiciona-
les de (7) y (8) pueden realizarse de la misma forma como se hizo con las ecuaciones del
telegrafista. Especificamente, se deriva (7) con respecto a z y se obtiene:

E, 3°H,

222~ Mz ©)

Después, (8) se deriva con respecto a -

9%H, O2E,
r 10
ozor " ar (10)
Sustituyendo (10) en (9) se obtiene
. eazﬁx .

Esta ecuacién, andloga a la ecuacién (13) del capitulo 11, se conoce como la ecuacién de
onda del campo eléctrico TEM polarizado en x en el espacio libre. Mediante la ecuacién
(11) se identifica, ademads, la velocidad de propagacion:

(12)

donde la letra ¢ denota la velocidad de la luz en el espacio libre. Un procedimiento similar
que incluya la derivada de (7) con respecto a 7 y (8) con respecto a z da como resultado la
ecuacion de onda del campo magnético; es idéntica en forma a (11):

(13)

Como se estudio6 en el capitulo 11, la solucién de las ecuaciones de la forma (11) y (13)
serdn ondas que se propagan hacia delante y hacia atrds que tienen la forma genérica [en es-
te caso para la ecuacién (11)]:

Eulz, 1) = filt —2/v) + falt +2/v) (14)

donde, de nuevo, f, y f, pueden ser cualquier funci6n cuyo argumento es de la forma ¢ £+ z/v.
De ahora en adelante, inmediatamente se especializa en funciones sinusoidales con una
frecuencia especifica y se escribe la solucién de (11) en la forma de cosenos que se propagan
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hacia delante y hacia atrds. Puesto que las ondas son sinusoidales, su velocidad se expresa
como la velocidad de fase Ve Las ondas pueden escribirse como:
Ez, 1)=&z, ) + &z 1)
= |Eol cos [o(t — z/vp) + 1] + | E gl cos [w(t + z/vp) + ¢2]
= |E ol cos [wt — koz + ¢1] + |Eo| cos [wt + koz + ¢2] (15)

propagacién z hacia adelante propagacion z hacia atrés

La escritura de la segunda linea de (15) se basa en el hecho de que las ondas se estan pro-
pagando en el espacio libre, en cuyo caso la velocidad de fase, v, =C. Ademas, el nimero
de onda en el espacio libre se define como,

(16)

En forma consistente con el estudio de las lineas de transmisién, las soluciones expre-
sadas en (15) se conocen como las formas instantdneas reales del campo eléctrico. Ellas son
las representaciones matemdticas de lo que uno mide de manera experimental. Los térmi-
nos wt y k,z, que aparecen en (15), tienen unidades angulares y, generalmente, se expresan
en radianes. Se sabe que w es la frecuencia radidn, que mide el corrimiento de fase por uni-
dad de tiempo; tiene unidades de rad/s. De forma similar, se puede observar que k, se inter-
pretard como una frecuencia espacial, que en este caso mide el corrimiento en fase por
unidad de distancia a lo largo de la direccién z en rad/m. Se puede ver que &, es la constan-
te de fase de la propagacion sin pérdidas de ondas planas uniformes en el espacio libre. La
longitud de onda en el espacio libre es la distancia en la que la fase espacial experimenta un
corrimiento de 2z radianes, suponiendo un tiempo constante, 0,

k()z — kQA. =21 — (17}

La forma en la que se propagan las ondas es la misma que se encuentra en las lineas de
transmision. En especifico, supéngase que se considera algiin punto (por ejemplo, la cresta
de una onda) en la funcién coseno de la onda que se propaga hacia delante de la ecuacién
(15). Para que se presente una cresta, el argumento del coseno debe ser un miltiplo entero
de 2. Considérese la m—ésima cresta de 1a onda, la condicién se transforma en,

kOZ =2mm

Entonces, considérese el punto en el coseno seleccionado, y obsérvese qué pasa si se per-
mite el incremento del tiempo. El requisito es que todo el argumento del coseno sea el mis-
mo multiplo de 27 todo el tiempo, con el fin de mantener el rastro del punto seleccionado.
La condicién se transforma en

wt —koz = w(t — z/¢c) = 2mn (18)

A medida que el tiempo se incrementa, la posicién z también debe hacerlo para satisfacer
(18). La cresta de la onda (y la onda completa) se desplaza en la direccién positiva de z a
una velocidad de fase ¢ (en el espacio libre). Utilizando un razonamiento similar, la onda de
la ecuacién (15) tiene una argumento coseno (wf + k,2) que describe una onda que se mueve
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en la direcci6n negativa de z, puesto que a medida que se incrementa el tiempo z debe dis-
minuir y asi mantener el argumento constante. Por simplicidad, se restringira la atencién en
este capitulo s6lo a ondas que se propagan en la direccién positiva de z.

Tal como se hizo se hizo con las ondas en las lineas de transmisién, los campos instan-
tdneos reales de la ecuacion (15) se expresan en términos de sus formas fasoriales. Utilizan-
do el campo que se propaga hacia delante en la ecuacién (15) se puede escribir:

(19)

donde c.c. expresa el complejo conjugado y se identifica al campo eléctrico fasorial co-
mo E = E e /"% Como se indica en (19), E  es la amplitud compleja (la cual incluye
la fase, ¢,).

Exprésese &£,(z, t) = 100cos(10% — 0.5z + 30°) V/m como un fasor.
Solucién. Antes que nada, se expresa en forma exponencial,

£y(z, 1) = Re[100¢ /10"1-052+307]
y después se elimina Re y se suprime &/'%, obteniendo el fasor,

Eys(2) = 100e1052+53¢°

Noétese que, en este caso, se utiliza una nomenclatura mezclada para el dngulo; esto es, 0.5z
estd en radianes, mientras que 30°, en grados. Dada una componente escalar o un vector ex-
presado como un fasor, ficilmente se puede recuperar la expresion en el dominio del tiempo.

Dada la amplitud compleja de campo eléctrico de una onda plana uniforme, E, = 100a, +
20/30°a, V/m, constriyase el fasor y los campos instantdneos reales si se sabe que la on-
da se propaga hacia delante en la direcci6n de z en el espacio libre y que tiene una frecuen-
cia de 10 MHz.

Solucién. Se comienza construyendo la expresién para el fasor general:
E,(z) = [100a, + 20e/*" a,] e~ /%

donde k, = w/c = 2 x 107/3 x 10® = 0.21 rad/m. La forma real instantinea entonces se
encuentra por medio de la regla expresada en la ecuacion (19).

s I 7 o 3 . i 4
E(z, 1) = Re[100e~10212, /25 x101g, | 20e130 =102z i2xx101g ]
Eas Re[l()oej(ZTXIO‘I—O,ZI:)ax + 20{,}!27} 10 !—0.2|:+30"')a)r]

= 100cos (2 x 10"t — 0.21z)a, + 20cos 2w x 107t — 0.21z + 30°) a,
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Es evidente que calcular la derivada parcial de cualquier campo con respecto al tiempo
equivale a multiplicar el fasor correspondiente por jw. Como ejemplo, se puede expresar la
ecuacion (8) (utilizando campos sinusoidales) como

aH, 9E,
SR e T, 20
P € o (20)

donde, de forma consistente con (19):

1 : 1 .
E Nz, 1) = EE‘”(Z) e’ +c.c. y M= EHy,\v(z) e’ +c.c. (21)

Sustituyendo los campos de (21) en (20), esta dltima ecuacién se simplifica a,

(22)

En el proceso para obtener esta ecuacion se observa, primero, que los términos complejos con-
jugados de (21) originan su propia ecuacién independiente, redundante con (22); segundo, los
factores €', que son comunes en ambos lados, se eliminan; tercero, la derivada parcial con
respecto a z se convierte en la derivada total, puesto que el fasor H _ s6lo depende de z.
Enseguida, este resultado se aplica a las ecuaciones de Maxwell para obtenerlas en forma
fasorial. Sustituyendo el campo expresado en (21) en las ecuaciones (1) a (4), se obtiene,

(23)
(24)
(25)
(26)

Obsérvese que (25) y (26) ya no son relaciones independientes, pues se pueden obtener
calculando la divergencia de (23) y (24), respectivamente.

Las ecuaciones (23) a (26) pueden utilizarse para obtener la forma vectorial sinusoidal
en estado estable de la ecuacién de onda en el espacio libre. Se comienza calculando el ro-
tacional en ambos lados de (24):

VxVxE, =—jouV x H; = V(V-E,) — V2E, (27)

donde la iltima igualdad es una identidad que define el vector laplaciano de E :

Por la ecuacién (25) se puede ver que V - E_ = 0. Utilizando esta ecuacién y sustituyendo
(23) en (27), se obtiene,

VE, = —K2E, (28)
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donde, de nuevo, ko = wlc = oV Ko, La ecuacién (28) se conoce como la ecuacion vec-
torial de Helmholtz para el espacio libre.! Cuando dicha expresién se expande resulta una
ecuacién enorme, aun en coordenadas cartesianas, ya que resultan tres ecuaciones fasoria-
les (una para cada componente vectorial), y cada una tiene cuatro términos. L.a componen-
te x de (28), aunque se utilice la notacién con el operador del, se convierte en,

V2E,, = —KE; (29)

y la expansién del operador lleva a la ecuacién diferencial parcial de segundo orden,

BPEy  *Es; . B
dx?2 dy? az2

= _kg Ex.v

De nuevo, suponiendo una onda plana uniforme en la que E_ no varia con x 0 y, las dos de-
rivadas correspondientes son cero, y se obtiene

(30)

(31

Vuélvase a las ecuaciones de Maxwell, (23) a (26), y determinese la forma del campo
H. Dado E, H_ se obtiene muy féicilmente de (24):

V x E; = —jopoH; (24)
la cual se simplifica enormemente para una sola componente E_ variando inicamente con z,
dfz'” = — jopoHy,
Utilizando (31) en E_, se tiene,
Hy, = ——— [(= jko) Exoe /% + (jko) Elge®]

Jwpo

€ . p €0 . il .
EA'O ie 1104, P Exo 7€jkﬂt - H_\:{}e jkq;_ + Hyoejkﬂ‘, (32)
V 1o V ko

En la forma instantinea real esto se convierte en:

(33)

donde se supone que E , y E ’m son reales.

! Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) fue profesor en Berlin, y se dedicaba a investigaciones
en los campos de la fisiologia, la electrodindmica y la 6ptica. Hertz fue uno de sus alumnos.
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En general, a partir de (32) se encuentra que las amplitudes de los campos eléctrico y
magnético de la onda que se propaga hacia delante en el espacio libre se relacionan por

(34a)

También se observa que las amplitudes de las ondas que se propagan hacia atrds se relacio-
nan por medio de

(34b)

(35)

La magnitud de n, en ohms es evidente, de manera inmediata, de su definicién como el co-
ciente de £ (en unidades de V/m) sobre H (en unidades de A/m). Estd en directa analogia
con la impedancia caracteristica, Z,, de una linea de transmisi6n, donde se define esta ulti-
ma como el cociente del voltaje sobre la corriente en una onda de propagacién. Obsérvese
que la diferencia entre (34a) y (34b) es el signo menos. Esto es consistente con la analogia
de la linea de transmisién que condujo a las ecuaciones (25a) y (25b) del capitulo 11. Di-
chas ecuaciones incluyeron las definiciones de las corrientes positivas y negativas asociadas
con las ondas de voltaje hacia delante y hacia atrds. De manera similar, la ecuacion (34a)
especifica que en una onda plana uniforme que se propaga hacia delante en el eje z —cuyo
vector de campo eléctrico se encuentra en la direccién positiva de x en un determinado pun-
to en el tiempo y espacio— el vector de campo magnético estd en la direccion positiva de y
en las mismas coordenadas de tiempo y espacio. En el caso de una onda de propagacién ha-
cia atrds en z que tenga un campo eléctrico positivo en direccion de x, el vector de campo
magnético estd en la direccién negativa de y. El significado fisico de esto se relaciona con
la definicién de flujo de potencia en la onda, como lo especifica el vector Poynting, S = E
x H (en watts/m?). El producto vectorial de E y H debe proporcionar la direccién correcta
de propagacién de la onda, por lo que es aparente la necesidad del signo menos en (34b).
Los asuntos relacionados con la transmision de potencia se estudiardn en la seccion 12.3.

Mediante las figuras 12.1a y 12.1b se puede intuir la forma en la que los campos varian
en el espacio. La intensidad de campo eléctrico de la figura 12.1a se muestraen t = 0, y el
valor instantdneo del campo se representa a lo largo de tres lineas, el eje z y las lineas arbi-
trarias paralelas al eje z en los planos x = 0 y y = 0. Puesto que el campo es uniforme en
planos perpendiculares al eje z, la variacion a lo largo de las tres lineas es la misma. En una
longitud de onda A transcurre un ciclo completo de la variacién. Los valores de H_ para los
mismos tiempo y posicién se muestran en la figura 12.1b. '

Una onda plana uniforme no puede existir fisicamente, pues se extenderia hasta el infi-
nito al menos en dos dimensiones y representaria una cantidad infinita de energia. Sin em-
bargo, el campo distante de una antena transmisora es esencialmente una onda plana
uniforme en alguna regién limitada; por ejemplo. una senal de radar que choca con un ob-
jetivo distante es casi una onda plana uniforme.
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Figura 12.1 a) Las flechas representan los valores instantaneos de £, cos[w(t — z/c)] en
t =0 alo largo del eje z, a o largo de una linea arbitraria en el plano x = 0 paralela al eje z,
y a lo largo de una linea arbitraria en el plano y = 0 paralela al eje z. b) Los valores
correspondientes de Hy estan indicados. Nétese que £, y Hy estan en fase en todo punto y
para todo instante.

Aunque solamente se ha considerado una onda que varfa de forma sinusoidal con el
tiempo y el espacio, es posible elaborar una combinacién apropiada de soluciones de la
Animaciones| ecyacién de onda con el fin de llegar a una onda de cualquier forma deseada, pero que sa-
tisfaga la ecuacién (14). La suma de un niimero infinito de arménicas utilizando una serie
de Fourier puede producir una onda periédica de forma cuadrada o triangular, tanto en el es-
pacio como en el tiempo. Las ondas no periédicas pueden obtenerse de la solucion bédsica
empleando métodos integrales de Fourier. Estos temas se estudian en libros més avanzados
sobre teoria electromagnética.

12.2 Propagacion de ondas en dieléctricos

El tratamiento analitico de la onda plana uniforme se amplia a la propagacion en un mate-
rial dieléctrico de permitividad € y permeabilidad /. Se supone que el medio es homogéneo
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(los pardmetros p y € son constantes respecto a la posicién) e isotrépico (en el que i y € no
cambian con la orientacion del campo). La ecuacién de Helmholtz es,

(36)

donde el nimero de onda es una funcién de las propiedades del material, como lo descri-
ben wy e:

(37)

Para E _, se tiene,

(38)

Una caracteristica importante de la propagacién de ondas en dieléctricos es que k puede
tener un valor complejo y, como tal, se conoce con el nombre de constante de propagacion
compleja. De hecho, una solucion general de (38) permite la posibilidad de un complejo k, y
es muy comin escribirlo en términos de sus partes real e imaginaria de la manera siguiente:

Una solucién de (38) sera:

(40)

Multiplicando (40) por ¢’ y tomando la parte real se obtiene una forma del campo que pue-
de visualizarse de una manera mas fécil:

(41)

Esto se conoce como una onda plana uniforme que se propaga hacia delante en la direccién
z con fase constante 7, pero que (para valores positivos de «) pierde amplitud al incremen-
tarse z de acuerdo con el factor e, Por lo tanto, el efecto general de una k con valor com-
plejo es la obtencion de una onda de propagacion que cambia su amplitud con la distancia.
Si o es positivo, se le llama coeficiente de atenuacién. Si « es negativo, aumenta en ampli-
tud con la distancia y a « se le llama coeficiente de ganancia. Este tltimo efecto podria pre-
sentarse, por ejemplo, en amplificadores laser. En la presente y futuras exposiciones en este
libro, s6lo se considerardn medios pasivos, en los cuales estdn presentes uno o mds meca-
nismos de pérdida y, por lo tanto, producirdn un valor de « positivo.

El coeficiente de atenuacién se mide en nepers por metro (Np/m), de tal forma que el
exponente de e se mide en unidades adimensionales llamadas nepers. Por lo tanto, si « =
0.01 Np/m, la amplitud de la cresta de la onda en z = 50 serd e~ %%/e~ = 0.607 de su valor
en z = (. La amplitud de la onda se reduce en un factor con el cual el lector esta familiari-
zado de e~ 0 0.368, al propagarse la onda una distancia 1/« en la direccién +z.

Las formas en que los procesos fisicos en un material pueden afectar el campo eléctri-
co de la onda se describen por medio de la permitividad compleja de la forma

¢

é = — je' = efe, — je) (42)
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Dos importantes mecanismos que originan una permitividad constante (y, por lo tanto, ge-
neran pérdidas en la onda) son el electrén ligado u oscilaciones i6nicas y el relajamiento
dipolar; ambos se estudian en el apéndice D. Un mecanismo adicional es la conduccion de
electrones libres o huecos, los cuales se estudian a fondo en este capitulo. '

También pueden presentarse pérdidas que surgen como respuesta del medio al campo
magnético y éstas se modelan a través de una permeabilidad compleja, p = p'— ju'" = p,
(1, = jpe."). Como ejemplos de dichos medios estén los materiales ferrimagnéticos o ferri-
fas. La respuesta magnética es, en general, muy débil comparada con la respuesta del die-
léctrico en la mayoria de los materiales destinados para la propagacién de ondas; en dichos
materiales, i ~ . En consecuencia, el estudio acerca de los mecanismos de pérdida se res-
tringird a los descritos por medio de la permitividad compleja, y se supondrd que p es to-
talmente real en este estudio.

Es posible sustituir (42) en (37), lo que resulta en,

k=wyu(e — je') = wy pe 1‘16? “a)

Nétese la presencia de un segundo factor radical en (43), que se hace unitario (y real) a me-
dida que €" desaparece. Para un valor de € diferente de cero, k es compleja por lo que se
presentan pérdidas que pueden cuantificarse por medio del coeficiente de atenuacién, «, en
(39). La constante de fase, S8 (y, en consecuencia, la longitud de onda y la velocidad de fa-
se) también serd afectada por €''. « y B se encuentran calculando las partes real e imagina-
ria de jk de (43). Se obtiene

(44)

(45)

Se puede observar que un valor de « (y, por lo tanto, de pérdidas) se obtiene si la par-
te imaginaria de la permitividad, _estd presente. Asimismo, se puede observar en (44) y (45)
la presencia de la relacién €''/¢’, la cual se conoce con el nombre de tangente de pérdidas.
El significado del término se demostrard cuando se investigue el caso especifico del medio
conductor. La importancia prictica de esta relacion estriba en su magnitud comparada con
la unidad, la cual permite la simplificacion de (44) y (45).

Ya sea que se presenten pérdidas o no, se puede ver a partir de (41) que la velocidad de
fase de la onda estd dada por

= 46
3 (46)

-

La longitud de onda es la distancia que se requiere para efectuar un cambio de fase de
2m radianes.

B =2n
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la cual conduce a la definicién fundamental de longitud de onda

(47)

Puesto que se tiene una onda plana uniforme, el campo magnético se puede encontrar
por medio de

Ed iy gy
Hy, = —; e e P

donde la impedancia intrinseca es ahora una cantidad compleja,

(48)

Los campos eléctrico y magnético ya no estan en fase.
Un caso especial es el de un medio libre de pérdidas o un dieléctrico perfecto, en el que
€' =0, por lo que € = €', De (44), esto conduce a @ = 0, y de (45),

(49)

(50)

Esto se puede interpretar como una onda que viaja en la direccién +z a una velocidad de fa-
se v, donde

N=A

La longitud de onda es

l:gflz 2 1 ¢

B ovué  fJueé  fuel  Jue

donde A es la longitud de onda en el espacio libre. Nétese que p €', > 1y, por lo tanto, la
longitud de onda es mas corta y la velocidad es menor en todos los medios reales que en el
espacio libre.

Asociado con E_se encuentra la intensidad de campo magnético

(medio libre de pérdidas) (51)

donde la impedancia intrinseca es,

(52)

L~




CAPITULO 12 Laonda plana uniforme

Una vez mis, los dos campos son perpendiculares entre si, perpendiculares a la direc-
cién de propagacion y estdn en fase entre si en cualquier punto. Nétese que cuando aE y a
H se les aplica el producto vectorial, el vector resultante estd en la direccién de propaga-
cion. El fundamento de lo anterior se estudiard al analizar vector de Poynting.

Apliquense estos resultados a una onda plana de 1 MHz en agua fresca. A esta frecuencia
las pérdidas en el agua son despreciables, lo que significa que se puede suponer que €'’ = 0.
Enel agua, u, = 1yal MHz, = 81.

Solucion. Se comenzari calculando la constante de fase. Utilizando (45) con € = 0,
se tiene,

27 x 10%4/81
= a),,/ue = w./ o€y \/_ \/_ I;; » 1(\)2— = 0.19 rad/m

Utilizando este resultado se puede determinar la longitud de onda y la velocidad de fase:

_23‘1'*23?_
B T 19
w 2 x 10°

La longitud de onda en el aire hubiera sido de 300 m. Al continuar con los cdlculos se en-
cuentra que la impedancia intrinseca utilizando (48) con €'’ = 0:

377

u -
L oaQ
9

n: —:ﬂ‘:

Si se deja que la intensidad de campo eléctrico tenga una amplitud méxima de 0.1 V/m,
entonces,

E. = 0.1 cos(2r 10° — .197) V/m

E.
Hy = == = (2.4 x 107%) cos(2m 10° — .19z) A/m

D12.3 Una onda plana umfamie de 9.375 GHz se pmpaga en pnhetﬂenn (véase
apéndice C). Si la amplitud del vector intensidad de campo eléctrico es. de 500 V/im y
se supone que el material estd libre de pérdidas, encuéntrese: a) la constante de fase;
b) la longitud de onda en el polietileno; ) la velocidad de pm;aagamén, d) la impe-
dancia intrinseca; e) la amplitud dse] vector intensidad de campo magnético.
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Considérese de nuevo la propagacion de ondas planas en el agua, pero a la frecuencia mu-
cho mads alta de microondas de 2.5 GHz. A frecuencias dentro de este rango o mayores los
fenémenos de relajacion dipolar y de resonancia en las moléculas de agua son considerable-
mente significativos.? Las partes real e imaginaria de la permitividad estdn presentes y am-
bas varian con la frecuencia. A frecuencias por debajo de la luz visible ambos mecanismos
producen un valor de €' que aumenta al incrementarse la frecuencia y alcanza su maximo
valor alrededor de los 10'* Hz. €' disminuye al aumentar la frecuencia, y alcanza un mini-
mo también en la vecindad de 10'* Hz. La lectura complementaria 3 proporciona los deta-
lles especificos. A 2.5 GHz los efectos de la relajacién dipolar dominan. Los valores de la
permitividad son €’ = 78 y €/'= 7. De (44), se tiene,

1/2

21 % 2.5 x 10°)4/78 7 %2
a=(n'>< oot )—1 = 21 Np/m

(3.0 x 108)4/2

Este primer célculo demuestra el principio de operacion del horno de microondas. Casi to-
dos los alimentos contienen agua, por lo que pueden cocinarse cuando la radiacion inciden-
te en el rango de las microondas se absorbe y se convierte en calor. Notese que el campo se
atenuard a un valor e~! veces su valor inicial a una distancia de /o = 4.8 cm. A esta dis-
tancia se le llama profundidad de penetracion del material y, por supuesto, depende de la
frecuencia. El valor de 4.8 cm de profundidad es un valor razonable en el cocimiento de
alimentos, puesto que llevard a un incremento de temperatura muy uniforme a lo largo
de la profundidad del material. A muy altas frecuencias, donde el valor de €” es mayor, la
profundidad de penetracién disminuye y se absorbe mucha potencia en la superficie; a fre-
cuencias més bajas, la profundidad de penetracién aumenta y no se presenta la suficiente ab-
sorcion total. Los hornos de microondas comerciales operan a frecuencias de alrededor
de 2.5 GHz.

Al utilizar (45) y realizar los cdlculos de una manera muy similar a los de o se encuen-
tra que 8 = 464 rad/m. La longitud de onda es A = 27/8 = 1.4 cm, mientras que en el es-
pacio libre esto hubiera sido A, = ¢/f = 12 cm.

Al emplear (48) se encuentra el valor de la impedancia intrinseca,

377 1
"= RJI= T

y E, estd adelantada en tiempo con respecto a H_ por 2.6° en cualquier punto.

=43+ j1.9 =43/2.6°Q

A continuacién considérese el caso de materiales conductivos. En éstos las corrientes
se forman por el movimiento de los electrones libres y huecos bajo la influencia de un cam-
po eléctrico. La relacién que gobierna lo anterior es J = oE, donde o es la conductividad
del material. Con una conductividad infinita, la onda pierde potencia por medio del calen-
tamiento resistivo del material. Se buscard una interpretacion de la permitividad compleja

2 La descripcion de estos mecanismos y de cémo producen una permitividad compleja se encuentra en el apéndice
D. Ademds, para un tratamiento més general de los efectos de relajacion y resonancia en la propagacion de ondas,
se recomienda al lector revisar las pp. 73-84 de la lectura complementana | vy las pp. 678-682 de la 2. Los estu-
dios y la informacion referente al agua se presentan en las pp. 314-316 de la lectura complementaria 3.
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en relacion con la conductividad. Considérese la ecuacion rotacional de Maxwell (23), que,
utilizando (42), se convierte en,

V xHg = jo(e' — je"E, = we"E; + jwe'E; (53)

Esta ecuacion puede expresarse de una forma mds familiar en la que se incluya la corriente
de conduccion:

V x Hy =], + jweE, (54)

Posteriormente, se utiliza J_ = oKy se interpreta € en (54) como . Esta dltima ecuacion se
convierte en:

V x Hy = (0 + jwe)E, = 3o, +Jas (55)

la cual se ha expresado en términos de la densidad de corriente de conduccién, J = oE_ y la
densidad de corriente de desplazamiento, J,, = joE . Al comparar las ecuaciones (53) y (55)
se encuentra que en un medio conductor:

(56)

Vuélvase la atencién al caso de un material dieléctrico en el que las pérdidas son muy
pequeiias. El criterio por medio del cual se evalia si las pérdidas son pequefias o no es la
magnitud de la tangente de pérdida, €"'/e’. Este pardmetro tendrd una influencia directa so-
bre el coeficiente de atenuacién, «, como se puede observar en la ecuacién (44). En el caso
de un medio conductor, en el que (56) se aplica, la tangente de pérdida se convierte en o/we’.
Por medio de la inspeccién de (55), se observa que la relacién de las magnitudes de la den-
sidad de la corriente de conduccién y la densidad de la corriente de desplazamiento es

(57)

Es decir, estos dos vectores apuntan en la misma direccién en el espacio; sin embargo, estdn
90° fuera de fase en tiempo. La densidad de corriente de desplazamiento estd adelantada 90°
con respecto a la densidad de corriente de conduccién, de la misma forma que la corriente a tra-
vés de un capacitor estd adelantada 90° con respecto a la corriente que circula, a través de una
resistencia conectada en paralelo con dicho capacitor, en un circuito eléctrico ordinario. La re-
lacion de fase la muestra la figura 12.2. El 4ngulo € (no confundirlo con al 4ngulo polar en coor-
denadas esféncas) puede identificarse, por lo tanto, como el dngulo en el que la densidad de
corriente de desplazamiento estd adelantada con respecto a la densidad de corriente total, y

i " e
o= = (58)
e WwEeE"

Por lo tanto, el razonamiento que soporta el término tangente de pérdidas es evidente. El pro-
blema 12.16 al final del capitulo indica que la Q de un capacitor (su factor de calidad, no su car-
ga), el cual incluye un dieléctrico sin pérdidas, es el reciproco de la tangente de pérdidas.

Si la tangente de pérdidas es pequeifia, entonces se pueden obtener aproximaciones muy
utiles de las constantes de atenuacién y de fase, asi como para la impedancia intrinseca. El
criterio para obtener una tangente de pérdidas pequena es €''/e’ < 1, el cual identifica el
medio como un buen dieléctrico.
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T = fw(?'E_f

/,?"‘ J = (o + joe)E,

Figura 12.2 a) La relacion fase-tiempo
entre J.. J,e Jo ¥ Eg. La tangente de 6 es
igual a o/we’ y 90° — 6 es el angulo
comun de factor-potencia, o el angulo por
el cual J, adelanta a Es.

Considerando un material conductor, para el que €'’ = o/w, la ecuacion (43) se convierte en
P q

. : . g
Jk = jo e’ j1 — Jwe’ (59)

Se puede expandir el segundo radical utilizando el teorema binomial

nin — ])x2 N nin —1¥n =2y ,

(l+xy =1+nx+ T 3l ET oy v

donde |x| < 1. Se identifica x como —jo/we'y n como 1/2, y, por lo tanto,

o 1 /0 \2
jk=joue [1-j" 4o (=) +-[=a+jB
2we’ 8 4

we

Ahora, en un buen dieléctrico,

(60a)

8

)Bm m(jk)= v/ e’ [1 § 1 (:e,)z] | (60b)

Las ecuaciones (60a) y (60b) se pueden comparar directamente con la linea de transmisién
a y B bajo condiciones de baja pérdida, como lo expresan las ecuaciones (54a) y (555) del
capitulo 11. En esta comparacion se asocia o con G. u con L y € con C. Nétese que en la
propagacion de ondas planas en medios sin fronteras no puede existir una cantidad andloga

411



412 CAPITULO 12 Laonda plana uniforme

al parametro de resistencia del conductor de la linea de transmisién, R. En muchos casos, el
segundo término de la ecuacion (60b) es lo suficientemente pequefio para que

(61)

(62a)

(62b)

Las condiciones en las que pueden utilizarse estas aproximaciones dependen de la precisién
que se desea alcanzar, en términos de cudnto se desvian los resultados de los que es posible
obtener aplicando las férmulas exactas (44) y (45). Si o/we’ < 0.1, se presentan desviacio-
nes de no mas de un pequefio porcentaje.

EJEMPLO 12.5

A manera de comparacion, repitanse los cdlculos del ejemplo 12.4 utilizando las férmulas
de aproximacién (60a), (61) y (62b).

Solucioén. Primero, la tangente de pérdidas en este caso es €'/’ = 7/78 = 0.09. Utilizan-
do (60) con €' = o/w, se obtiene

v 377
& E;_ Eﬁ = 5(7 x 8.85 x 10)(2m x 2.5 x 10")\/—7_8 =21 cm™!

Posteriormente, utilizando (614), se obtiene
B = (27 x 2.5 x 10°)v/78/(3 x 10%) = 464 rad/m

Por dltimo, con (62b),

et 377(14-'
& J
V78

Los resultados son idénticos (dentro de los limites de precisién que determinan las cifras
proporcionadas) a los del ejemplo 12.4. Tal vez se encuentren pequefias desviaciones, como
el lector podrd verificar repitiendo los célculos en ambos ejemplos y expresando los resul-
tados con cuatro o cinco cifras significativas. Como se sabe, esta dltima préctica no tendria
ningin valor debido a que los pardmetros proporcionados no estarfan especificados con tal
precision. Es muy comun que éste sea el caso, puesto que los valores medidos no siempre
se conocen con gran precision. En funcién de qué tan precisos sean estos valores, uno pue-
de utilizar, a veces, un juicio mas relajado sobre cuindo pueden utilizarse las féormulas de
aproximacion, permitiendo que los valores de la tangente de pérdidas sean mayores que 0.1
(sin embargo, ain menores que 1).

=43+ /19
2><‘78) i
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a) Ia tangente de pér

didas

12.3 El teorema de Poynting
y la potencia de las ondas

Con el propésito de encontrar el flujo de potencia asociado con una onda electromagnética, es

necesario desarrollar un teorema de la potencia de un campo electromagnético conocido como

el teorema de Poynting. Originalmente lo postul6 en 1884 el fisico inglés John H. Poynting.
El desarrollo comienza con una de las ecuaciones rotacionales de Maxwell, en la que

supone que ¢l medio es conductor:

llustraciones

oD
VxH=J+ — (63)
at
Enseguida, se calcula el producto escalar en ambos lados de (63) con E,
oD
E-VxH=E-J+E-— (64)

ot

Luego, se incorpora la siguiente identidad vectorial, la cual puede demostrarse por medio
de la expansion en coordenadas cartesianas:

VIExH=-E-VxH+H-VxE (65)
Utilizando (65) en el lado izquierdo de (64) se obtiene,
oD

H-VxE-V-ExH=J-E+E-— (66)
donde el rotacional del campo eléctrico estd dado por la otra ecuacién rotacional de Maxwell:
B
VXE=——
ar
Por lo tanto,
B aD
-H:— - V- (ExH)=J-E+E-—
at at
0

—-V-(ExH)=J-E+¢E-

JE oH
—F i — (67)
ot at

(
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Las dos derivadas con respecto al tiempo en (67) se pueden simplificar como sigue:

dE 9 (1
E. ;
€ - (21) E) (68a)
y
dH 9 (1
H- B-H
% a o (2 ) (685)

Con estas ecuaciones, la ecuacién (67) se expresa como,

(69)

Por dltimo, se integra (69) en un volumen,

J (1 J (1
—f V-(ExH)dv = J-Edv+f —(—D-E)dv+f —(—B-H)dv
vol vol vol 3! 2 vol 3f 2

Enseguida, el teorema de la divergencia se aplica en el lado izquierdo de la ecuacién, asi la
integral de volumen se convierte en una integral en la superficie que encierra al volumen.
En el lado derecho de la ecuacién se intercambian las operaciones de la integracion en el es-
pacio y la derivacién en el tiempo. El resultado final es,

La ecuacién (70) se conoce como el teorema de Poynting. En el lado derecho, la pri-
mera integral es la potencia 6hmica total (pero instantdnea) disipada dentro del volumen. La
segunda integral es la energia total almacenada en el campo eléctrico, y la tercera integral,
la energia almacenada en el campo magnético.® Puesto que las derivadas con respecto al
tiempo se calculan de la segunda y tercera integrales, esos resultados proporcionan la rapi-
dez con la que se incrementa el almacenamiento de energfa dentro del volumen, o la poten-
cia instantinea que incrementara la energia almacenada. Por lo tanto, la suma de los
términos en el lado derecho debe ser igual a la potencia total que fluye hacia adentro de es-
te volumen, por lo que la potencia total que fluye hacia fuera de este volumen es,

- - g dirr o
«dS = f J:-Edv+ — D Ed + — | -B-Hdv (70)
: vol dt vol 2 . dl‘ vol 2 :

(ExH)-dS W (71)
drea

donde la integral se calcula sobre la superficie cerrada que rodea al volumen. Al producto
vectorial E x H se le conoce como el vector Poynting, S,

S=ExH Wm? (72)

el cual se interpreta como la densidad de potencia instantanea medida en watts por metro
cuadrado (W/m?). La direccién del vector S indica la direccién del flujo de potencia instan-

3 Esta es la expresién para la energfa del campo magnético que se ha estado anticipando desde el capitulo 9.
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taneo en un punto, y mucha gente considera al vector Poynting como un vector de “apunta-
miento”. Este homénimo, a pesar de que es accidental, es correcto.

Puesto que S estd dado por el producto vectorial de E y H, la direccion del flujo de po-
tencia en cualquier punto es perpendicular tanto al vector E como al H. Esto ciertamente
concuerda con la experiencia que se tuvo con la onda plana uniforme, puesto que la propa-
gacion en la direccién 4z se asociaba con una componente £y una H,

E.a, x Hya, = §.a,
En un dieléctrico perfecto las amplitudes de los campos E y H estdn dados por
E, = Eycos(wt — Bz)

E
82, = = cos(wr — Bz)
' n

donde n es real. Por lo tanto, la amplitud de la densidad de potencia es

EZ
S, = =22 cos®(wt — Bz) (73)
n

En el caso de un dieléctrico con pérdidas, £ y H no estdn en fase. Se tiene
E = Epe”* cos(wt — B2)
Si se deja que
n = |nli6y,

entonces, se puede expresar la intensidad de campo magnético como

E,
Hy = —2¢ % cos(wt — Bz — 6y)
: n|
Por lo tanto,
E?.
S, =E.Hy= II;IU e~ 2% cos(wt — Bz)cos(wt — Bz — 6,) (74)

Puesto que se trata de una sefial sinusoidal, la densidad de potencia promedio, (S ), es la
cantidad que finalmente se medird. Para encontrarla se integra (74) en un ciclo y se divide
entre un periodo T = 1/f. Ademds, la identidad cos A cos B = 1/2 cos(A + B) + 1/2 cos(A

— B) se aplica al integrando, obteniendo:

VTR i
(Sy) = — ——=¢& ““[cos(2wt — 2Bz — 20,) + cos O,] dt (75)
TJo 21nl

La componente de la segunda arménica del integrando de (75) se integra como cero, asi que
s6lo queda la contribucién de la componente de cd. El resultado es

4 Notese que el simbolo S del vector se utiliza para el vector Poynting, v no se debe confundir con vector diferen-
cial de 4rea, dS. Este ultimo, como se sabe, es el producto de la perpendicular hacia fuera de la superficie y el drea
diferencial.
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(76)

Nétese que la densidad de potencia se atenda en funcién de e~2*, mientras que E yH, dis-
minuyen en funcién de e “.

Por (ltimo, se puede observar que es posible obtener la expresién anterior de una ma-
nera muy facil utilizando las formas fasoriales de los campos eléctrico y magnético. En for-
ma vectorial, éstas son,

{S) (77)
En el presente caso,
E, = Ege 'Fa,
¥
H = ﬁe”"-m:a\, = @eﬂ}e”ﬁ’a
oy n|

donde se supone que E  es real. La ecuacién (77) se aplica en cualquier onda electromag-
nética sinusoidal y proporciona tanto la magnitud como la direccién de la densidad de po-
tencia promedio.

;"'D‘l 2;5 A fr‘ecue.nc:' ?-'de 1, 100 y 3000 MHz la constante dxelécmea desl hielo fabri-

~ cado con agua pura tiene valm'es de 4.15, 3.45 y 3.20, respecuvamente mientras que
la tangente de pérdidas es de 0. 12,0035y 10.0009, respectivamente también. Si una
onda plana uniforme con una amplitud de 100 V/men z = 0 se propaga a través de di-
cho medio, encuéntrese la densidad de potencxa promf:dw enz=10 y z = 10 m de ca-
da frecuencia.

.Ihspuosta. 27131257\"4’:‘1:12 24?3(63! W/m?; 237y863W/m2

12.4 Propagacion en buenos
conductores: el efecto piel

Como un estudio adicional de la propagacién con pérdidas, se investigara el comportamien-
to de un buen conductor cuando se propaga por €l una onda plana uniforme. Dicho material
satisface el criterio general de alta pérdida, en el que la tangente de pérdidas ¢’'/¢’ > 1. La
aplicacion de esto en un buen conductor lleva a un criterio més especifico, o/(we’) > 1. Co-
mo antes, se tiene cierto interés en las pérdidas que se presentan en la transmisién de ondas
a través de un buen conductor, y se buscardn nuevas aproximaciones para el cdlculo de la
constante de fase, el coeficiente de atenuacion y la impedancia intrinseca. Sin embargo,
la modificacion del problema bdsico adecuado a buenos conductores es un factor nuevo. Es-
to se relaciona con las ondas asociadas con campos electromagnéticos que existen en un die-
Iéctrico externo junto a la superficie del conductor: en este caso, la propagacion de ondas a
lo largo de la superficie. La porcion de todo el campo que existe dentro del conductor su-
frird pérdidas disipativas que generan las corrientes de conduccién. Por lo tanto, todo el
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campo se atenuaréd al aumentar la distancia del recorrido a lo largo de la superficie. Este es
el mecanismo de la pérdida resistiva en las lineas de transmisién que se estudié en el capi-
tulo 11, en el que se incorpora el pardmetro de la resistencia de linea, R.

Un buen conductor posee, implicitamente, una alta conductividad y grandes corrientes
de conduccién. Por lo tanto, la energia representada por la onda que viaja a través del ma-
terial disminuye a medida que la onda se propaga, ya que las pérdidas 6hmicas estan conti-
nuamente presentes. Al estudiar la tangente de pérdidas se vio que la relacion entre la
densidad de corriente de conduccién y la densidad de corriente de desplazamiento en un ma-
terial conductor estd dada por o/we’. Al seleccionar un conductor metdlico pobre y una fre-
cuencia muy elevada como un ejemplo conservador, esta relacién’ para el nicromo (o = 109)
a 100 MHz es de alrededor de 2 x 108, Por lo tanto, se tiene una situacion donde o/we’ > 1,
y se debe tener la posibilidad de hacer aproximaciones muy buenas para encontrar «, Sy 1
en un buen conductor.

La expresion general de la constante de propagacion es, de (59),

o
Jk = joy/ e’ [ 1 —jT
62]

la cual se simplifica inmediatamente para obtener

; ; : , (&
Jk= joype [—j—
e

o
jk = jy-jouc
Pero,
—j=1.-90°
¥

1
V190 =1/.-45° = 7(1 i

Por lo tanto,

g —j)\f“% =il b i et B (78)

De aqui que

a=f=nfuo (79)

Sin considerar los pardmetros i y o del conductor o la frecuencia del campo aplicado,
o y B son iguales. Si se supone de nuevo solamente una componente E_viajando en la di-
reccién +z, entonces,

E, = E.ge”*V™# cos (wt — zo/7f no) (80)

3 Es costumbre utilizar la expresion €' = €, para conductores metalicos.
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Este campo se puede enlazar en el conductor con un campo externo en la superficie del con-
ductor. Sea la regién z > 0 un buen conductor, y la regién z < 0, un dieléctrico perfecto. En
la superficie de la frontera z = 0, (80) se convierte en

E, = E,gcoswt (z=0)

Esta debe considerarse como el campo fuente que establece los campos dentro del conduc-
tor. Puesto que la corriente de desplazamiento es despreciable,
J=0cE

Por lo tanto, la densidad de corriente de conduccién en cualquier punto en el conductor es-
ta directamente relacionada con E:

Jy =0E, =0 Ee V™ cos (wt — zy/nf o) (81)

Las ecuaciones (80) y (81) poseen una gran cantidad de informacién. Considerando prime-
ro el término exponencial negativo, se encuentra un decremento exponencial en la densidad
de corriente de conduccion y en la intensidad de campo eléctrico con una penetracién hacia
el conductor (saliendo de la fuente). El factor exponencial es unitario en z = 0 y disminuye
a e~ =0.368 cuando,

1
v fuo

Esta distancia se denota por § y se llama profundidad de penetracion, o profundidad de la piel,

F—

(82)

Este pardmetro es importante en la descripcién del comportamiento de un conductor some-
tido a campos electromagnéticos. Para tener una idea de la magnitud de la profundidad de
la piel, considérese el cobre, o = 5.8 x 107 S/m, a diferentes frecuencias. Se tiene,
5 0.066
Cu \/-F

A una frecuencia (de transmision de potencia) de 60 Hz, 8¢y = 8.53 mm. Recordando que
la densidad de potencia contiene un término exponencial e—2¢Z, se observa que la densidad
de potencia estd multiplicada por un factor de 0.368% = 0.135 por cada 8.53 mm de distan-
cia dentro del cobre.

A una frecuencia de microondas de 10 000 MHz, § es 6.61 x 10~* mm. Dicho de una
forma mds general, todos los campos en un buen conductor, como el cobre, son basicamen-
te cero a una distancia mayor que algunas profundidades de piel con respecto a la superfi-
cie. Cualquier densidad de corriente o intensidad de campo eléctrico en la superficie de un
buen conductor decrece rapidamente a medida que se avanza en el conductor. La energia
electromagnética no se transmite en el interior de un buen conductor; ésta viaja en la regi6n
alrededor del conductor, mientras que éste solamente guia las ondas. Se estudiard con ma-
yor profundidad la propagacién guiada en el capitulo 14.

Supéngase que se tiene una barra de cobre en una subestacién de una compaiifa de elec-
tricidad en la que se desea transmitir corrientes de gran magnitud y, por lo tanto, se selec-
ciona un tamaro de la barra de 2 por 4 pulgadas. En consecuencia, gran parte del cobre se
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desperdiciard debido a que los campos se reducen significativamente, en una profundidad
de piel, a alrededor de 8.5 mm.°

La utilizacién de un conductor hueco con un grosor de pared de aproximadamente 12
mm seria un mejor disefio. Aunque se estan aplicando los resultados de un andlisis realiza-
do en un conductor planar infinito a un conductor de dimensiones finitas, los campos se ate-
ndan en este dltimo tipo de conductor de manera similar (pero no idéntica).

La extremadamente pequenia profundidad de piel a frecuencias de microondas muestra
que sélo la capa superficial del conductor es importante. Un ejemplo de un excelente con-
ductor a estas frecuencias es un pedazo de vidrio con una superficie de plata evaporada de
3 pum de grosor.

A continuacion se determinan las expresiones para la velocidad y la longitud de onda
dentro de un buen conductor. De la ecuacidn (82), ya se tiene que

I
a=8= 3 =nfuo

Entonces, puesto que

2r
B=—
A
se puede ver que la longitud de onda es
A=2x7$ (83)
Asimismo, recordando que
w
V, = —
TR
se tiene
=08 (84)

Para el cobre a 60 Hz, A = 536 cm y v, = 3.22 m/s, o aproximadamente ;7.2 millas/hora!
Muchos entre nosotros pueden correr mas rapido que eso. Por supuesto, en el espacio libre,
una onda de 60 Hz tiene una longitud de onda de 3100 millas y viaja a la velocidad de la luz.

Considérese de nuevo la propagacién de ondas en el agua, pero esta vez considérese el agua
del mar. La diferencia principal entre el agua de mar y el agua dulce es, por supuesto, su
contenido de sal. El cloruro de sodio se desasocia en el agua para formar iones Na* y Cl—,
los cuales, estando cargados, se moverdn cuando estén bajo la fuerza de un campo eléctri-
co. El agua del mar es, por lo tanto, conductora, y atenuara las ondas electromagnéticas me-
diante este mecanismo. A frecuencias en la vecindad de 107 Hz y menores, los efectos de
cargas ligadas en el agua, estudiados anteriormente, son despreciables, y las pérdidas en el
agua del mar se originan sobre todo de la conductividad asociada con la sal. Se considera
una onda incidente a una frecuencia de 1 MHz. Se desea encontrar la profundidad de piel,
la longitud de onda y la velocidad de fase. En el agua del mar, 0 =4 S/my €' = 81.

% La compaiifa de luz opera a 60 Hz.
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Solucion. En primera instancia, se evalda la tangente de pérdidas utilizando los datos pro-
porcionados:
o 4

= =89x10°> 1
we'  (2m x 105)(81)(8.85 x 10-12) . o

El agua del mar es, por lo tanto, un buen conductor a 1 MHz (y a frecuencias menores). La
profundidad de piel es

1 1
N Vrfuo B \/(JT x 109)(dmr x 10-7)(4)

) =025m=25¢cm

Ahora,

A = 22rd=1.6Mm

vp = wd = (21 x 10°)(0.25) = 1.6 x 10° m/seg

En el espacio libre estos valores pudieron haber sido A = 300 m y, por supuesto, v = c.
Con una profundidad de piel de 25 cm, es obvio que es imprictica la comunicacién en
radiofrecuencia en el agua de mar. Notese, sin embargo, que § varia con I/\/ﬁ por lo que
las comunicaciones mejoran a frecuencias mds bajas. Por ejemplo, si se utiliza una frecuen-
cia de 10 Hz (la cual estd en el rango de ELF o de frecuencias extremadamente bajas), la
profundidad de piel aumenta a | MHz por un factor de |_06f\/ﬁ de tal forma que

(10 Hz) = 80m

La longitud de onda correspondiente es A = 278 = 500 m. Por muchos afios se utilizaron
frecuencias en el rango ELF en las comunicaciones submarinas. Las sefiales se transmitian
con antenas terrenas de enormes dimensiones (las cuales eran necesarias debido a que la
longitud de onda en el espacio libre asociada con una frecuencia de 10 Hz es de 3 x 107 m).
Asi, los submarinos captaban las sefiales mediante una antena suspendida de alambre con
una longitud menor a 500 m, la cual era suficiente. L.a desventaja era que las velocidades de
transmisién de datos en ELF eran lo suficientemente lentas para que una sola palabra requi-
riera varios minutos para transmitirse. Tipicamente, mediante sefiales ELF se indicaba al
submarino que iniciara procedimientos de emergencia o se acercara a la superficie para re-
cibir un mensaje més detallado por medio del satélite.

A continuacion, la atencion se enfocard a la bisqueda del campo magnético, H ; aso-
ciado con E_. Para hacerlo es necesaria una expresién para la impedancia intrinseca de un
buen conductor. Se comienza con la ecuacién (48), seccion 12.2, con €' = o/w,

jop

._?? Vo + jwe

Puesto que o > w, se tiene,

| jou
n=4—
g
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la cual puede escribirse como,

(85)
Por lo tanto, si se escribe (80) en términos de la profundidad de piel,
E, = Epe %% cos (wr - g) (86)
entonces
0dEvw _, /5 A ¢
- 205 - — = 7
H, 7 e COs (wr 3 4) (87)

y se ve que en la mdxima amplitud de la intensidad del campo magnético ocurre un octavo de
ciclo después que la amplitud méxima de la intensidad del campo eléctrico en cada punto.
En las ecuaciones (86) y (87) se puede obtener el vector Poynting promedio aplicando (77),

_108E% 5. n
(S.) =g 7 e cos (E)

Se puede observar de nuevo que en una distancia de una profundidad de piel, la densidad de
potencia es de tan s6lo de e=2 = 0.135 de su valor en la superficie.

La pérdida de potencia promedio total en un ancho 0 < y < b y una longitud 0 < x < L
en la direccion de la corriente, como lo muestra la figura 12.3, se obtiene encontrando la po-
tencia que cruza la superficie del conductor dentro de esta drea,

Dieléctrico Buen
perfecto conductor

Figura 12.3 2) La densidad de corriente J, = J, e~%%e~12?
disminuye en magnitud conforme la onda se propaga
dentro del conductor. La perdida de potencia promedio en
laregibn 0 <x < L,0 <y < b z > 0 es dbL JZ,/40 watts.
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b I
1o 1 b
P, = (S:)da:ff —08E2 e *?  dxdy=-08bLEZ,
irea 0 0 4 z=l) 4

En términos de la densidad de corriente J_, en la superficie,

j.t() =g E).’U

se tiene

Pr =_4—~56bufﬂ (88)

Ahora se verd qué pérdida de potencia resultaria si la corriente fotal en un grosor b estuvie-
ra distribuida uniformemente en una profundidad de piel. Encontrar la corriente total requie-
re integrar la densidad de corriente sobre la profundidad infinita del conductor,

oo pb
! :f Jydydz
0 0

donde
J. = Joe ¥ cos (cut - g)

0, en notacién exponencial compleja, para simplificar la integracion,

Jys = Jer_:/‘se_j:/é

= Jtﬂe—mﬂ}:/a“
Por lo tanto,
00 b )
II =[ f J_roe—“-i—jk/ﬁdy d.a
0 0
; A
. Jxobe—(l-i-_r):fﬁ
1+l
_ Juhs
14
b

{i= J'j;a cos (wt — %)

Si esta corriente se encuentra distribuida con una densidad uniforme J' en la seccidn trans-
versal 0 < y < b, 0 < 7 < 4, entonces,

Jwo T
J = = cos (wr - ﬁ)
V2 4
La pérdida de potencia 6hmica por unidad de volumen es J - E y, por lo tanto, la potencia
instantdnea total disipada en el volumen que se esta considerando es,

-

1 J= 5
Prill) = ;U’)szcﬁ = ﬁ;’ bL§ cos” (wr - i;-)
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La pérdida de potencia promedio se obtiene facilmente puesto que el valor promedio del
factor cuadrético cosenoidal es la mitad,

: 1 st ::.:.___5
b & bLS (89)

Al comparar (88) y (89) se puede observar que son idénticas. Por lo tanto, la pérdida de
potencia promedio en un conductor en el que esta presente el efecto piel puede calcularse al
suponer que la corriente total estd distribuida uniformemente en una profundidad de piel. En
términos de resistencia, se puede decir que la resistencia de una placa de una anchura b y
una longitud L y profundidad infinitamente pequena con efecto piel es la misma que la que
se presenta en una placa de anchura b, longitud L y profundidad 4 sin efecto piel o con una
distribucion de corriente uniforme.

Esto se puede aplicar a un conductor con seccion transversal circular con un pequefio
error, siempre y cuando el radio a sea mucho mayor que el efecto piel. La resistencia a una
frecuencia alta donde exista un efecto piel bien desarrollado se encuentra, por lo tanto, con-
siderando una placa de anchura igual a la circunferencia 27za y profundidad 8. De aqui que,

(90)

Un alambre de cobre redondo de 1 mm de radio y 1 km de longitud tiene una resistencia a
la corriente directa de

Req i 10° —548Q
“ = 710658 x 107)

A una frecuencia de 1 MHz, el efecto piel es de 0.066 mm. Por lo tanto, § << a, y la resis-
tencia a 1 MHz se encuentra con la ecuacion (90),

B 10°
T 271073(5.8 x 107)(0.066 x 10-3)

=41.5Q

D12.7 Una tuberfa de : acero se censtmya de un ma:ﬁnal cuyu ;4 - 180 y c=4x

'106 S/m. Los dos radios son 5 y 7 mm, yla 1ongttud es de 75 m. 81 la corriente total |
I(r) que circula por la tuberia es de 8 cos wr A, donde w = 12007 rad/s, encuéntrese:
a} la proﬁmdldad de pzel b) ia resmtencxa efectxva c) ia remstenom en cd cﬁ la pér-g*

g 07661&“1 9551'“ {)2499 17 82W

12.5 Polarizacion de onda

En las secciones precedentes se han estudiado ondas planas uniformes en donde se supone
que los vectores de campo eléctrico y magnético se encuentran en direcciones fijas. En par-
ticular, en una onda que se propagaba a lo largo del eje z. E estaba sobre el eje x, lo cual re-
queria entonces que H estuviera sobre el eje v. Esta relacién ortogonal entre E, Hy S era
siempre vilida para una onda plana uniforme. Las direcciones de E y H sobre el plano per-
pendicular a a_ pueden cambiar, sin embargo, en funcién del tiempo y la posicién lo hardn

Animaciones
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dependiendo de cémo se genero la onda o en qué tipo de medio se estd propagando. Por lo
tanto, una descripcion completa de una onda electromagnética no solamente incluye para-
metros como su longitud de onda, velocidad de fase y potencia, sino que también una espe-
cificacion de la orientacién de sus vectores de campo en un instante determinado. Se define
la polarizacién de onda como la orientacién del vector campo eléctrico como funcién del
tiempo en un determinado punto en el espacio. Una caracterizacién mds completa de la po-
larizacién de una onda incluiria, de hecho, la especificacion de la orientacién del campo en
todos 10s puntos, ya que algunas ondas poseen variaciones en el espacio en su polarizacion.
Es suficiente especificar sélo la direccién del campo eléctrico, puesto que el campo magné-
tico se encuentra con facilidad a partir de E utilizando las ecuaciones de Maxwell.

En las ondas estudiadas hasta ahora, E tenia una orientacién recta fija en todo momen-
to y para toda posicion. Se dice que dicha onda esta polarizada linealmente. Se ha conside-
rado que E estd sobre el eje x; sin embargo, el campo puede estar orientado en cualquier
direccion fija sobre el plano xy y estar polarizado linealmente. Para el caso de la propaga-
cidén en la direccidn z positiva, la onda tiene, en general, su fasor de campo eléctrico expre-
sado como,

(o1

donde £y E , son las amplitudes constantes a lo largo de x y y. El campo magnético pue-
de encontrarse con facilidad determinando sus componentes x y y directamente a partir de
las de E. En especifico, el valor de H, para la onda descrita en la ecuacién (91) es

. —iBy E, E; g
H; = [Ha, + Hyoa,] e e /7 = [——~‘°ax - Oa.,} e P 92)
- n no

En la figura 12.4 se dibujan los dos campos y se demuestra el porqué del signo menos
en el término que involucra a E_ en la ecuacion (92). La direccién del flujo de potencia da-
do por E x H es, en este caso, en la direccion positiva del eje z. Una componente de E en

Figura 12.4 Configuracion de los campos
eléctrico y magnético para una onda general
plana polarizada linealmente en la direccion de z
hacia delante (hacia fuera de la pagina). Las
componentes del campo corresponden a las de
las ecuaciones (91) y (92).
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la direccién positiva de y requeriria de una componente de H en la direccién negativa de x;
por lo tanto, de un signo de menos. Mediante (91) y (92) se puede encontrar la densidad de
potencia en la onda utilizando (77):

1 1 2
(S,) = ERe{Es xH]= 5Re{E_‘-UJH’_:‘O(a,t x ay) + EyoH (a, x a,)}e™*

= -l-Re{ E"'OLE:O - Eyﬂf;g l e g,
2 n n

1 1
= Re!} (| Exol* + | Eyol*)e™**%a, W/m®
2 e :

Este resultado demuestra la idea de que una onda plana polarizada linealmente puede
considerarse como dos ondas planas distintas que tienen polarizaciones en x y en y, y cuyos
campos eléctricos se combinan en fase para generar la componente E. Lo mismo es vilido
para las componentes del campo magnético. Este es un punto critico en la comprensién de
la polarizacién de la onda, en el sentido de que cualquier estado de polarizacion puede des-
cribirse en términos de las componentes mutuamente perpendiculares del campo eléctrico
y sus fases relativas.

A continuacion se considera el efecto de una diferencia de fase, ¢, entre £,y E}, o don-
de ¢ < n/2. Por simplicidad, se considerard la propagacion en un medio sin pérdidas. El
campo total en forma fasorial es,

(93)

De nuevo, para ayudar a visualizar mejor, conviértase esta onda a la forma instantdnea real
multiplicando por ¢*' y tomando la parte real:

(94)

donde se ha supuesto que E_, y E  son reales. Supéngase que r = 0, en cuyo caso (94) se
convierte en [utilizando cos (—x) = cos (x)],

E(z,0) = E;gcos(Bz)a, + Ecos(Bz — @)a, (95)

Las magnitudes de las componentes de E(z, 0) estdn graficadas como funciones de z en la
figura 12.5. Puesto que el tiempo se f1j6 en cero, la onda estd congelada en cuanto a su po-
sicion. Un observador se puede mover a lo largo del eje z para medir las magnitudes de las
componentes y, por lo tanto, la orientacién del campo eléctrico total en cada punto. Consi-
dérese una cresta de E , indicada con el punto a en la figura 12.5. Si ¢ fuera cero, E_ tendria
una cresta en el mismo lugar. Puesto que ¢ no es cero (y positivo), la cresta de JE.'v que de
otra forma ocurriria en el punto a, se desplaza ahora al punto b alejandose de z. Los dos pun-
tos estdn separados por una distancia ¢/B. Por lo tanto, E se refrasa con respecto a E_cuan-
do se considera la dimension espacial.

Ahora supongase que el observador se detiene en algun punto sobre ¢l eje z y se deja que
el tiempo siga transcurriendo. Ambos campos se mueven ahora en la direccién positiva de z,
como lo expresa (94). Sin embargo, el punto b alcanza primero al observador seguido del pun-
to a. Asi que se observa que E se adelanta con respecto a E_cuando se considera la dimen-
si6n temporal. En cualquier caso (7 fijo y z variable o viceversa), el observador nota que el
campo neto gira con respecto al eje z mientras que su magnitud cambia. Considerando como
punto de partida a z y a t, en los cuales el campo tiene una orientacién y magnitud determinadas,
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E(, 0)

__,% .

Ubicacién
del observador

Desplazamiento
de la onda

Figura 12.5 Graficas con las magnitudes de las componentes del campo
eléctrico de la ecuacion (95) como funciones de z. Notese que la componente y
se retrasa con respecto a la componente x en z. Conforme el tiempo aumenta a
partir de cero, ambas ondas viajan a la derecha, como |o describe (94). Por lo
tanto, para un observador situado en un punto fijo, la componente y esta
adelantada en el tiempo.

la onda regresard a la misma orientacién y magnitud en una distancia de una longitud de on-
da en z (para una ¢ fija) o en un tiempo ¢t = 27/ después (para una z fija).

Con fines ilustrativos, si se considera la longitud del vector campo como una medida
de su magnitud, se encuentra que en una posicion fija la punta del vector dibuja la forma de
una elipse en el tiempo t = 27/w. Se dice que la onda esta polarizada elipticamente. La po-
larizacion eliptica es, de hecho, el estado de polarizacion mdas general, puesto que abarca
cualquier diferencia en magnitud y fase entre £_y E . La polarizacion lineal es un caso es-
pecial de la polarizacién eliptica en la cual la diferencia de fase es cero.

Otro caso especial de polarizacion eliptica se presenta cuando E, , = E , = E , y cuan-
do ¢ = £n/2. En este caso la onda muestra polarizacion circular. Para verla se incluyen es-
tas restricciones en la ecuacién (94) y se obtiene,

E(z, t) = Eplcos(wt — Bz)a, + cos(wt — Bz =7 /2)a,]
= Eplcos(wt — Bz)ay F sen(wt — fz)a,] (96)

Si se considera una posicion fija a lo largo del eje z (por ejemplo, z = 0) y se hace que va-
rie el tiempo, (96), con ¢ = + 7/2, se convierte en,

E(0, 1) = Eqlcos(wn)a, — sen(wi)a,] 97)

Si se selecciona —m/2 en (96), se obtiene,

E(0, 1) = Eglcos(wh)a, + sen(wt)ay] (98)

El vector campo de la ecuacion (98) gira en contrasentido al de las manecillas del reloj en
el plano xy, mientras que la amplitud £ ; se mantiene constante y, por lo tanto, la punta del
vector dibuja un circulo. La figura 12.6 muestra este comportamiento.
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.~ Rotacién del campo

LS

Z,k '-._‘____ s, i

Figura 12,6 Campo eléctrico en el plano xy
de una onda plana polarizada circularmente a
la derecha, como se describe en (98).
Conforme la onda se propaga en la direccion
de z hacia delante, el campo vectorial gira en
contrasentido al de las manecillas del reloj en
el plano xy.

Seleccionando +7/2 se llega a (97), cuyo vector campo gira en el sentido de las manecillas
del reloj. El sentido (derecha o izquierda) de la polarizacién circular estd asociado con las
direcciones de rotacién y propagacion de la manera siguiente: la onda muestra polarizacion
circular izquierda (1.c.p., left circular polarization) si, cuando se dirige la mano izquierda
con el dedo pulgar en la direccién de propagacién, los dedos se doblan en la direccién de
giro del campo con el tiempo. La onda muestra polarizacion circular derecha (r.c.p., right
circular polarization) si, cuando con el dedo pulgar de la mano derecha en la direccién de
propagacion, los dedos se doblan en la direccién del giro del campo.” Por lo tanto, en la pro-
pagacion hacia delante en el eje z, la ecuacién (97) describe una onda polarizada circular-
mente hacia la izquierda, y (98), una onda polarizada circularmente hacia la derecha. La
misma convencién se aplica a la polarizacién eliptica, en la que se utilizan las descripcio-
nes polarizacion eliptica izquierda y polarizacion eliptica derecha.

La aplicacion de (96) permite obtener el 4ngulo instantdneo del campo con respecto a
la direcci6n x, para cualquier posicién sobre el eje z, a través de,

Ey i —
6(z,t) = tan™! (—El) = tan~! (f:;f:_ ﬁi)d) = F(wt — Bz) (99)

donde, de nuevo, el signo de menos (obteniéndose l.c.p. para la propagacion positiva sobre
z) se aplica en la seleccién de ¢ = +7/2 en (96); el signo de més (obteniéndose r.c.p. para

7 Algunas personas invierten esta convencién (particularmente, en 6ptica) para destacar la importancia de la con-
figuraci6n espacial del campo. Nétese que el r.c.p. por definicién se forma mediante la propagacién de un campo
espacial que tiene la forma de un sacacorchos de mano izquierda y, por esa razén, se le conoce como polarizacién
circular hacia la izquierda (véase figura 12.7). La polarizacién circular hacia la izquierda, como se definid, resul-
ta de la propagacion espacial de un campo en forma de un sacacorchos de mano derecha, y es llamada polarizacién
circular hacia la derecha por los partidarios del espacio. Obviamente, es necesario ser precavido en la interpretacion
de lo que se quiere decir cuando se utiliza el término, direccién de la polarizacion, en un texto con el cual el lec-
tor no estd familiarizado.
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la propagacién positiva sobre z) se utiliza si ¢ = —m/2. Si se selecciona z = 0, el dngulo se
convierte simplemente en wt, el cual alcanza un valor de 27 (una vuelta completa) en el
tiempo ¢ = 2n/w. Si se selecciona t = 0 y se permite que z varie, se presenta un patrén de
campo en forma de “sacacorchos”. Una forma de visualizar consiste en considerar un pa-
trén en forma de escalera en espiral, en el que las lineas de campo (los escalones) sean per-
pendiculares al eje z (0 escalera). La relacion entre este patrén de campo en el espacio y el
comportamiento resultante en el tiempo para un valor fijo de z, a medida que la onda se pro-
paga, se muestra, en la concepcién de un artista, en la figura 12.7.

El sentido de la polarizacién (izquierda o derecha) se cambia invirtiendo el sentido del
patrén del sacacorchos. El modelo de la escalera en espiral s6lo es una ayuda para la visua-
lizacion. Se debe recordar que la onda todavia es una onda plana uniforme cuyos campos
en cualquier posicién sobre el eje z son infinitos en alcance sobre el plano transversal.

Existen muchas aplicaciones de las ondas polarizadas circularmente. Quizés la ventaja
mds evidente es que la recepcion de una onda con polarizacion circular no depende de la
orientacion de la antena en el plano normal a la direccién de propagacién. Por ejemplo, las
antenas de dipolo requieren orientarlas a lo largo de la direccién del campo eléctrico de la
sefial que reciban. Si se desean transmitir sefiales polarizadas circularmente, los requisitos
de orientacién de la antena receptora se facilitan en forma considerable. En éptica, la luz

Y

Figura 12.7 Representacion de una onda polarizada circularmente a la
derecha. El vector del campo eléctrico (en color blanco) girara hacia el eje y
conforme la onda se mueva en el plano xy en la direccion de k. Este giro en
contrasentido al de las manecillas del reloj (cuando se observa hacia la fuente de
la onda), satisface la convencién de rotacion temporal de mano derecha como se
describi6 en el texto. Sin embargo, la onda parece como si fuera un sacacorchos
de mano izquierda y, por esta razén, se le llama polarizacion circular izquierda en
la otra convencion.



12.5 Polarizacion de onda

polarizada circularmente puede pasarse a través de un polarizador de cualquier orientacién
(aunque, de esta forma, uno pierde la mitad de la potencia). Otros usos incluyen el trata-
miento de luz polarizada linealmente como una superposicién de ondas polarizadas circu-
larmente, las cuales se describirdn a continuacién.

Es posible generar luz polarizada circularmente utilizando un medio anisotrépico, un
material cuya permitividad esté en funcién de la direccién del campo eléctrico. Muchos cris-
tales poseen esta propiedad. La orientacién de un cristal puede encontrarse de tal forma que
a lo largo de una direccion (digamos, el eje x) la permitividad es menor, mientras que a lo
largo de una direccion ortogonal (el eje y) la permitividad es mayor. La estrategia consiste
en inyectar una onda polarizada linealmente con su vector campo a 45 grados con respecto
a los ejes x y y del cristal. Por lo tanto, la onda tendrd componentes x y y con igual ampli-
tud en el cristal y que se propagardn en la direccion z a velocidades diferentes. A medida
que se propagan, entre las componentes se acumula una diferencia de fase (o retardo), la
cual puede alcanzar un valor de 7/2 si el cristal es lo suficientemente grande. Por lo tanto,
la onda a la salida esta polarizada circularmente. Dicho cristal, cortado a la medida correc-
ta y utilizado de esta forma, se llama placa de un cuarto de onda, puesto que introduce un
corrimiento de fase relativo de /2 entre £y E , el cual equivale a A/4.

Es ttil expresar ondas polarizadas circularmente en forma fasorial. Para llevar a cabo
esto, nétese que (96) puede expresarse como,

Bz, )= Re{Ege"'“"'e*jﬁ:[a_‘- + e*j”"za,]]

Utilizando el hecho de que e®%? = % j, se identifica la forma fasorial como:

(100)

en donde el signo mds se utiliza para la polarizacién circular izquierda, y el signo menos, para
la polarizacion circular derecha. Si la onda se propaga en la direccién negativa de z, se tiene,

(101)

en donde, en este caso, el signo positivo se aplica a la polarizacién circular derecha, y el sig-
no menos, a la polarizacién circular izquierda. Se invita al lector a comprobarlo.
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Considérese el resultado de sobreponer dos campos con la misma amplitud, frecuencia y di-
reccion de propagacién, polarizados circularmente a la izquierda y a la derecha, pero con un
corrimiento de fase de & radianes entre ambos.

Solucién. Considerando que ambas ondas se propagan en la direccién +z e introducien-
do una fase relativa, 8, se calcula el campo fasorial total utilizando (100):

E;r =E +Ey. = Eola, — ja,Je™/* + Egla, + ja,le/#<e/
Agrupando las componentes similares, se obtiene
E;r = Eol(1 +¢/%)a, — j(1 — e/®)a,)e 7"
Factorizando el término fasorial, ¢/?, se obtiene

E.; = Eoe’®?[(e7? + /*/)a, — j(e7 %7 — e//%)a ] e~ IP*

EJEMPLO 12.7
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Aplicando la identidad de Euler, se puede ver que e/2/2 + ¢=//2 =2 cos §/2 y /%2 — ¢7/%/2
= 2j sen &/2. Utilizando estas relaciones se obtiene,

E,r = 2Ep[cos(8/2)a, + sen(§/2)a,Je /P~ (102)

Se puede reconocer la ecuacion (102) como el campo eléetrico de una onda polarizada li-
nealmente, cuyo vector de campo estd orientado a un dngulo §/2 con respecto al eje x.

El ejemplo 12.7 muestra que cualquier onda polarizada linealmente puede expresarse
como la suma de dos ondas polarizadas circularmente en sentido opuesto, donde la direc-
cién de polarizacién lineal la determina la diferencia de fase relativa entre ambas ondas. Dicha
representacién es conveniente (y necesaria) cuando se considera, por ejemplo, la propaga-
cion de luz polarizada linealmente a través de un medio que contiene moléculas orgédnicas. A
menudo, éstas presentan estructuras en espiral que tiene una inclinacién en sentido izquier-
do o derecho y que, por lo tanto, interactdan de manera diferente con polarizacion circular
derecha o izquierda. Como resultado, la componente circular izquierda puede propagarse a
una velocidad diferente que la componente circular derecha, por lo que las dos ondas acu-
mulardn una diferencia en fase a medida que se propaguen. En consecuencia, la direccion
de un vector campo polarizado linealmente a la salida del material serd diferente con res-
pecto a la direccién que tenia a la entrada. El grado de esta rotacion puede utilizarse como
una herramienta de medida en el estudio de diferentes materiales.

Los asuntos relacionados con la polarizacion serdn de gran importancia cuando se con-
sidere la reflexién de ondas en el capitulo 13.
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Problemas
12.1 Demuestre que E_ = A¢/*9"+%) es una solucién de la ecuacion vectorial de Helm-
holtz, ecuacion (30), para k ; = wpy€, y cualquier valor de ¢ y A.

12.2 Una onda plana uniforme de 100 MHz se propaga en un medio sin pérdidas para el
cual €, =5y pu, = 1. Encuentre: a) v ; b) p: c) A;d)E; e)H; f) (S).

12.3 Un campo H en el espacio libre estd dado por H(x. 1) = 10 cos ( 108 — px)a, A/m.
Encuentre: a) B; b) A; ¢) e(x, 1) en P(0.1,0.2,0.3)enz = 1 ns. ‘

124 Dados £(z, 1) = E je~% sen(wt — Bz)a, y n = |n| €, encuentre: a) E; b) H; ¢) (S).



Problemas

12,5 Una onda plana uniforme de 150 MHz en el espacio libre esta descrita por H, = (4
+j10)(2a, + ja ) e~/ A/m. a) Encuentre los valores numéricos de w, A y B. b) En-
cuentre H (z, )ent = 1.5 ns, z = 20 cm. ¢) (Qué es |E| . ?

12.6 Una onda plana polarizada linealmente en el espacio libre tiene un campo eléctrico
dado por £(z, 1) = (25a, — 30a)) cos(wt — 50,) V/m. Encuentre: a)w; b)E; c) H;
d) (S). '

12.7 Laintensidad del campo magnético fasorial de una onda plana uniforme de 400 MHz
que se propaga en un cierto material sin pérdidas es (2a, — j5a ) e /*>* A/m. Sabien-
do que la amplitud méxima de E es 1500 V/m, encuentre 8, n, A, Vp € My Y H(x, y
b

12.8 Permita que los campos £(z, ) = 1800 cos(10’7r — Bz)a V/my H (z, 1) = 3.8
cos(107mt — Bz)a, A/m representen una onda plana uniforme que se propaga a una
velocidad de 1.4 x 10® m/s en un dieléctrico perfecto. Encuentre: a) B; b) A; ¢) n;

d) s (e)e,

12.9 Un cierto material sin pérdidas tiene una i, = 4 y €, = 9. Una onda plana uniforme
de 10 MHz se propaga en la direccién a_con £, =400 V/imy E, = E ;= 0O en
P(0.6,0.6,0.6)ent=60ns.a) Encuentre B A, v, Y1 b) Encuentre E(t) c) Encuen-
tre H(r).

12.10 En un medio caracterizado por una impedancia intrinseca 1 = || &, se propaga una
onda plana polarizada linealmente con un campo magnético dado por H, = (H, a +
Hya,) e~ e7/7 Encuentre: a) E; b) € (x, 1); ¢) H(x, t); d) (S). o

12.11 Una onda plana uniforme de 2 GHz tiene una amplitud E ; = l 4kV/men (0,0,0,
1= 0) y se propaga en la direccion a_en un medio en el que ¢’ =1.6 x 10~!! F/m,
€ =3.0x 107" F/m y 4 = 2.5 uH/m. Encuentre: a) E, en P(0, 0, 1.8 cm) en 0.2
ns; b) H en Pen (.2 ns.

12.12 Laonda plana E = 300 e7& a, V/m se propaga en un material cuyo p = 2.25 pH/m,
€ —9prmyE = 7.8 pF/m. Slm—64Mrad/s encuentre: a) «; b) B; c)v d) A;
eyn: HH; g) £3,2,4,10ns).

12.13 Una onda plana uniforme que se propaga en la direccién a_ tiene jk = 0.2 + /1.5 m~!
y n =450 + j60 Q. Si @ = 300 Mrad/s, encuentre ¢, €' y €'’ para el medio.

12.14 Un cierto material no magnético tiene como constantes €. =2y €"/e’ =4 x 107 a
una @ = 1.5 Grad/s. Encuentre la distancia a la que una onda plana uniforme pueda
propagarse a través de este material antes de que: @) sea atenuada 1 Np; b) el nivel
de su potencia se reduzca a la mitad; ¢) la fase se corra 360°.

12.15 Una seial de radar de 10 GHz puede representarse como una onda plana uniforme en
una regién lo suficientemente pequefia. Calcule la longitud de onda en centimetros y
la atenuacién en nepers por metro si la onda se propaga en un material no magnéti-
co cuyos valores son: @) €. = 1y e/ =0;b) . =104y €' =9.00 x 1074 ¢) €/ =
25y¢€'=72.

12.16 El factor de potencia de un capacitor estd definido como el coseno del dngulo de fa-
se de la impedancia y su Q es @wCR, donde R es la resistencia en paralelo. Suponga
un capacitor ideal de placas paralelas que tiene un dieléctrico caracterizado por o, €
y /t,. Encuentre el factor de potencia y Q en términos de la tangente de pérdidas.
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12.17 Una onda plana uniforme que se propaga en la direccién a_en un dieléctrico que tie-
ne una conductividad finita tiene los valores n = 250 + jin Qyjk=0.2+ j2m™1.
Si |E,| =400 V/m en z = 0, encuentre: a) (S) en z = 0 y z = 60 c¢m; b) la disipacién
de potencia 6hmica promedio en watts por metro ctibico en z = 60 cm.

12.18 Dados: una onda plana uniforme de 100 MHz en un medio del que se sabe que es un
buen dieléctrico. El campo eléctrico fasorial es € = 4 e 05 ¢2%a _V/m. Determi-
ne: a) ; b) ; ¢) n; d) H;; e) (S): f) la potencia en watts que incide en una superficie
rectangular que mide 20 x 30 men z = | km.

12.19 Dos cilindros perfectamente conductores de radios 8 y 20 mm son coaxiales. La re-
gién entre los cilindros estd llena de un dieléctrico perfecto para el que € = 10~ /4
F/my p = 1. Si el valor de € en la regi6n es de (500/p) cos(wt — 4z)ap V/m, encuen-
tre: a) w, en coordenadas cilindricas, con la ayuda de las ecuaciones de Maxwell; b)
H(p, z, 1); ¢) (S(p, z 1): d) la potencia promedio que pasa a través de la seccién
transversal 8 < p < 20 mm, 0 < ¢ < 27,

12.20 SiE, = 60@ e a,VimyH, = %g-ﬂra » A/m en el espacio libre, encuen-

tre la potencia promedio que pasa hacia fuera a través de la superficie r = 10°, 0 < 6
<n/3,0< ¢ <2m.

12.21 Un cascarén cilindrico de 1 cm < p < 1.2 cm estd compuesto de un material conduc-
tor para el que o = 10° S/m. Las regiones internas y externas no son conductoras. Sea
Hg = 2000 A/m en p = 1.2 cm. a) Encuentre H en cualquier punto. ») Encuentre E
en cualquier punto. ¢) Encuentre (S) en cualquier punto.

12.22 Las dimensiones interiores y exteriores de una linea de transmisién coaxial de cobre
son 2 y 7 mm, respectivamente. Ambos conductores tienen un grosor mucho mayor
que 8. El dieléctrico no tiene pérdidas y la frecuencia de operacion es de 400 MHz.
Calcule la resistencia por metro de largo del: @) conductor interior; b) el conductor
exterior; ¢) la linea de transmisidn.

12.23 Un conductor tubular hueco estd construido de laton y tiene una conductividad de 1.2
x 107 S/m. Los radios interior y exterior son de 9 y 10 mm, respectivamente. Calcule
la resistencia por metro de longitud a una frecuencia de: a) cd; b) 20 MHz; ¢) 2 GHz.

12.24 a) La mayoria de los hornos de microondas trabaja a 2.45 GHz. Suponga que o = 1.2
x 106 S/my p, = 500 para el acero inoxidable del interior del horno y encuentre la
profundidad de penetraci6n. b) En la superficie del conductor, E_ = 50£0° V/m; gra-
fique una curva de la amplitud de E_ versus el dngulo de E a medida que el campo
se propaga a través del acero inoxidable.

12.25 Un buen conductor tiene forma plana y transporta una onda plana uniforme que tie-
ne una longitud de onda de 0.3 mm y una velocidad de 3 x 10° m/s. Suponiendo que
el conductor no es magnético, determine su frecuencia y conductividad.

12,26 Las dimensiones de una cierta linea de transmisién coaxial son @ = 0.8 mm y
b = 4 mm. El grosor del conductor exterior es de 0.6 mm, y todos los conductores
tienen 0 = 1.6 x 107 S/m. a) Encuentre R, la resistencia por unidad de longitud a
una frecuencia de operacion de 2.4 GHz. b) Utilice la informacion de las secciones
6.4 y 9.10 para encontrar C y L, la capacitancia e inductancia por unidad de longi-
tud, respectivamente. El coaxial esta lleno de aire. ¢) Encuentre ¢ y 8sia + jf =

VjoCR + jwL).




Problemas

12.27 La superficie plana z = 0 forma una interfase de latén y teflén. Utilice los datos dis-
ponibles en el apéndice C para evaluar las relaciones siguientes para una onda plana

uniforme que tiene una w = 4 x 10'% rad/s; (a) g 100 (D) Mg/ Ay (€) Vg IV

12.28 Una onda plana uniforme en el espacio libre tiene el vector de campo eléctrico dado
por E, = 10e7#1a_+ 15¢7#a_ V/m. a) Describa la polarizacion de la onda; b) en-
cuentre H ; ¢) determine la densidad de potencia promedio en la onda en W/m?.

12.29 Considere una onda con polarizacién circular izquierda en el espacio libre que se pro-
paga en la direccion z hacia delante. El campo eléctrico lo da la ecuacion (100). a)
Determine el fasor de campo magnético, H ; b) determine una expresion para la den-
sidad de potencia promedio en la onda en W/m? a través de la aplicacién directa de
(77).

12.30 El campo eléctrico de una onda plana uniforme en el espacio libre estd dado por
E, = 100(a, + ja e ”. Determine: a) f, b) H; ¢) (8). d) Describa la polarizacién
de la onda.

12.31 Una onda plana uniforme polarizada linealmente que se propaga en la direccién z ha-
cia delante, ingresa en un material anisotrdpico sin pérdidas, en el que la constante
dieléctrica que las ondas polarizadas encuentran a lo largo de y(e ) difiere de las on-
das polarizadas que se ven a lo largo de x(¢, ). Suponga €, = 2.15, €, =210yel
campo eléctrico de la onda a la entrada estd polarizado a 45° con respecto a los ejes
Xy y positivos. @) Determine, en términos de la longitud de onda en el espacio libre,
A, la longitud més corta del material tal que la onda, a medida que aparece en la sa-
lida, esté polarizada circularmente. b) ;La onda de salida estard polarizada a la dere-
cha o a la izquierda?

12.32 Suponga que la longitud del medio del problema 12.31 es del doble de la que se de-
termina en €l. Describa la polarizacién de la onda de salida en este caso.

12.33 Dada una onda para la cual E_ = 15¢7/%a_+ 18¢ /% ¢/?a_V/m en un medio carac-
terizado por una impedancia intrinseca compleja, n: a) Encuentre H ; b) determine la
densidad de potencia promedio en W/m?,

12.34 Dada la onda general polarizada elipticamente de la ecuacién (93):
E, = [Exoa; + Eyoe’*a,le /%

a) Demuestre, utilizando métodos similares a los del ejemplo 12.7, que una onda po-
larizada linealmente resulta de sobreponer el campo dado y un campo con fase corri-
da de la forma:

E“ = [E,ﬂ}a,t + Ey[]e_j‘ﬁay]e_jﬂ“'eja

en donde § es una constante. ») Encuentre 4 en términos de ¢ tal que la onda resul-
tante esté polarizada linealmente a lo largo del eje x.



